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在 科学 技术 领域 内 ,对 于 许多 力学 问题 和 物理 问题 ,人 们 已 经 得 到 了 它们 应 遵循 的 基 
本 方程 ( 常 微分 方程 或 偏 微分 方程 ) 和 相应 的 定 解 条 件 。 但 能 用 解析 方法 求 出 精确 解 的 只 
是 少数 方程 性 质 比较 简单 , 且 几 何 形状 相当 规则 的 问题 。 对 于 大 多 数 问题 ,由 于 方程 的 某 
些 特 征 的 非 线性 性 质 , 或 由 于 求解 区 域 的 几何 形状 比较 复杂 , 则 不 能 得 到 解 桥 的 答案 。 这 
类 问题 的 解决 通常 有 两 种 途径 ,一 是 引入 简化 假设 ,将 方程 和 各 何 边 界 简 化 为 能 够 处 理 的 
情况 ,从 而 得 到 问题 在 简化 状态 下 的 解答 。 但 是 这 种 方法 只 是 在 有 限 的 情况 下 是 可 行 的 ， 
因为 过 多 的 简化 可 能 导致 误差 很 大 甚至 错误 的 解答 。 因 此 人 们 多 年 来 寻找 和 发 展 了 了 另 一 
种 求解 途径 和 方法 一 一 数值 解法 .特别 是 近 三 十 多 年 来 , 随 着 电子 计算 机 的 飞速 发 展 和 广 
证 应 用 ,数值 分 析 方 法 已 成 为 求解 科学 技术 问题 的 主要 工具 。 

已 经 发 展 的 数值 分 析 方法 可 以 分 为 二 大 类 。 一 类 以 有 限 善 分 法 为 代表 。 其 特点 是 直 
接 求解 基本 方程 和 相应 定 解 条 件 的 近似 解 .一 个 问题 的 有 限 差分 法 求解 步骤 是 ,首先 将 求 
解 域 划分 为 网 格 . 然 后 在 网 格 的 结 点 上 用 差分 方程 近似 微分 方程 。 当 采用 较 多 的 结 点 时 ， 
近似 解 的 精度 可 以 得 到 改进 。 借 助 于 有 限 差 分 法 ,能 够 求解 其 些 相当 复杂 的 问题 。 特别 是 
求解 建立 于 空间 坐标 系 的 流体 流动 何 题 ,有 痕 差 分 法 有 自己 的 优势 ,因此 在 流体 力学 领域 
肉 , 它 至 今 仍 点 支 配 地 位 ， 但 用 于 几何 形状 复杂 的 问题 时 , 它 的 精度 将 降低 ,甚至 发 生 困 
Ж. 

另 一 类 数值 分 析 方 法 是 首先 建立 和 原 问题 基本 方程 及 相应 定 解 条 件 相等 效 的 积分 提 
法 ,然后 据 之 建立 近似 解法 。 便 如 配点 法 ,最 小 二 乘法 ,Galerkin 法 .力矩 法 等 都 属于 这 一 
类 数值 方法 .如 果 原 问题 的 方程 具有 某 些 特 定 的 性 质 , 则 它 的 等 效 积分 提 法 可 以 归结 为 某 
个 水 函 的 变 分 。 相 应 的 近似 解法 实际 上 是 求解 泛 孙 的 驻 值 问题 。 里 效法 就 属于 这 一 类 近 
似 方法 。 上 述 不 同方 法 在 不 同 的 领域 或 类 型 的 问题 中 得 到 成 功 的 应 用 。 但 是 也 只 能 限于 
几何 形状 规则 的 问题 。 其 基本 原因 是 :它们 都 是 在 整个 求解 区 域 上 假设 近似 函数 。 因 此 ， 
对 于 几何 形状 复杂 的 问题 ,不 可 能 建立 合乎 要 求 的 近似 函数 。 而 有 限 单元 法 的 出 现 , 是 数 
值 分 析 方 法 研究 领域 内 重大 突破 性 的 进展 。 

有 限 单 元 法 的 基本 思想 是 将 连续 的 求解 区 域 离散 为 一 组 有 限 个 、 昌 按 一 定 方式 相互 
联结 在 一 起 的 单元 的 组 合体 .由 于 单元 能 按 不 同 的 联结 方式 进行 组 合 , 旦 单元 本 身 又 可 以 
有 不 同形 状 , 因 此 可 以 模型 化 几何 形状 复杂 的 求解 域 . 有 限 单 元 法 作为 数值 分 析 方 法 的 另 
一 个 重要 特点 是 箱 用 在 每 一 个 单元 内 假设 的 近似 函数 来 分 片 地 表示 全 求解 域 上 待 求 的 未 
知 场 函数 。 单 元 内 的 近似 函数 通常 由 未 知 场 函 数 或 及 其 导数 在 单元 的 各 个 结 点 的 数值 和 
其 揪 值 函数 来 表达 。 这 样 一 来 ,一 个 问题 的 有 限 元 分 析 中 ,未 知 场 函数 或 及 其 导数 在 各 个 
结 点 上 的 数值 就 成 为 新 的 未 知 量 (也 即 自由 度 ), 从 而 使 一 个 连续 的 无 限 自 由 度 问 题 变 成 

"1. 


离散 的 有 限 自 由 度 问 题 , 一 经 求解 出 这 些 未 知 量 ,就 可 以 通过 插值 阔 数 计算 出 各 个 单元 内 
场 函 数 的 近 亿 值 , 从 而 得 到 整个 求解 域 上 的 近似 解 。 显 然 随 着 单元 数 日 的 增加 ,也 即 单元 
尺寸 的 缩小 ,或 者 随 着 单元 自由 上 度 的 增加 及 插值 应 数 精 汇 的 提高 , 解 的 近似 程度 将 不 断 改 
进 。 如 果 单 元 是 满足 收敛 要 求 的 ,近似 解 最 后 将 收 合 于 精确 解 。 

从 应 用 数学 角度 来 看 ,有 限 单元 法 基本 思想 的 提出 ,可 以 追溯 天 Courant" 在 1943 年 
的 工作 ,他 第 一 次 尝试 应 用 定义 在 三 角形 区 域 上 的 分 片 芝 续 沙 数 和 最 小 位 能 原理 相 结 合 ， 
来 求解 St. Venant 扭转 问题 ,一 些 应 用 数学 家 ,物理 学 家 和 工程 师 由 于 各 种 原因 都 涉足 过 
有 限 单元 的 概念 .但 只 基 到 1960 年 以 后 , 随 着 电子 数值 计算 机 的 广泛 应 用 和 发 展 ,有 限 单 
元 法 的 发 展 速 度 才 显 著 可 快 。 

现代 有 限 单元 法 第 一 个 成 功 的 尝试 ， 是 将 刚 架 位 移 法 推广 应 用 于 弹性 力学 平面 问题 ， 
这 是 Turner,Ciough 汪 等 人 在 分 析 飞 机 结构 时 于 1956 年 得 到 的 成 果 。 他 们 第 一 次 给 出 了 
用 三 角形 单元 求 得 平面 应 力 问 题 的 正确 解答 。 三 角形 单元 的 单元 特性 是 由 弹性 理论 方程 
来 确定 的 ,采用 的 是 直接 刚度 法 .他们 的 研究 工作 打开 了 利用 电子 计算 机 求解 复杂 平面 弹 
性 问题 的 新 局 面 ,1960 年 Clough 站 进一步 处 理 了 平面 弹性 问题 ,并 第 一 次 提出 了 “有 限 单 
元 法 ”的 名 称 ,使 人 们 开始 认识 了 有 限 单元 法 的 功效 ， 

三 十 多 年 来 ,有 限 单元 法 的 理论 和 应 用 都 得 到 迅速 的 ,持续 不 断 的 发 展 。 

从 确定 单元 特性 和 建立 求解 方程 的 理论 基础 和 途径 来 说 ,正如 上 面 所 提 到 的 ,Turn- 
er Clough 等 人 开始 提出 有 限 单元 法 时 是 利用 直接 刚度 法 。 它 米 源 于 结构 分 析 的 刚度 法 ， 
这 对 我 们 明确 有 限 单元 法 的 一 些 物理 概念 是 很 有 帮助 的 ,但 是 它 只 能 处 理 一 些 比较 简单 
的 实际 问题 。1963 一 1964 {Е ,Веѕѕеііпа! Ч, МеіоѕЬ и Jonescg 等 人 证 明了 有 限 单元 法 是 
基于 变 分 原理 的 里 兹 (Ritz) 法 的 另 一 种 形式 ,从 而 使 里 兹 法 分 析 的 所 有 理论 基础 都 适用 
于 有 限 单元 法 ,确认 了 有 限 单元 法 是 处 理 连 续 介 质问 题 的 一 种 普遍 方法 .利用 变 分 原理 建 
立 有 限 元 方程 和 经 典 里 兹 法 的 主要 区 别 是 有 限 单元 法 假设 的 近似 函数 不 是 在 全 求解 域 而 
是 在 单元 上 规定 的 ,而 且 束 先 不 要 求 满足 任何 边界 条 件 ,因此 它 可 以 用 来 处 理 很 复杂 的 过 
续 介 质问 题 。 从 60 年 代 后 期 开始 ,进一步 利用 加 权 祭 量 法 来 确定 单元 特性 和 建立 有 限 元 
求解 方程 有 限 单元 法 中 所 利用 的 主要 是 徊 辽 金 (Galerkin) 法 。 它 可 以 用 于 已 经 知道 问题 
的 微分 方程 和 边界 条 件 、 但 是 变 分 的 泛 函 尚未 找到 或 者 根本 不 存在 的 情况 ,因而 进一步 扩 
大 了 有 限 单元 法 的 应 用 领域 。 

三 十 多 年 来 ,有 限 单元 法 的 应 用 已 由 弹性 力学 平面 问题 扩展 到 空间 问题 , 板 沉 问题 ， 
由 静 力 平衡 问题 扩展 到 稳定 同 题 动力 问题 和 波动 问题 .分析 的 对 象 从 弹性 材料 扩展 到 塑 
性 、 粘 弹性 、 业 塑性 和 复合 材料 等 ,从 固体 力学 扩展 到 流体 力学 、 传 热学 等 连续 介质 力学 镇 
域 ， 在 工程 分 析 中 的 作用 已 从 分 析 和 校 核 扩 展 到 优化 设计 并 和 计算 机 辅助 设计 技术 相 结 
合 , 可 以 预计 , 随 着 现代 力学 ,计算 数学 和 计算 机 技术 等 学 科 的 发 展 ,有 限 单元 法 作为 - -个 
具有 巩 因 理论 基础 和 广泛 应 用 效力 的 数值 分 析 工 具 , 必 将 在 国民 经 济 建设 和 科学 技术 发 
展 中 发 挥 更 大 的 作用 ,其 自身 亦 将 得 到 进一步 的 发 展 和 完善 。 

本 章 将 简要 地 介绍 学 习 有 限 单 元 法 必要 的 预备 知识 。 在 2,3 节 分 别 讨论 作为 有 限 单 
元 法 理论 基础 的 微分 方程 等 效 积分 形式 和 变 分 原理 以 及 基于 它们 的 近似 方法 ,也 即 加 权 
余 量 法 和 里 效法 。 最 后 在 第 4 节 扼 要 地 引述 作为 今后 主要 分 析 对 象 的 弹性 力学 问题 的 基 
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本 方程 和 与 之 等 效 的 变 分 原理 。 
1.2 微分 方程 的 等 效 积分 形式 和 加 权 余 量 法 


基于 微分 方程 等 效 积分 担 法 的 加 权 余 量 法 是 求解 线性 和 非 线 性 微分 方程 近似 解 的 一 
种 有 效 方法 有限 单 元 法 中 可 以 应 用 加 权 余 量 法 来 建立 有 限 元 求解 方程 ,但 它 本 身 又 是 一 
种 独立 的 数值 求解 方法 .在 这 一 节 中 我 们 将 阐明 加 权 余 量 法 的 基本 概念 ,求解 步 又 种 不 同 
形式 加 权 余 量 法 的 特点 。 


1.2.1 微分 方程 的 等 效 积分 形式 


工程 或 物理 学 中 的 许多 问题 ,通常 是 以 未 知 场 函数 应 满足 的 微分 方程 和 边界 条 件 药 
形式 提出 来 的 ,可 以 一 般 地 表示 为 未 知 函 数 u 应 满足 微分 方程 组 


A (ш) 
А сы) тони СЕО A) (1.2.1) 
Ж ОЦИ ЕТИ АР, ИЕ 1.1 所 示 。 同 时 未 知 函 数 УЖЕ ЯА 
В. (и) 
В(иу = {кш (ЕГ E) (1.2.2) 


T ERA HAR. 


图 1.1 EARHART 


ЕЖЕН ЖАНАС и 可 以 是 标量 场 (例如 温度 ), 也 可 以 是 几 个 变量 组 成 的 向 量 场 ( 例 
如 位 移 . 应 变 、 应 力 等 )。A,B 基 表 示 对 于 独立 变量 (例如 空间 台 标 ,时 间 坐 标 等 ?的 微分 算 
子 。 微 分 方程 数 应 和 未 知 场 函数 的 数目 相对 应 ,因此 ,上 述 微分 方程 可 以 是 单个 的 方程 ,也 
可 以 是 一 组 方程 。 所 氛 在 式 (1. 2,1) 和 (1.2.2) 中 采用 了 算 阵 形式 ， 
9 • 


下 面 我 们 给 出 一 个 典型 的 微分 方程 ,以 后 我 们 还 要 寻求 它 的 解答 。 
例 1 一 维稳 态 热传导 方程 


91,9%, al 38 

АФ = 31696155658) f9=0 ар) (1.2.3) 
#— # = 0 (ТЕГ, E) 

一 _ (1.2.4) 
8% (ЕШ -0 GET, E) 


і an 
这 里 $8 表示 温度 ;k 是 热传导 系数 ;$ 和 4 是 边界 上 温度 和 热流 的 给 定 值 ;x BERART 
的 外 法 线 方 向 ;@ 是 热源 密度 。 
EPEHA, ЖАО 只 是 空间 位 置 的 函数 时 ,问题 是 线性 的 。 若 上 和 外 亦 是 区 及 
其 导数 的 函数 时 ,问题 就 是 非 线 性 的 了 。 
由 于 微分 方程 组 (1. 2. 1) 在 域名 中 每 一 点 都 必须 为 零 ,因此 就 有 


| УТА шай = С (и) 0А, (ш) + dN = o (1.2.5) 
п 


VY 是 函数 向 量 , 它 是 一 组 和 微分 方程 个 数 衫 等 的 任意 函数 。 

AU 2.5) 是 与 微分 方程 组 (1. 2. 1) 完 全 等 效 的 积分 形式 。 我 们 可 以 断言 , 若 积分 方程 
(1.2. 5) 对 于 任意 的 V 都 能 成 立 , 则 微分 方程 (1. 2. 1) 必 然 在 域内 任 一 点 都 得 到 满足 。 这 
个 结论 的 证 明 是 显然 的 ,假如 微分 方程 A (wn) 在 城内 某 些 点 或 一 部 分 子 域 中 不 满足 , 邯 出 
现 ACW) 关 0, 马 上 可 以 找到 适当 的 溺 数 六 使 (1. 2.5) 的 积分 形式 评 不 等 于 零 。 上 述 结论 则 
得 到 证 明 。 

同 理 ,假如 边界 条 件 (1. 2. 2) 亦 同时 在 边界 上 每 一 点 都 得 到 满足 ,对 于 一 组 任意 函数 
V 应 当成 立 


| racodr = | CB, (u) + WB) 十 yd (1.2.7) 
因此 ,积分 形式 
f FTA Dda + [sabar = 0 (1.2.8) 
п 


对 于 所 有 的 V 和 VY 都 成 立 是 等 效 于 满足 微分 方程 (1, 2, 1) 和 边界 条 件 (1.2. 2)。 我 们 把 
(1. 2. 8) 式 称 为 微分 方程 的 等 效 积 分 形式 ， 

在 土 述 讨论 中 , 隐 念 地 假定 1. 2. 8) 式 的 积分 是 能 够 进行 计算 的 。 这 就 对 函数 VY. 和 
4 能够 选取 的 函数 族 提 出 了 一 定 的 要 求 和 限制 ,以 避免 积分 中 任何 项 出 现 无 穷 大 的 情况 。 

在 (1.2.8) 式 中 ,VY 和 六 只 是 以 孙 数 自身 的 形式 出 现在 积分 中 ,因此 对 FY АЛУАН 
只 党 是 单 值 的 分 别 在 8 内 和 厂 上 可 积 的 函数 就 可 以 。 这 种 限制 并 不 影响 上 述 “ 微 分 方程 
的 等 效 积分 形式 " 提 法 的 有 效 性 。z 在 积分 中 还 将 以 导数 或 偏 导 数 的 形式 出 现 , 它 的 选择 
将 取决 于 微分 算 子 A 或 昌 中 微分 运算 的 最 高 阶 次 。 例 如 有 一 个 连续 函数 , 它 在 > 方向 有 
一 个 斜率 不 连续 点 如 图 1.2 所 示 。 我 们 设想 在 一 个 很 小 的 区 间 А 中 用 一 个 连续 变化 来 代 
兰 这 个 不 连续 ,可 以 很 容易 地 看 出 ,在 不 连续 点 附近 , 消 数 的 一 阶 导数 是 不 定 的 ,但 是 一 阶 
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导数 是 可 积 的 , 即 一 阶 导数 的 积分 是 存在 的 .而 


在 不 连续 点 附近 ,函数 的 二 阶 导数 超 于 无 穷 , 使 | Ц лак 
积分 不 能 进行 。 如果 在 微分 算 子 A PIERR > | 
数 的 一 阶 导数 (边界 条 件 的 算 子 B 中 导数 的 最 | 


| 
高 阶 数 总 是 低 于 微分 方程 的 算 子 A RSR i 
最 高 阶 数 ) ,上述 函 数 对 于 上 将 是 一 个 合适 的 选 N 
ж. — TAR 在 域内 其 本 身 连 续 , 它 的 一 阶 导 


， |\ 
数 具有 有 限 个 不 连续 点 但 在 城内 可 积 ,这 样 的 一 一 -十 一 一 一 = 
函数 我 们 称 之 为 具有 C, 过 续 性 的 函数 ,可 以 类 | \ 一 -一 
似 地 看 到 ,如 果 在 微分 算 子 A 出 现 的 最 高 阶 导 О. | | [ 
数 是 = 阶 , 则 要 求 函 数 ， 必须 具有 连续 的 a 一 1 3 | 
阶 导 数 , 即 函 数 应 具有 C. ,连续 性 。 一 个 函数 >, | — 
жын ПЕТИ 3 С S 
一 1 阶 导数 连续 , 它 的 第 a 阶 导数 具有 有 限 个 ІШ 
不 连续 点 但 在 域内 可 积 ,这 样 的 函数 我 们 称 之 ү 
为 具有 C,，, 连 续 性 的 函数 。 具 有 С, ЖЫН 全 = 
函数 将 使 包含 函数 直至 它 的 ” 阶 导数 的 积分 成 
为 可 积 。 图 1.2 具有 Cs 连续 性 的 函数 


1.2.2 等 效 积分 的 “ 弱 ” 形 式 
在 很 多 情况 下 可 以 对 (1, 2. 8) 式 进行 分 部 积分 得 到 另 一 种 形式 
| croopcoao 十 | ErGoFGodr -0 (1.2.9) 


其 中 CD,E,F 是 微分 算 子 ,它们 中 所 包含 的 导数 的 阶 数 较 (1. 2. НАЛ, ЖҒНЕ 
数 只 需要 求 较 低 阶 的 连续 性 就 可 以 了 。 EO 2. 9) 式 中 降低 w 的 连续 性 要 求 是 以 提高 ， 
及 + 的 连续 性 要 求 为 代价 的 ,由 于 原来 对 v 及 在 (1. 2. 8) 式 中 ) 并 无 连续 性 要 求 ,但 是 适 
当 提高 对 其 连续 性 的 要 求 并 不 困难 ,因为 它们 是 可 以 选择 的 已 知 函 数 。 这 种 降低 对 函数 
连续 性 要 求 的 作法 在 近似 计算 中 ,尤其 是 在 有 限 单元 法 中 是 十 分 重要 的 。(1, 2. 9) 式 称 为 
微分 方程 (1. 2. 1) 和 边界 条 件 (1. 2. 2) 的 等 效 积 分 * 弱 "形式 。 值 得 指出 的 是 ,从 形式 上 看 
BEARRA u 的 连续 性 要 求 降低 了 ,但 对 实际 的 物理 问题 却 常 常 较 原始 的 微分 方程 
更 过 近 真 正解 ,因为 原始 微分 方程 往往 对 解 提出 了 过 分 “平滑 "的 要 求 。 

下 面 我 们 仍 以 前 面 已 提出 的 便 题 中 的 二 维 热 传导 方程 为 例 , 写 出 它们 的 等 效 积分 形 
式 和 等 效 积 分 “ 弱 * 形 式 , 例 1 中 由 二 维稳 态 热 传导 方程 (1. 2. 3) 和 边界 条 件 (1. 2. ORR 
们 可 以 写 出 相当 于 (1. 2. 8) 式 的 等 效 积 分 形式 


КЕЗ ЗЕ 25 +O Jazdy + | а 9% САГ = 0 (1.2.10) 
RF o A o 是 任意 的 标量 函数 ,并 假设 上 的 边界 条 件 


%-%-9 
在 选择 函数 多时 已 自动 满足 ,这 种 边界 条 件 称 为 强制 进 界 条 件 。 
对 (1. 2. 10) 式 进行 分 部 积分 可 以 得 到 相当 于 (1. 2. 9) 式 的 等 效 积分 “ 弱 ” 形 式 ,利用 格 
林 公式 对 《1. 2. 10) 式 中 第 一 个 积分 的 前 二 项 进行 分 部 积分 


š 3g 3 
asl se 7315 Zf) dady + folk ndP ел 
КЕСЕ AL zdy =- | 24,2 25 алау + 中 6551г 
于 是 (1. 2. 10) 式 成 为 
– |$ = 95 + 53092 Q ТЕН d or 24 Itn, + Én 5. аг 
+Í, 5+ adoro q. 2.12) 
ЖИН nony 为 边界 外 法 线 的 方向 余弦 。 ЖАЛЕЛ ЕН ЗЕ 
95. 55, (2.2.13) 
ЖАРЕ о fi u, TURR- HEH E E 
р---у (1.2.14) 
这 样 ,(1. 2. 10) 式 可 以 表示 为 
| Уик үўАЙП 一 [еа – |, аг – а 2,4-9 《1.2. 15) 
其 中 算 子 9 是 
эт 
“=la 
3y 


(1.2. 15) 式 就 是 二 维稳 态 热传导 问题 与 微分 方程 (1. 2. 3) 和 边界 条 件 (1, 2. 4) 相 等 效 
HRI REAR. EAT: URASA, TAAA 凡 温 度 ) 则 以 一 阶 和 导数 的 形式 出 现 ， 
因此 它 允 许 在 域内 热传导 系数 在 以 及 温度 # 的 一 阶 导数 测 现 不 连续 ,而 这 种 实际 可 能 性 
在 微分 方程 中 是 不 允许 的 。 

5] (1. 2. 15) 式 ,还 应 指出 的 是 

(1) ЭШ % 不 出 现在 沿 Г, МОННАР. DP. 边界 上 的 边界 条 件 


ВО) =#2# 2-0 


# Г, 的 边界 上 自动 得 到 满足 。 这 种 边界 条 件 称 为 自然 边界 条 忻 ， 
(2) 若 在 选择 场 函 数 # 时 ,已 满足 强制 边界 条 件 , 即 在 Г, 边界 上 满足 $8 一 3=0, 则 可 
以 道 过 适当 选择 w, 使 在 Ty; 边界 上 一 0 而 略 去 (1, 2. 15) 式 中 沿 边界 积分 项 ,使 相应 的 
积分 “ 弱 " 形 式 取 得 更 简洁 的 表达 式 。 
*B ` 


123 基于 等 效 积分 形式 的 近似 方法 :加 权 余 量 法 
(Weighted Residual Method, МЕМ) 


在 求解 域 2 中 , 若 场 函数 是 精确 解 , 则 在 域 2 中 任 一 点 都 满足 微分 方程 (1. 2. 1) 
式 ,同时 在 边界 荆 上 任 一 点 都 满足 边界 条 件 《1. 2. 2) 式 ,此 时 等 效 积分 形式 (1. 2.8) 式 或 
(1.2.9) 式 必然 严格 地 得 到 满足 。 但 是 对 于 复杂 的 实际 问题 ,这 样 的 精确 解 往往 是 很 难 找 
到 的 ,因此 人 们 需要 设法 找到 共有 '~ 定 精度 的 近似 解 。 

对 于 微分 方程 (1. 2.1) 式 和 边界 条 件 (1. 2. 2) 式 所 表达 的 物理 问题 ,未 知 场 函 数 w 可 
以 来 用 近似 函数 来 表示 。 近 似 函 数 是 -- 族 带 有 待定 参数 的 已 知 函 数 , 一 般 形 式 是 


т 


u == и = Ума, = Ма (1.2.16) 


其 中 a, 是 待定 参数 ;N, 是 称 之 为 试探 函数 (或 基 函 数 . 形 函 数 ) 的 已 知 函数 , 它 取 自 完全 的 
函数 序列 ,是 线性 独立 的 , 所 谓 完全 的 函数 系列 是 指 任 一 函数 都 可 以 用 此 序列 表示 。 近似 
解 通常 选择 使 之 满足 强制 边界 条 件 和 连续 性 的 要 求 .例如 当 未 知 应 数 & 是 位 移 时 ,可 取 近 
пж 


и =N + Nu, + + Nuu, = У Ма, 
iel] 

т = Мүр, + №, {+ + Nw, = Y No, 
т=1 


тр = № + Мол 十 Т... + Мұн, 一 Ул 
іш) 
则 有 


a, 一 k | 其 中 mso w 是 待定 参数 , 共 3 x n +. 
tu, 

N: = 1N, ЗЕЕ БЕ, T & 3X3 ЕЕ, N. 是 航标 的 独立 函数 ,有 限 单 元 法 中 如 何 
选取 将 在 以 后 的 章节 中 讨论 。 

显然 ,在 通常 a 取 有 限 项 数 的 情况 下 近似 解 是 不 能 精确 满足 微分 方程 (1. 2. 12 和 全 部 
ARRO. 2. 2) 式 的 ,它们 将 产生 残 差 六 及 玉 

А(Қа) = RB(Na) = R (1.2.17) 

RER Ж ЕТЕШ. ТЕ(1. 2. DEPRIM a 个 规定 的 函数 来 代替 任意 函数 ， Жу, 
Ер 


r=W; =, ()-1-л) (1.2. 18) 
就 可 以 得 到 近似 的 等 效 积分 形式 
| | WANOA + | WIB =о G= in) (1.2.19) 
亦 可 以 写成 余 量 的 形式 . 
f winaq + [аг = о g= 1) (1. 2. 20) 
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(1.2.19) 式 或 (1,. 2, 20) 式 的 意义 是 通过 选择 待定 系数 4 强迫 余 量 在 基 种 平均 意义 上 等 

ТЕ. W, ЖИ W, 称 为 权 函 数 。 余 量 的 加 权 积 分 为 零 就 得 到 了 一 组 求解 方程 ,用 以 求解 近似 

解 的 待定 系数 a, 从 而 得 到 原 问题 的 近似 解答 。 求 解 方程 民 . 2. 19) 的 展开 形式 是 
КХТИ, + f WBN Ar —0 


| ҰТА (№40 + | WrBcNaydr = 0 
0 


| ҰТА ‹№а)ӣа0 + | WB Noar = 0 
Пп 


其 中 若 微 分 方程 组 & 的 个 数 为 m WARI B 的 个 数 为 m MRAR WOI, n) JE 
т, 阶 的 函数 列 阵 W (1,66 п) т» 阶 的 函数 列 阵 。 

当 近 似 函 数 所 取 试 探 踊 数 的 项 数 » 越 多 ,近似 解 的 精度 将 越 高 。 当 项 数 ЕРЕ 
时 ,近似 解 将 收敛 于 精确 解 。 

对 应 于 等 效 积分 * 弱 ”形式 {1,2. 9) 式 ,同样 可 以 得 到 它 的 近似 形式 


[ сте, 2рска)во + ПЕС WF Nor =0 G=1,,n) (1.2.21) 


采用 使 余 量 的 加 权 积 分 为 过 来 求 得 微分 方程 近似 解 的 方法 称 为 加 权 余 量 法 。 加 各 登 
量 法 是 求 微 分 方程 近似 解 的 一 种 有 效 方法 ,最 然 ,任何 独立 的 完全 函数 集 都 可 以 用 来 作为 
权 函 数 。 按 照 对 权 消 数 的 不 同 选择 就 得 到 不 同 的 加 权 余 量 的 计算 方法 并 赋 以 不 同 的 名 称 。 
常用 的 权 函 数 的 选择 有 以 下 几 种 ， 

1. 配点 法 


W; = W, = б(х — x;) 
# O 域 是 独立 坐标 x 的 函数 ,3x 一 x) 则 有 如 下 性 质 ; 当 саву) 08 
[Waasi G= lm 

这 种 方法 相当 于 简单 地 强迫 余 量 在 域内 = 个 点 上 等 于 零 。 

2. 子 域 法 

н PFR О, я W- ETIR 0; 凡 外 芒 ,=0。 此 方法 的 实质 是 强迫 祭 量 在 4 个子 
域 п, 的 积分 为 零 

3， 最 小 二 乘法 

当 近 似 解 取 为 一 мағынан = 32 A[ > N.a) 

此 方法 的 实质 是 使 得 画 数 


Ile) = ЕЧ Ума) аа 
i=] 


取 最 小 值 。 即 要 求 3 一 0 (i 二 1,2,…,n) 
4. 力矩 法 


以 一 维 问题 为 例 , 微 分 方程 44?=0, 取 近似 解 站 并 假定 已 满足 边界 条 件 。 令 
„8+ 


№; = lizz, 
得 到 [ааах = o, | заадас = 0, | ааах = 0, 
п 


ЖАА ЕК 6 3K ESE 28, ЖӨ V FILE DER ik, 

5. НІ Ж (Galerkin) 

ВИ, №, ЛЕЛ Е ИР = —W,= N, 即 简单 地 利用 近似 解 的 试探 函数 序列 作为 权 
函数 。 近 似 积分 形式 (1, 2. 19) 式 可 写成 


мА X Najan — [anl >маДаг 一 0 ()--1,2,-е,а) (1.2.22) 
HC- 2. 16) 式 ,可 以 定义 近似 解 i 的 变 分 站 为 


8й= N.ëa, + Мда, 十 … 十 Мба, (1. 2. 23) 
其 中 да, 是 完全 任意 的 。 由 此 (1.2. 22) 式 可 更 简洁 地 表示 为 ; 
| arada ~ | sarBdipdr = o (1. 2. 24) 
对 于 近似 积分 的 “ 弱 ? 形 式 (1. 2. 21) 式 则 有 
| omoda + | Er@oFGpar = о (1.2.25) 


А Sl, ТЕЙ ТЕН F ЖИШП 2354836 RET EN ЖОЕ КЕЛЕА КА ОХ Ж 
ЗЕ ИЛЛ ЗА ыу л КН ЛАР ЖА ЕНШІ ӨЗЕНІ ЕБІН ПІН ЛЕ 
ЛЕЛЕ РУН ПЕ} Ш ӨНЕ ЖЕЗ Ж. 

下 面 我 们 将 用 例题 说 明 加 权 余 量 法 用 不 同 权 函 数 的 解 题 过 程 和 结果 比较 

例 2 求解 二 阶 常 微分 方程 


dš 

Euro0 Ота Ф 
边界 条 件 іл-0%,4-0 

34 x = 1 BJ. = = 0 D 
取 近 似 解 为 

u = z(1 — z)(a, + ах + +) (8) 


显然 ,近似 解 满足 边界 条 件 @, 但 不 满足 微分 方程 四 ,在 域内 将 产生 余 量 尺 , 余 量 的 加 权 积 
分 为 零 


1 
ШЕН = 0 Ф 
0 


近似 解 可 取 @ 式 中 一 项 ,两 项 或 n 项 ,项 数 取得 越 多 ,计算 精度 就 越 高 ,为 方便 起 见 我 们 只 
讨论 一 项 和 两 项 近似 解 。 


一 项 近似 解 : n=l 
йу = a,z(] — x) i (5) 
RADA REH 
R (z) = z + a,(— 2 + z — r’) @ 
两 项 近似 解 ， н--2 
t = Tl — z)(a, + a,z) (Т) 


余 量 为 


R .Cz) = æ+ al 2+ æ t) + al o r H a 27) (8) 
《1) 配点 法 
一 项 近似 解 : 取 工 =1/2 作为 配点 
14.1. 2, _ 2 
R| 二 |j= 2420 а= 7 


所 以 求 得 一 项 近似 解 为 。 训 一 了 x(1 一 x) 
两 项 近似 解 : 取 三 分 点 x=1/3 Ë zr=2/3 作为 配点 ,得 到 


1) 1 16 2 
(24-4 94 十 272z 一 0 

21 2 16 _ 50 _ 
к|2|=2 94 7 272: = 0 


解 得 а1--0. 1948, а, =0. 1731 
ЁРЕ АИ у = 201—2) (0. 19484-0. 1731х) 
(2) {ЧИЕ 
НИЕ, РА, ТИ =1Щ 0621, НОУ ИВ 


1 
[сое = [те +а(—2+ ж — de= L Ha 一 0 


Ф = І 


Ж а 201—2) 
两 项 近似 解 ， 
取 多 -1 ош 0<:<-4. (ао 
Ws=1 š +<=< (0) 
由 只 式 得 到 
1/2 1⁄2 
| Б. туда =f [z + а 2 + z — 22) + а,(2— 6z 4 аё da 


1 11 33 _ 
= 7 124 + 994: = 0 


1 3 
(саг = 一 са; — — 
2 


解 得 а, = 291 — 0.1876; а, = 26 = 0,1702 


两 项 近似 解 为 э й„=х(1—х)‹0. 1876-Е0, 1702.) 
(3) у 
将 余 量 的 二 次 方 R° 在 域 品 中 积分 


І = (ка 
п 


© 
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选择 近似 解 的 待定 系数 a ,使 余 量 在 全 域 的 积分 值 了 达到 极 小 。 为 此 必须 有 
əl А 
3470 G = 1,26 n) 
ROAR а, 求 导数 得 到 
[R Жап = 0 G = 1,2) (0 


由 此 得 到 ”个 方程 ,用 以 求解 上 个 待定 参数 和 。 将 国 式 与 由 式 比 较 可 知 ,最 小 二 乘法 的 权 
函数 选择 为 


L G = 1,2,4.) 
а; 
一 项 近似 解 
R (z) = z — a, (— 2 + z — д?) (à 
а =— 2 + z — z 
ҚАЙ! 


ГА Smdz = [Iz а 2 +a DN 2 r- 94-0 


积分 后 得 到 а, =0. 2723, 
一 项 近似 解 为 各 二 0.2723x(1 一 zx) 


两 项 近似 解 
Rx) = z + a, (— 2 + z — жә) + а,(2 — ba H z: — т?) 
w, 一 2 agter 
a, 
W,=s— зе = 2 -- 6z + z° а" 


КАО 51881779 
Гв, Sa, | Lz + a(— 2 + z at) + a,(2 fr z: — 15) 
(— 2 + z — rdr = 0 


fR. Tida =| te Hal 2 + z — 4) + а,(2— 6z + z! — zy) 
(2 — бх + r? — rdr = 0 
解 得 а--0.1875, a,=0.1695 
AAMEN %-х(1--х)(0.1875--0.16952) 
(4) Ф 
一 项 近似 解 ; 取 你,=1, 直 国 式 得 到 


[п © R(æ)dz = |К фас 2 + z а) 002 = 0 


求 得 一齐 


"ll* 


一 项 近似 解 为 йа 01а) 
此 结果 与 子 域 法 的 结果 相间 。 
两 项 近似 解 : 取 W=, W, =z., HORE 
[Rdz =f te +a (— 2 +z — z) + a,(2 — 6z + л — 22) dz = 0 


|авам«-Пы адс 2a H r? — + ale — 68N T 2 + 2 at de = 0 
г б 


解 得 а, =0. 1880, а= 0.1695 
两 项 近似 解 为 ”说 一 <01 一 z)(0, 18804-0. 16952) 
(5) 贫 辽 爹 法 
取 近 似 函 数 作为 权 函 数 。 一 项 近似 解 ; 
UW = Nia, = all — х) 
БХР И, = № (1—5) 
HORRA 


| М.а, Codz = [za — z)[z + a (— 2 + z — z2)Jdz = 0 


积分 后 得 到 а=, 
一 项 近似 解 为 nira) 
两 项 近似 解 ， 
ú, = Nia, + N,a, = a(l — z) + а, (1 — г) 
取 权 函数 
И = № =<x( — х); W, = №, = z:(1 — z) 
RADAS i 


[za - z)[z 十 ef 一 2 十 z — t) + a,(2 — 6z + х — хг) ]dz = 0 
Q 


[=a — [z +a (— 2 + z — z) + a,(2 — 6z + 22 — а?)]йт = 0 


解 得 ai=0.1924， a,=0.1707 
两 项 近似 解 为 1,-т(1-л)00. 1924-0. 17072) 
这 个 问题 的 精确 解 是 
一 SnI — = 
用 如 权 余 量 的 几 种 方法 得 到 的 近似 解 与 精确 解 的 比较 见 表 1.1, 由 表 可 见 , 在 此 具体 
间 题 中 取 两 项 近似 解 已 能 得 到 较 好 的 近似 结果 ,各 种 方法 得 到 的 近似 解 涡 差 均 在 ЗИ 
内 ,其 中 分 辽 金 法 的 精度 尤其 高 ,误差 小 于 9. 5%, 
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#11 КИНЕНИМЕЯКЯ 


кан sinr xr=0.25 z=%0, 5 r=0.75 
nl т | 0. 0440] 0. 06975 0. 06006 
近似 解 Ë 3 ІН 3 E ж 
| м % | 4 
m= anll a) 
1. Ru u ala) 0.05357] 21.10.07143| 2.419. 05357 |—10.8 
一 3 d 
项 | 2 Т ата-а) 0.05114] 16. 90. 06818 —2. 3 |0. 05114 -- 14.9 
J . 
Ë 3， 最 小 二 习 :站 一 0 2723x(1 一 z) 0. 05106 ie. do. 06808 | — 2.410. 05106|—15.0 
4. Jinsga) 0.05114 18.20. 06818|--2.3|0.05114|--14,9 
5. Ф. е0) 0. 05208 18.32. 06944] 0.4|0.05208|-13.3 
Z:=z(1]—z) (a, az) и 
Ж L ЙИ = z(1—z)(0, 1948--0.1731:) 0.04464] 1,4|0.07034| 0.8|0.06087| 1.3 
z 2. FH ü,—=x(1-—=)(0.1876--0.1702z) 0. 04315| 一 2.0|0.06818| —2.3|0.05911| 一 1.6 
p 3. EDIR 8,—= rC r). 1875+00. 1695x) |9.04310|-2.1|0,06806|-2.4|0.05899| -1.8 
4. AAE =r r). 1880 十 0. 16952) 0. 04320| —1. 8| 0. 06819] — 2. 2| 0. 05909] — 1. 6 
Б. ШІФ.;-ІС1--23(0.1924--0.170722: 10. 04408 0. 06944| — 0, 4| 0. 060081 0, 03 


当然 若 增加 近似 解 的 项 数 ,精度 将 进一步 提高， 
例 3 一 维 热 传导 问题 ,如 杂 热 传导 系数 取 1, 则 微分 方程 为 


АФ = 50-0 (б ч х= L) (1. 2. 28) 
+ 
1, 34 0 =< z = L/2 D 
其 中 969) = la щщ 1/9 <бт 1, @ 
边界 条 件 是 在 х=0 Ж к= L Б] ,#=0 
ЖІПКЕ ТЕУ Е 
ETE У ааш F @ 


其 中 a 为 待定 参数 ,试探 函数 N.,—sin 5 他。 近似 解 满足 给 定 的 边界 条 件 ， 因此 在 边界 上 不 
产生 祭 量 ,并 因为 此 近似 解 在 域内 具有 任意 阶 的 连续 性 ,因此 可 直接 用 近似 积分 形式 
(1, 2. 19) 式 进行 加 权 余 量 各 种 方法 的 计算 。 对 本 例题 (1. 2. 19) 式 可 以 简单 地 表示 为 

[> [1 маар ° 
БЕАРН АЕ, itb ШИТ Е Е ЭБИИ -DAAR — 


2)。 采 用 配点 法 时 ,一 项 解 配点 取 х= L/2,Q (L ЕРІНІН ЕРДЕ 1/2, 两 项 解 的 配点 取 
х=1/4 及 zx 二 3L/4。 子 域 法 中 子 域 取 两 个 半 域 0 所 + 之 L/2 R Гоа, 1.3 67 
(Ә.О ж [一 项 近似 解 和 岗 项 近似 解 所 选取 的 权 函 数 和 解答。 为 了 便于 比较 ， 
图 上 还 给 出 了 精确 解 ， 求解 过 程 留 给 读者 作为 练习 。 


A 


wichu ей) 


(el ув СРУ ТТЕ 
图 1.3 - ЖӘНЕН ЕО РЕФ hs ЕЕ 


(Нн RAMEE А А Т, = М; 是 连续 的 ,并 在 两 端 有 N,= 0, 
可 以 对 电 式 进行 分 部 积分 ,得 到 相当 于 (]. 2. 21) 式 的 近似 积分 “ 弱 ” 形 式 


L dW, d — . __ ... = 
| [Ne -Wado G= 12 ® 
上 式 可 改写 成 
Ка-Р-0 б) 
其 中 Р = [Р P, =. PJ а= [а а“ а, Т 
К, = Ñ W, ay idr, P,= [waqa D 
0 г ж 0 


可 以 看 到 当 取 ,— N. 时 ,将 有 ;一 K;, 也 就 是 说 采用 伽 辽 金 法 求解 待定 参数 a 的 代数 
方程 组 的 系数 矩阵 是 对 称 的 , 当 方程 阶 数 很 高 时 ,这 种 对 称 性 将 给 计算 带 来 很 大 方便 。 
.14» 


由 例题 的 结果 比较 也 可 以 看 到 人 怖 辽 金 法 的 精度 较 其 他 两 种 方法 要 好 ,这 个 结论 和 例 2 是 
一 致 的 。 

例 4 求解 二 维 热传导 问题 的 其 辽 金 法 

我 们 已 经 在 1. 2. 1 节 中 导出 了 二 维稳 态 热 传导 问题 的 等 新 积 分 f 弱 ”形式 (1, 2.15) 


式 ,采用 加 权 余 量 法 求解 时 ,近似 解 取 3= >, Niais 并 设 8 已 事先 满足 边界 上 的 边界 条 


件 。 任 总 函数 取 缉 , 在 边界 上 88 二 0。 在 此 情况 下 ,从 (1. 2.15) 式 ,可 以 得 型 如 下 方程 
Ka = P (1.2.27) 


ЖЕРЕ КОЖЕ Рт ЖШ Гл 
K; =K; = |. VN УМАЙ 


-| А 

已 -| меда | маг ас-ізед | (1.2.29) 
КИЕ ЕЕ, А Е K WERNER 

ЖИ КЕГЕН X, АЕ ЕГ НЕГЕЛІ, ЖЕЛГЕ] ЖА, n[ p) р 

ЕЖЕИМИКЖ ЕЕ АНАН ЛНУ, BT ЧЕНИ ЕИ, 

Wie ЖОН АЗЕ ТЕН ЕЕЕ Ж ЛАРА Б КЕНЕЛЕ ФА В А 


解 。 但 解 的 站 敏 性 仍 未 有 严格 的 理论 证 明 , 同 时 近似 解 也 不 具有 明确 的 上 .下 界 性 质 。 下 
节 讨 论 的 变 分 原理 和 里 效 方 法 则 从 理论 上 解决 上 述 两 方面 的 问题 。 


13 变 分 原理 和 里 兹 方法 
1.3.1 变 分 原理 的 定义 和 意义 
讨论 一 个 连续 介质 问题 的 “ 变 分 原 列 ” 首 先 要 建立 一 个 标量 泛 函 卫 , 它 由 积分 形式 确 


aN oN, Nai 
Әт Әл Әу ду 


Jaa (2,3 一 1.2," m) 1,2. 28) 


定 
n = | rus, a+ ПЕ aS... dp (1.3.1) 
Hp u ERRAR F 和 下 是 特定 的 算 子 , 是 求解 域 ,TT 是 各 的 边界 。 ПИБ u 


ANZ , 随 冰 数 “的 变化 而 变化 。 连 续 介 质问 题 的 解 串 使 评 函 五 对 于 微小 的 挛 化 ди BUE 
Еа Жет 


ôl =Q (1.3.20 

这 种 求 得 连续 介质 回 题解 答 的 方法 称 为 变 分 原理 或 变 分 法 。 
正如 在 前 节 所 见 , 连 续 介质 问题 中 经 常 存在 着 和 微分 方程 及 边界 条 件 不 同 的 但 却 是 
等 价 的 表达 形式 , 变 分 原理 是 另 一 种 表达 连续 介质 向 题 的 积分 表达 形式 ,在 用 微分 公式 表 
这 时 ,问题 的 求解 是 对 具有 已 知 边界 条 件 的 微分 方程 或 微分 方程 组 进行 积分 。 在 经 典 的 变 
分 原理 表达 中 ,问题 的 求解 是 寻求 使 具有 一 定 已 知 边 界 条 件 的 证 函 (或 泛 函 系 ) 取 驻 值 的 
ЖҚ СА Ж) 。 这 两 种 表达 形式 是 等 价 的 ,一 方面 满足 微分 方程 及 边界 条 件 的 函数 
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将 使 区 冰 歌 极 信 或 驻 值 , 另 一 方面 从 变 分 的 角度 来 看 ,使 泛 函 取 极 值 或 驻 俯 的 函数 正 是 满 
МЕНИ ЖЕНЕ. 0 

假如 能 够 找到 同 题 相 应 的 变 分 原理 ,那么 立刻 可 以 建立 求 得 近似 解 的 标准 过 程 ,该 过 
程 是 这 样 的 ;未知 函数 的 近似 解 仍 由 一 族 带 有 待定 参数 的 试探 跑 数 来 表示 


= Ñ Na; = Ма (1.3.3) 
其 中 & 是 待定 参数 ;N 是 已 知 函 数 。 将 (1. 3. DERA 3. 1) 式 ,得 到 用 试探 炒 数 和 待定 


参数 表示 的 泛 函 末 泛 函 的 变 分 为 零 相当 于 将 泛 函 对 所 包含 的 待定 参数 进行 全 微分 ,并 令 


所 得 的 方程 等 于 零 , 即 
ӘП ӘП 


ап | 
За, 3 2,04: + 十 24,44. = 0 (1. 3. 4) 


由 于 дада, ЖЕ ЖИН НАН Ды Ш.Т. METRA 


ау 
方程 : 


ӘП За. 
24-17%%-9 (1.5,50 


ӘН 


这 是 与 待定 参数 的 个 数 相 等 的 方程 组 ,用 以 求解 e。 这 种 求 近似 解 的 经 典 方法 叫做 里 站 
法 。 

ШЕНІ 开 中 和 它 的 导数 的 最 高 方 次 为 二 次 , 则 称 汉 函 了 ЖСК. ЖИН 
工程 和 物理 问题 中 的 汉 函 都 恬 于 二 议 汉 应, 因此 应 予以 特别 注意 。 对 于 二 次 涉 函 ， 
(1.3. 5) 式 退化 为 一 组 线性 方程 

-ETETETT (1.3.60 


很 容易 证 明和 矩阵 是 对 称 的 。 我 们 考虑 向 量 2 也 的 变 分 可 以 得 到 


9 ӘП a !31H 
эшш аа, + ТАЕ + 
Š Эа = | = К.да (1,3,7) 
а iall 9 ТӘН 
Ja, 法 ja Ja, TA өк" 
很 容易 看 出 矩阵 К, ТЕ 
әз 
К, “Jada; (1.3.8) 
аЙ 
Kas дада, 


因此 有 K; = K, (1.3.9) 
а 16 . 


这 就 证 明了 矩阵 大 。 是 对 称 矩 阵 。 
对 于 二 次 汉 函 ,由 (1, 3.6) 式 可 以 得 到 


4 | = Кёа (1.3.10) 
与 人 1. 3.7) 式 比较 就 得 到 
K=K, (1.3.11) 
ЕН K ЖР МЕМ. 
变 分 得 到 求解 方程 系数 矩阵 的 对 称 性 是 一 个 极为 重要 的 特性 , 它 将 为 有 限 元 法 计算 
带 来 很 天 的 方便 。 
对 于 一 次 证 范 , 我 们 根据 (1. 3.6) 式 可 以 将 近似 泛 函 表示 为 
П = атка — wp (1.3.12) 
ГЕНЕ НАК О ЕНЕ, ЕЖ, 
П = a" Ka + та'Кда — баТР (1.3. 13) 
ЕТЕБ K ХЕ, Ж 
ба "Ка = a! Кда (1.3.14) 
因此 
ФП = да!(Ка — P) = 0 (1.3.15) 


因为 ба 是 任意 的 ,这 样 就 得 到 (1. 3. 6) 式 :Ka 一 P=0 

注意 到 经 常 有 些 物理 问题 可 以 直接 用 变 分 原理 的 形式 来 叙述 ,如 表述 力学 体系 平衡 
问题 的 最 小 位 能 原理 和 最 小 余 能 原理 等 ,这 些 将 作为 弹性 力学 变 分 原理 的 基础 在 1.4 节 
中 进行 讨论 。 问题 是 并 非 所 有 以 微分 方程 表达 的 连续 介质 问题 都 存在 这 种 蛮 分 原理 。 以 
下 将 讨论 能 够 建立 变 分 原理 的 微分 方 称 的 类 型 以 及 建立 变 分 原理 的 方法 。 


1.3.2 线性 . 自 伴随 微分 方程 变 分 原理 的 建立 
1. 线性 、 自 伴随 微分 算 子 


蔡 有 微分 方程 
LG) +b=0 ОЕП Рр) (1.3.16) 
其 中 微分 算 子 工具 有 如 下 性 质 
Liau, + Bu,) = aLe) + BL (us) (1.3.17) 


NPL 为 线性 算 子 ,方程 (1, 3. 16) 式 为 线性 微分 方程 。 其 中 和 8 是 两 个 常数 
现 定义 LCw) 和 任意 函数 的 内 积 为 


ШОР” (1.3. 18) 


有 时 内 积 也 表示 为 {L(x) ,vy。 对 上 式 进 行 分 部 积分 直至 的 导数 消失 ,这 样 就 可 以 得 到 
转化 后 的 内 积 并 伴随 有 边界 项 。 结 果 可 表示 如 下 


[кова = алама + b.t. (u,v) (1.3.19) 
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LAHI b t ао) ЛЕО ВЯ Г Енио 及 其 导数 组 成 的 积分 项 。 算 子 工 " 称 为 
L 的 伴随 算 子 。 若 L" 一 L, 则 称 算 子 是 自 伴随 的 。 称 原 方程 (1. 3. 16) 为 线性 、 自 伴随 的 微 


分 方程 
m 证 明 算 子 L( ) 一 一 4 是 自 伴随 的 。 
构造 内 积 ,并 进行 分 部 积分 


ЕТЕ 5: du ші, ' du 
"j 一 чи сир 


КЕЕ =f '{-3 dz dz |da’) |. 
Faj С Ti du т, 
Ге dz | міс + |u I dz”) |a, 
从 上 式 可 以 看 到 LL=L* ,因此 工 是 自 伴 随 算 子 。 

2. 泛 函 的 构造 

原 问 题 的 微分 方程 各 边界 条 件 表 达 如 下 . 
AG)=LG)+f=0 EAA) 
Bu) =g GET E) 


和 以 上 微分 方程 及 边界 条 件 相 等 效 的 Galerkin 提 法 可 表示 如 下 
| дш) --Ғап-- реваоаг 一 
利用 算 子 是 线性 , 自 伴随 的 ,可 以 导出 以 下 关系 式 
| uL anan = ИЕС + LaL) jn 
НЕСІП 十 эшти) |40 + b.t. (би) 


= |, ЕО 十 алаға) Jan + b.t. (бизи) 


=г| 3 1 шту, иза + b, Е, (Su ,u) 


Ж ЕЖА. 3. 21) 式 ,就 可 得 到 原 问题 的 变 分 原理 
2H (u) = 0 


其 中 Hü = ЖАС + wf +b. (и) 


(1.3.20) 


а.3.210 


(1. 3. 22) 


《1. 3. 23) 


ARHAR. [ЭБШ Вита АСТАСА, EE b.t 
Си ВОЕН (1. 3. 22) 式 中 的 b. t. (дин ЛЯП (1. 3. 21) 式 中 的 边界 积分 项 两 部 分 组 成 , 括 
号 内 g 是 边界 条 件 中 的 给 定 函 数 。 两 部 分 合成 以 后 ,能够 形成 一 个 全 变 分 ( 即 变 分 号 提 到 


边界 积分 项 之 外 ) 旦 有 一 定 条 件 ,这 在 后 面 将 具体 讨论 。 


从 以 上 讨论 可 见 , 原 问题 的 等 效 积分 的 Galerkin 所 法 等 效 于 它 的 变 分 原理 , 即 原 问 
题 的 微分 方程 和 边界 条 件 等 襄 于 花 函 的 变 分 等 于 零 , 亦 即兴 函 取 驻 值 。 反 之 ,如 果 泛 函 取 
驻 值 则 等 效 于 满足 问题 的 微分 方程 和 边界 条 件 。 而 论 函 可 以 通过 原 问 题 的 等 效 积分 的 


Galerkin 提 法 而 得 到 。 
3. РАТЕ 
.1%. 


ПЕЯТ І 是 偶数 (2m) 阶 的 ;在 利用 Galerkin 方法 构造 问题 的 泛 函 时 ,假设 近似 函 
数 ii 事先 满足 强制 边界 条 件 , 对 应 于 自然 边界 条 件 的 任意 函 教 w 按 一 定 的 方法 选取 , 则 渤 
画 不 仅 取 驻 值 ,而 且 是 极 值 。 现 对 此 条 件 加 以 前 述 和 证 明 。 

对 于 2m 阶 微分 方程 , 含 0—m- 1 阶 导数 的 边界 条 件 称 为 强制 边界 条 件 , 近 似 函 数 应 
事先 满足 。 含 m-—2m—1 阶 导数 的 边界 条 件 称 为 自然 边界 条 件 , 近 似 函 数 不 必 事先 满足 。 
在 Galerkin 提 法 中 对 应 аты 从 会 2m 一 1 阶 导 数 的 边界 条 件 开 


始 ,任意 函数 W 依次 取 一 这 ,8 51,— ©... 。 在 此 情况 下 ,对 原 问题 的 Galerkin 提 法 进 
fim 次 分 部 积分 后 ,将 得 到 如 下 形式 的 变 分 原理 

ёП(и) = 0 (1.3.23) 
其 中 Пи) = | EC- DCDC) +A + bt. (и, — 0.3.20) 


Сш) m ЈАКИ b. t (wu,g8) 是 在 自然 边界 上 的 积分 项 ,括号 中 8g 是 自然 边界 条 件 
中 给 定 函 数 , 它 不 变 分 。 从 上 式 可 见 ,此 时 滩 函 中 包括 两 部 分 ,一 是 完全 平方 项 
C'(u)C(u) , 另 一 是 z 的 线性 项 ,所 以 这 二 次 泛 函 具有 极 值 性 。 现 还 可 进一步 验证 。 
ОМАН ЖҚЖ й и-ди, нн 表示 问题 的 真正 解 ,bu 是 它 的 变 分 .将 此 近似 函数 代 
人 (1.3.24) 式 ,就 得 到 
Hä) = П(и + би) = П(и) + la) + Lomu) (1.3.25) 


其 中 Ла) а, 
ёП (是 原 问题 微分 方程 和 边界 条 件 的 等 效 积分 Galerkin Ж ТЕН БИЕ ж, ЛУН 
SH) = 0 : 
teru) = fe DC @и)С дм) > 0 (1.3.26) 


除非 ди==0, Вр а=, ДЕНТ {Ц НІ ЖІГІ. ERCIS 为 偶数 ?或 伍 有 П 
00 为 奇数 )。 所 以 真正 解 使 泛 函 取 极 值 。 

证 函 的 极 值 性 对 判断 解 的 近似 性 质 有 意义 ,利用 它 可 以 对 解 的 上 下 界 作出 信 计 。 

例 1 二 维 热传导 问题 的 微分 方程 和 边界 条 件 已 在 (1. 2. DRAA. 2.4) 式 中 给 出 。 
现 建 立 它 的 证 函 ,并 研究 它 的 极 值 性 ， | 

问题 的 Galerkin 提 法 在 # 已 事先 满足 P, 上 强制 条 件 倩 况 下 ,可 以 表示 如 下 


forle TE +Z ajan – s| s asla ZÉ аг-о (1.3.27) 
经 分 部 积分 ,得 到 它 的 弱 形 式 , 并 注意 到 在 T E ó #=o ; 则 有 
Е һ25#9# анда | aar =o (1.3.28) 


从 上 式 可 以 вааз аво 理 | 
8 0-0 (1.3.29) 
Җен Под) ЕГШ] ДИР A 


пе) = | [plt + | ЕЗ) $on- f аг 1.3.30) 
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ШУ #= о 代入 上 式 , 则 得 到 
пф = Пф) П) + O (1.3. 31) 


其 中 ЛО OBEC. 3.30 (1. 3. 28) 式 表示 的 原 问 题 真 正解 的 活 函 和 它 的 
变 分 5 亦 即 Galerkin 握 法 的 弱 形 式 )。 分 别 等 于 一 确定 的 利和 零 。 而 二 次 变 分 项 


ап = (14222) + [256 вао (1.3.32) 


上 式 只 有 在 8-0 8,0104) = 0, ІНІНЕН AE ВУ РЕ ЗЫН СДА (1. 3. 28) 式 得 到 
ÉZ реН — KUR АА СУ ВЫ, РІНЕН ВЯП (1. 3. 3004), 

再 次 指出 ,对 于 2m 阶 线性 、 自 伴随 微分 方程 ,通过 Galerkin 弱 形 式 建立 的 变 分 原理 ， 
只 有 在 近似 场 函 数 事先 满足 强制 边界 条 件 的 情况 下 , 才 使 泛 函 具有 极 值 性 ， 否 则 ,只 能 使 
ZARR MERE. МЕР НЕН А ЕС. 这 将 在 第 8 章 关 于 约束 变 
分 原理 的 讨论 中 进行 阐述 。 


1.3.3 里 兹 法 (Ritz) 方 法 


里 兹 法 是 从 一族 假定 解 中 寻求 满足 泛 函 变 分 的 “最 好 的 ” 解 . 显 然 ,近似 解 的 精度 与 试 
探 函 数 的 选择 有 关 .。 如 果 我 们 知道 所 求解 的 一 般 性 质 ,那么 可 以 通过 选择 反映 此 特性 的 试 
探 画 数 来 改进 近似 解 ,提高 近似 解 的 精度 。 若 精确 解 恰巧 包含 在 试探 函数 族 中 , 则 里 兹 法 
将 得 到 精确 解 。 

里 兹 法 求解 的 一 般 过 程 .或 称 变 分 过 程 已 在 1. 3. 1 节 中 讨论 过 。 现 仍 以 在 1.2. 2 节 加 
权 余 量 法 中 讨论 过 的 例 2 用 里 兹 法 进行 求解 ,并 作 简单 的 讨论 ,问题 的 微分 方程 是 


д?н _ < 

a| КЕТ== 0 (О= к< 1) D 
边界 条 件 щл = 二 0 时 ,x = 0 D 

№ r= ] fu = 0 


此 为 强制 边界 条 件 。 
由 于 算 子 是 线性 自 伴 随 的 ,可 以 立即 利用 1. 3. 2 节 的 方法 建立 自然 变 分 原理 .得 到 泛 
ІН 


u= | ыш к + uz |az ж 
具体 过 程 由 读者 自己 完成 。 
我 们 选取 两 种 试探 函数 形式 ,用 里 效法 求解 。 
1. 选取 一 项 多 项 式 近 似 解 (与 加 权 余 量 法 中 选取 的 一 项 解 相 同 》 
#= а(1-—- т) ”满足 边界 条 件 名 


则 有 Ë = à, — 2a,= D 
代入 合式 得 到 用 待定 参数 a ЗІР 


H = NI ғаға 2х)? 4 таға — r + az — z) dz 


» 20) 


1 2 1 
= zli а + та 5 
ЕД рс ЖЕЕ 
zn = 0, а = Š D 
近似 解 为 
u= тч — х) I D 


ШІ КИНО R AHD], ЖЕТ 1.3.2 节 中 的 结论 : 当 问 题 存 在 自然 变 分 原理 时 , 变 
分 法 (现在 是 里 慈 法) 和合 辽 金 法 所 得 的 结果 是 相同 的 。 


2， 取 近似 解 为 
u= ajsinz + ах (8) 
满足 z 一 0 时 个 一 0 但 还 要 求 e=] В, =0 
则 应 有 
asin] + a, = 0, a, =— asin] @ 
近似 解 为 
ï= а (&іпл — zsin1》 Т) 
一 阶 导数 
和 = a (cosz — sinl} (b 
ЖАЯ] 
H =| - а (соз 一 2sinicosz + зат) | 
ü 
+ SatCsin’x — 2sinl + z + sinz + лгін 21) 
+ az (sinz 一 xsinl) jde 
一 一 F atsin] Z sin] — cosl] + a| Zein] — cos I 42 
ӘП (2. О - 
ЕРІ =| $sinl -- сов1) 《一 asin] + 1) = 0 
1 
a = in] B 
近似 解 为 
а= ne _ 
u= sinl т @ 


由 于 我 们 选用 的 试探 函数 族 正好 包含 了 这 个 问题 的 真正 解 ,因此 现在 的 里 兹 解 就 是 精确 
Ж. =н. 
一 般 地 说 ,采用 里 兹 法 求解 时 当 试探 函数 族 的 范围 以 及 待定 参数 的 数目 增多 时 ,近似 - 
解 的 精度 将 会 得 到 提高 。 
现在 简要 地 介绍 一 下 有 关 里 艾 法 收 敏 性 在 理论 上 的 结论 .为 便于 讨论 ,假设 玉 知 场 函 
„21. 


数 只 是 标量 场 #, 此 时 (1. 3. 1) 式 有 如 下 形式 
пор = f r(e 22E jaa [g 25,25, Даг 0.3.39) 
HARRA 
$ = $= > Na, 


X n 趋 于 无 穷 时 ,近似 解 % 收 敛 于 真正 解 的 条 件 是 

(1) 试探 函数 N o Now o N, 应 取 自 完全 函数 系列 。 满足 此 要 求 的 试探 函数 称 为 是 完 
全 的 。 

(2) 试探 函数 Ni Not М, 应 满足 C,_; 连 续 性 要 求 , 即 (1. 3. 33) 式 表示 的 证 国 
工 \ 扩 中 场 函 数 最 高 的 微分 阶 数 是 天 时 ,试探 函数 的 m 一 1 阶 导数 应 是 连续 的 ,以 保证 泛 
末 中 的 积分 存在 。 满足 此 要 求 的 试探 函数 称 为 是 协调 的 。 

若 试探 函数 满足 上 述 完 全 性 和 过 续 性 的 要 求 , 则 当 носов, в-ф, ЗЕН. (和) 单调 地 
ат ПО), УАН. 
НТА J АН, ВЕ ЛЕН ВУАН B = k k А Ж 
矩阵 是 对 称 的 ;而且 在 场 函 数 事 先 满足 强制 边界 条 件 ( 此 条 忻 通 常 不 难 实现 ) 情 况 下 , 解 有 
明确 的 上 、 下 界 等 性 质 , 长 期 以 来 ,在 物理 和 力学 的 微分 方程 的 近似 解法 中 占有 很 重要 的 
位 置 ,得 到 广泛 的 应 用 。 担 是 由 于 它 基 在 全 求解 域 中 定义 近似 函数 ,实际 应 用 中 会 遇 到 两 
方面 的 困难 : 

дыны 的 情况 下 ЗА in ЕВУ НК ЛЕ ЕЖЕ ДИ 
服 的 困难 。 

《2) 为 了 提高 近似 解 的 精度 ,需要 增加 待定 参数 , 即 增加 试探 函数 的 项 数 ,这 就 增加 
了 求解 的 繁杂 性 ,而 且 由 于 试探 函数 定义 于 全 域 ,因此 不 可 能 根据 问题 的 要 求 在 求解 域 的 
不 同 部 位 对 试探 田 数 担 此 不 同 精 度 的 要 求 , 往 往 由 于 局 部 精度 的 要 求 使 整个 问题 的 求解 
增加 许多 困难 。 

而 闻 样 是 建立 于 变 分 原理 基础 上 的 有 限 单元 法 ， 虽然 在 本 质 上 和 里 兹 法 是 类 似 的 ,但 
由 于 近似 是 数 在 子 域 (单元 上 ) 定 义 , 因 此 可 以 克 腿 上 述 两 方面 的 困难 。 并 和 现代 计算 机 技 
术 相 结合 ,成 为 对 物理 ,力学 以 及 其 它 广泛 科学 技术 领域 实际 问题 进行 分 析 , 求 解 的 有 效 
LE AIAX ZASA. 


1.4 弹性 力学 的 基本 方程 和 变 分 原理 


在 有 限 单元 法 中 经 常 要 用 到 弹性 力学 的 基本 方程 和 与 之 等 效 的 变 分 原理 , 现 将 它们 
连同 相应 的 矩阵 表达 形式 和 张 量 表达 形式 综合 引述 于 后 。 关 于 它 们 的 详细 推导 可 从 弹性 
力学 的 有 关 教 材 中 查 到 。 


141 弹性 力学 基本 方程 的 矩阵 形式 


弹性 体 在 载荷 作用 下 ,体内 任意 一 点 的 应 力 状 态 可 由 6 个 应 力 分 量 о, о, ,00,7 
422. 


rz 来 表示 。 其 中 .,0,,0. 为 正 度 力 :rareyrs 为 前 应 力 。 应 力 分 量 的 正 负 号 规定 如 下 :如 
有 果 某 一 个 面 的 外 法 线 方 同 与 坐标 轴 的 正方 向 一 致 ,这 个 面 上 的 应 力 分量 就 以 沿 坐 标 轴 正 
方向 为 正 , 与 坐标 轴 反 向 为 负 ; 和 相反 ,如 果 某 一 个 面 的 外 法 线 方向 与 坐标 办 的 负 方 向 一 致 ， 
这 个 面 上 药 应 力 分 量 就 以 洛 坐 标 输 负 方向 为 正 ,与 坐标 轴 同 向 为 负 .。 应 力 分 量 及 其 正方 向 
见 图 1. 4。 


图 1.4 Мүлік 


应 力 分 量 的 矩阵 表示 称 为 应 力 列 阵 或 应 力 向 量 。 


Т 


弹性 体 在 载荷 作用 下 ,还 将 产生 位 移 和 变形 , 即 弹性 体位 置 的 移动 和 形状 的 改变 。 
弹性 体内 任 一 点 的 位 移 可 由 沿 直 角 坐 标 轴 方 向 的 3 个 位 移 分 量 w,v,w 来 表示 。 它 的 
HEERE 
-| l Ги өзе 1 


J 
L qu 
称 作 位 移 列 阵 或 位 移 向 量 。 

弹性 体内 任意 一 点 的 应 变 , 可 以 由 6 个 应 变 分 量 eoet a ,7 来 表示 , Ее. 
Eyre, HEDE Yao ,7., 为 剪 应变。 应变 的 正 负 号 与 应 力 的 正 负 号 相对 应 , 即 应 变 以 伸 | 
长 时 为 正 ,缩短 为 负 ; 剪 应 变 是 以 琴 个 沿 坐 标 轴 正 方向 的 线段 组 成 的 直角 恋 小 为 正 ,反之 
为 负 。 图 1.5 а) 025529 е, 和 7, 的 正 应 变 状态 。 

应 变 的 矩阵 形式 是 


424. 


Ca) ERE С йш 


1.5 应 变 的 正方 向 


Е. 

E, 

Е, т 
Еш = Ге, ғ, ж, Y. 7, Yal 

У.» 

У. 

Ya? 


称 作 应 变 列 阵 或 应 变 向 量 。 
对 于 三 维 问题 ,弹性 力学 基本 方程 可 写成 如 下 形式 。 
1. 平衡 方程 
弹性 体 V 域内 任 一 点 沿 坐 标 轴 z,y.z 方向 的 平衡 方程 为 


z уг дт,, 
дж Т ду + Jz + 7. = 0 


Ja tatt =o LLD 
S++ 7.0 
其 中 六 ,天 ,为 单位 体积 的 体积 力 在 x,y,z 方向 的 分 量 ， 
平衡 方程 的 矩阵 形式 为 
Ас 十 了 二 0 GEVD (1. 4. 2) 
其 中 A 是 微分 算 子 
2200 o о £ 
А= |0 元 0 ® 2 9 (1.4.3) 
соо >Z Z 
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Гл) S =T fe f 

2. 刀 何 方程 一 一 应 变 -位 移 关系 

在 微小 位 移 和 微小 变形 的 情况 下 , 略 去 位 移 导 数 的 高 次 医 , 则 应 变 向 量 和 位 移 向 量 间 
的 几何 关系 有 . 


гач aa 2w 
E= 3y’ у= Fy ST ge" 
(1.4.4) 
„= E p E yy „= E +9” у, у, = 28 +98 —у„ 
ду д д y z = 
几何 方程 的 矩阵 形式 为 
£ = Lu EVA (1.4.5) 
其 中 工 为 微分 算 子 
Га 
Эт 0 0 
0 Эу 0 
о 0 2 
L= = АТ (1. 4. 6) 
у dar 
а 9 
° x 5 
ә а 
2 0 а 
3. 物理 方程 一 一 应 力 -应 变 关系 


弹性 力学 中 应 力 -应 变 之 间 的 转换 关系 也 称 弹性 关系 。 对 于 各 向 同性 的 线 弹性 材料 ， 
应 力 通 过 应 变 的 表达 式 可 用 矩阵 形式 表示 ， 


с = De (1.4.7) 
其 中 
_ , Й _ 
1 1 一 了 І-» 0 0 0 
y 
1 — 0 0 0 
W жас» 1 1°, 0 0 
(+ ь)(1— 20) ; — Z 
对 TETN 0 9 
] — 2у 
称 2(1 — >) 0 
1 — 2» 
2а -.! 
(1.4.8) 
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称 为 弹性 卸 阵 。 它 完全 到 决 于 弹性 体 材料 的 弹性 模 量 E ЯЗ >. 
表征 弹性 体 的 弹性 ,也 可 以 采用 拉 梅 (Lam'e) 常 数 避 和 4%; 
Ev 


` E _ 
б=т’ Ат пу 1.4.9) 
сажын, ЖИ 
аа АЙ» 
А+ 26 = туу a (1. 4. 10) 
HE AE AERE Р КГ 5 
ГА + 2G À А 090 41 
aG А ооо 
ос 
р= 720000 (1.4.10) 
对 G 0 9 
称 G 0 
| G| 
物理 方程 的 另 一 种 形式 是 
є = Со (1.4.12) 


其 中 忆 ЖЕШ, С-р” ЕНЕ ЕДЕН. 
弹性 体 Y е т S. ЖАЯ EEATT T. 称 为 力 的 边界 荣 件 ,这 
部 分 边界 用 S. 表示 ; 男 一 部 分 边界 上 弹性 体 的 位 称 u uo u 已 知 , 称 为 几何 边界 条 件 或 位 
移 边 界 条 件 ,这 部 分 边界 用 5, 表示 。 这 两 部 分 边界 构成 弹性 体 的 全 部 边界 , 即 
5, + S, = Š 61. 4.13) 
4. 力 的 边界 条 件 
弹性 体 在 边界 上 单位 面积 的 内 力 为 了 -,T,,T., 在 边界 S, 上 上 已 知 弹性 体 单位 面积 上 
ERARA T T, T RETETA 
Т.- Т, Т,-Т, T.=T, (1.4.10 
ОҢА N БОТ у monon ЗАЯ ЕМІР КЕ 
Т. =п,9. 十 пул, + лы, 
Тус-п,т.,--и,0,-Е пит, | (1.4.16) 
T, =n,z;, + пут, 十 яа, 


以 上 会 式 的 矩阵 形式 为 


T= 了 (же, 上) (1.4.16) 
其 中 T = mc (1.4.17) 
п 0 бол, 0 n, 
n = [ ny 9 n, nm, ] (1. 4. 18) 
0 0 m 0 n n 
5， 几 和 何 边界 条 件 
ЖЕ 8, ЕМЕН С AA и.о, ІН 


и и, 0 = 0, ш = x (1.4. 19} 
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用 年 阵 形式 表 永 是 
и = и (ES. E) (1.4.20) 
以 上 是 三 维 弹 性 力学 问题 中 的 一 组 基本 方程 各 边界 条 件 。 同 样 ,对 于 平面 问题 , 轴 对 
称 问 题 等 也 可 以 得 到 类 但 的 方程 和 边界 条 件 ， 
我 们 把 弹性 力学 方程 记 作 一 般 形 式 
平衡 方程 Ac 十 一 0 {在 人 内) 
几何 方程 £= La ОЕ V рі) 
物理 方程 o=Ds (ФУ A? (1.4.21) 
边界 条 件 пс=Т (ЖЕ S, E) 
цт-и GE 8, E) 
ЖЖ 5.+5,.=5,5 为 弹性 体 全 部 边界 。 
对 寺 不 同类 型 问题 ,几何 方程 和 物理 方程 的 有 关 秆 阵 符号 的 意义 汇集 于 表 1. 2. 板 与 
壳 的 基本 方程 将 分 别 在 本 书 有 关 章 节 中 给 出 。 
6， 弹 性 体 的 应 变 能 和 余 能 
单位 体积 的 应 变 能 (应 变 能 密度 ) 


Ut) = > тре (1.4. 29) 


应 变 能 是 个 正定 函数 ,只 有 当 弹 性 体内 所 有 的 点 都 没有 应 变 时 (二 0) ,应 变 能 才 为 零 。 
单位 体积 的 余 能 ( 余 能 密度 ) 


У(о) = FCo (1.4.23) 
ЖЕ JE IFE ЕШ. ЖӨН EJ SE PRERE EETA E, 
1.4.2 弹性 力学 基本 方程 的 张 是 形式 


弹性 力学 基本 方程 亦 可 用 笛 卡 几 张 量 符号 来 表示 ,使 用 附 标 求 和 的 约定 可 以 得 到 十 
分 简 炼 的 方程 表达 形式 。 
在 直角 坐标 系 oron 中 ,应 力 张 量 和 应 变 张 量 都 是 对 称 的 二 阶 张 量 ,分 别 用 
oj 和 ет. HA СО. 其 它 位 移 张 量 , 体 积 力 张 量 ,面积 力 张 量 等 都 是 一 阶 张 
Ж. и, УТ, 等 表示 。 下 面 将 分 别 给 出 弹性 力学 基本 方程 及 边界 条 件 的 张 量 形式 和 张 量 
形式 的 展开 式 。 
1. 平衡 方程 


а, Ў, = 0 (ЕУРО (1. 4.24) 
式 中 下 标 “,j” 表 示 对 独立 坐标 z 求 偏 导数 ， 
AC. 4. 24) 的 展开 形式 是 


(2 一 Da+TD _„ 


=] 
To 一 D2 "= 
一 A 
с (4—1) oz 1) ат) ` dk AY Hl. 
t Dš GZ ГЕО, де 
0 а@—1 3 (а TIF q | ` А | 
Л o Dz к ! Ж 3-54 КИША |) | vg а 
я2--1 WT 9 (4-132 [oy 
0 0 9 Т по Т Я 
— — “1 © 
0 0 ° lI I Ó 1 K гц # 
ғ, 
а 
0 0 0 Жіті I o I | о 1 FE 
L “ 4 A A 0 % T | EGA 
[re жр 
е ° e 
ќе ze 
т = 0 
re we 47 
° т т ° + 
зе ге ze тр бр 
Р 0 0 ° 2 z 5 
ке хр Єр 
9 т 9 r 0 = 0 
кр + тр 
L Š Ü е} 0 е] 0 2 
Га Ку КЕ) ар ір 1 [ёр кау д +] [©з ір ЕД 
Гед aaa] [s =“ "s з] | [4 “з °з] 
[а ® т] [om н] Га 中 
тыз ныш ж O| P ERAN 


дв, д 


903 


= 122, ъл 0 
20u даь, дон _ | 1.4.25) 
az, Tax T Px, tf Ü ( 
A fa да» д Gss = 
Эт, 十 3 т, 十 ӛт, +f, = 0 
坐标 及 应 力 张 量 见 图 1.6. 
2. 几何 方程 
ey = TG + ны) (在 VY 内 ) 
(1.4.26) 
其 展开 形式 是 
а 
є; 一 ЕР 
ə 
©з: = 5 
є 一 T 
ae = 1(2а іш), Í 
14 2 ах; TA а 
аа аа), 图 1.6 应 力 张 量 及 其 分 量 
ë 24023 Әл; И 
_ 1 ди; du. 
є = ERS Эт, = бі; 
(1.4.27) 
与 (1.4,4}) 式 比较 可 见 , 当 ror r ВЕ ЕЛКЕ, 
1 1 1 
En =E8;,1 66,3 63326, Say Yi En Y kaa 


3. 物理 方程 
广义 虎 克 定理 假定 每 个 应 力 分 量 与 各 个 应 变 分 量 成 比例 。 广 义 虎 克 定 理 可 以 用 张 量 
符号 表 东 为 
05 = Озы CEV WD (1.4.28) 
81 个 比例 常数 Пат ӘНЕКИ ИЧКЕ. шлу КЕ 对 称 张 量 , 因 此 张 量 Die 
的 二 个 前 指标 具有 对 称 性 。 同 理 , 由 于 应 变 张 量 也 是 对 称 洲 起 ,Pix 的 二 个 后 指标 也 长 育 
对 称 性 , 即 有 
Diju = Diws 
当 变形 过 程 是 绝热 或 等 温 过 程 时 ,还 有 
Ры ше Бы; 
考 虚 了 上 述 对 称 性 后 ,对 于 最 一 般 的 线 弹 性 材料 , 即 在 不 同方 向 具有 不 同 弹 性 性 质 的 材 
料 ,81 个 弹性 常数 中 有 21 个 是 独立 的 。 对 于 各 向 同性 的 线 弹 性 材料 ,独立 的 弹性 常数 只 
„20* 


Бш 一 Р. 


有 两 个 , 即 拉 梅 常数 G 和 或 弹性 模 量 二 和 泊 桑 比 ,此 时 弹性 张 量 可 以 简化 为 


Da = 266,6; + 26,0, (1,4, 29) 
此 时 广义 虎 克 定律 可 以 表示 为 
о) = 26е) 十 Ады (1. 4. 30) 
其 中 
ШЕСІ 
в. 0, 当 А = j 


(1. 4. 30) 式 的 展开 形式 为 
а = 2С& T Асе, 十 Ezg + £33) 
Trz = IGE T АСЕ 十 Ез» 十 вз) 


(1.4.31) 
ба = GE 十 АЕ + єр + Eg) 
т; = 20е; Cn = ӘСЕң» бу = GE 
上 面 二 式 中 拉 梅 常数 G 必 与 弹性 模 基 ЕНН У АЈС (1.4.90. 
物理 方程 的 另 一 种 形式 为 
є, = (Сыбы (1, 4.32) 
4， 力 的 边界 条 件 
T =f, (在 9 上) (1.4.33) 
其 中 Т, == 0, (1.4.34) 


n; 是 边界 外 法 线 N 的 三 个 方向 余 弱 。 

将 (1.4.34) 式 代入 14.33) 式 后 , 它 的 展开 形式 有 
сип + бұт, + ons = Т, 
бұл, 十 бұл, 十 бып, = Т) ES E) (1. 4. 35) 
сат F бун» + sun, = Т, 


5， 位 移 边 界 条 件 


ai 一 az ES 上) (1.4.36) 
6. 应 变 能 和 余 能 
单位 体积 应 变 能 

U Emn) = T+ D uttu (1.4.37) 
ЖОИЕ 

Vlam) = Суды (1.4.38) 


1.4.3 平衡 方程 和 几何 方程 的 等 效 积分 “ 弱 " 形 式 一 一 虚 功 康 理 


变形 体 的 虚 功 原理 可 以 叙述 如 下 :变形 体 中 满足 平衡 的 力 系 在 任意 满足 协调 条 件 的 
变形 状态 上 作 的 虚 功 等 于 零 , 即 体系 外 力 的 碟 功 与 内 力 的 虚 功 之 和 等 于 零 ， 
碟 功 原理 是 虚 位 移 原理 和 虚 应 为 原理 的 总 称 。 它 们 都 可 以 认为 是 与 某 些 榨 制 方程 相 
等 效 的 积分 “ 弱 ” 形 式 ,。 虚 位 移 原 理 是 平衡 方程 和 力 的 边界 条 件 的 等 效 积 分 “ 弱 ” 形 式 ; 虚 应 
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力 厌 理 则 是 几何 方程 和 位 移 边 界 条 件 的 等 效 积分 “ 弱 ? 形 式 。 
为 了 方便 ,我 们 使 用 张 量 符号 推演 ,并 将 给 出 结果 的 矩阵 表达 形式 。 
1. 虚 位 移 原理 
首先 考虑 平衡 方程 
б + f, = 0 (ЖУ) (1.4.24) 
以 及 力 的 边界 条 忻 
ат Ту-0 ŒS, Е) (1.4.33) 
我 们 可 以 利用 (1.2. 8) 式 建立 与 它们 等 效 的 积分 形式 ,现在 平衡 方程 相当 于 Ай0-0; 
的 边界 条 件 相 当 于 Bo 一 0。 权 范 数 可 不 失 一 般 地 分 别 取 真实 位 移 的 变 分 ди, 及 其 边界 值 
( 取 负 值 ?。 这 样 就 可 以 得 到 与 (1. 2. 8) 式 相当 的 等 效 积 分 


f buton 十 大)dY 一 | Qu, Сот, 一 Таб = 0 (1.4.39) 


БУКИ Н А ВЕЦ ЗРЗЕ ЖЕП АУ КА oi 是 对 称 张 量 ,以 及 由 于 би, 
是 真实 位 移 的 变 分 所 导致 的 在 给 定位 移 边 界 条 件 的 S. Е ди, = 0 和 在 体积 内 部 满足 几何 


协调 条 件 垃 (6w.;+6w,) 一 8e, 则 可 以 得 到 


[ би, Ду = 一 | ЕНСІН 十 био dV + І Qu дүп ds 
у v 2 s, 


=— | бе, АУ + | 8и,оул,д5 (1.4.40) 
r 5, 
HERRE. 4. 39) 式 ,就 得 到 它 经 分 部 积分 后 的 “ 弱 ”* 形 式 。 
| aam + гиў ау + | 84745 = 0 (1.4.41) 


ЕКИН ВУ Л РЕВО РУ Е ДЕЛУ ЕМЕ ОЛ, BI IN Ву ШЕ ТЕ 
ВОЯ ЛСВ ТЕТЯ Е ЕЕ LAZ ВУКУ Ж) УРЕ 8 
ЭЙ РЧ RHR RAAE Хх ЛЕ Eh UE ЛЕН RRA ТЕ {ЖЖП 
32 ӘМ Е ЛУЛЕ EREZD НІ ДЕ ЕУІ БІН НУРЕ CETATE 
和 力 的 边界 条 件 的 等 效 积 分 “ 弱 ” 江 式 。 它 的 矩阵 形式 是 


| (дете — ёатў)бу — f Фата = 0 (1.4.42) 
L Г] 


虚 位 移 原理 的 力学 意义 是 ,如果 力 系 (包括 内 力 。 和 外 力 了 及 于) 是 平衡 的 ( 即 在 内 部 
满足 平衡 方程 6,, 十 了 二 0, 在 给 定 外 力 边界 5, 上 满足 om 二 = 五 ), 则 它们 在 虞 位移 (在 给 
定位 移 边界 S. 上 满足 =0) 和 虚 应 变 ( 与 虚 位 移 相 协 调 、 即 满足 几何 方程 bey — T (ди, 
HOw) EEZ DARADE. 反之 、 如 果 力 系 在 虚 位 移 ( 及 虚 应 变 ) 上 所 作 之 功 的 和 等 
于 零 , 则 它们 一 定 是 满足 平衡 的 。 所 以 虚 位 移 原理 表述 了 力 系 平衡 的 必要 而 充分 的 条 件 。 
， 应 该 指出 ,作为 平衡 方程 和 力 边界 条 件 的 等 效 积分 “ 弱 ” 形 式 一 虚 位 移 原 理 的 建立 
是 以 选择 在 S. 上 满足 位 移 边界 条 件 和 内 部 满足 几何 方程 的 任意 函数 为 条 件 的 。 如 果 任意 
函数 不 是 连续 函数 ,尽管 平衡 方程 和 力 边界 条 件 的 等 效 积分 形式 仍 可 建立 ,但 不 能 通过 分 
.31» 


部 积分 建立 其 等 效 积分 的 “给” 形式 。 再 如 任意 函数 在 5, 上 不 满足 位 移 边 界 条 件 (现在 的 
情况 , 即 S. 上 Bw 了 0), 则 总 虚 功 应 包括 5, 上 约束 反 力 在 ди, 上 所 作 的 虚 功 。 

还 应 指出 ,在 导出 虚 位 移 原 理 的 过 程 中 ,未 涉及 物理 方程 5 应力 -应 变 关系 ), 所 以 虚 位 
移 原 理 不 仅 可 以 用 于 线 弹 性 问题 ,而 且 可 以 用 于 非 线性 弹性 及 阐 塑 性 等 非 线性 问题 。 

2. ЕРУ Л} 

现在 我 们 考虑 几何 方程 人 (1.4. 26) 和 位 移 边 界 条 件 (1. 4. 36) 


Ej = Fu + tj) (1.4. 26) 


ш = 5, (1, 4. 36) 
它们 分 别 相当 于 A 人 a) 一 4 ffi BG) —0, Бар НШЫ НЕ gc 及 其 相应 
ОЛ Ж-Е ОТ, ‚ОТ, = дот, EAR S. 上 有 87: 一 0。 这 样 构成 与 (1.2. 8) 式 相当 的 等 效 积分 
是 


| 80, в, - TG, + u, Jav + | Т, (и; 一 md = 0 (1.4. 43) 
т „ 
对 上 式 进 行 分 部 积分 后 可 得 
| oye, + идо „ду — | Bauds + f Тш – 085 =0 ааа) 
у Ы 


由 于 бо ЕН Ы JJ 的 变 分 , 它 应 满足 平衡 方程 Ц RẸ õa =t HR RARE ба,л;--87, ЫШ 
且 在 给 定 力 边 界 S, 上 8T,=0, 所 以 上 式 可 简化 为 


[ беду — |, 57445 = 0 (1.4.45) 


上 式 第 一 项 代表 虚 应 力 在 应 变 上 所 作 的 虚 功 (相差 一 负 号 ) ,第 二 项 代表 虚 边 界 约束 反 力 
在 给 定位 移 上 所 作 的 虚 功 。 为 和 前 述 内 力 和 给 定 外 力 在 碟 应 变 和 虚 位 移 上 所 作 的 虚 功 相 
区 别 ,这 两 项 虚 功 ,从 力学 意义 上 更 准确 地 说 应 称 之 为 余 虚 功 。 因 此 (C1. 4. 45) 式 称 之 为 余 
虚 功 原理 ,或 虚 应 力 原理 。 它 的 矩阵 表达 式 形式 是 


| зу — |, 571045 = 0 (1.4.46) 
ү 


虚 应 力 原理 的 力学 意义 是 :如 果 位 移 是 协调 的 ( 即 在 内 部 满足 几何 方程 ,在 给 定位 移 
的 边界 5, 上 等 于 给 定位 移 ), 则 虚 应 力 ( 在 内 部 满足 平衡 方程 ,在 给 定 外 力 边界 S, 上 也 满 
是 力 的 边界 条 件 ) 和 虚 边 界 约束 反 力 在 它们 上 面 所 作 之 功 的 总 和 为 零 。 反 之 ,如果 上 述 虚 
力 系 在 它们 上 面 所 作 之 功 的 和 为 零 , 则 它们 一 定 是 满足 协调 的 。 所 以 ,看 应力 原理 表述 了 
位 移 协调 的 必要 而 充分 的 条 件 。 

和 吉 位 移 原理 类 似 , 虚 应 力 原理 的 建立 是 以 选择 虚 应 力 ( 在 内 部 和 力 边界 条 件 上 分 别 
满足 平衡 方程 和 力 边界 条 件 ) 作 为 等 效 积分 形式 的 任意 函数 为 条 件 的 ,否则 作为 几何 方程 
各 位移 边 界 条 件 的 等 效 积分 形式 在 形式 上 应 和 现在 导出 的 虚 应 力 原理 有 所 不 同 ,这 是 应 
子 注 意 的 ， | 

各 虚 位 移 原 理 相同 ,在 导出 虚 应 力 原理 过 程 中 , 间 样 未 涉及 物理 方程 ,因此 , 虚 应 力 原 
理 同样 可 以 应 用 于 线 弹 性 以 及 非 线 性 弹性 和 弹 塑 性 等 不 同 的 力学 问题 .但 是 应 指出 ,无 论 
是 虚 位 移 原 理 和 虚 应 力 原理 ,它们 所 依赖 的 几何 方程 和 平衡 方 程 都 是 基于 小 变形 理论 的 ， 
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所 以 它们 不 能 直接 应 用 于 基于 大 变形 理论 的 力学 问题 。 
1.4.4 线 弹 性 力学 的 变 分 原理 


弹性 力学 变 分 原理 包括 基于 自然 变 分 原理 的 最 小 位 能 原理 和 最 小 余 能 原理 ,以 及 基 
于 约 东 变 分 原理 的 胡 海 上 虽 一 蓝 津 久 广 义 变 分 原理 和 Hellinger-Reissner 混合 变 分 原理 等 ， 
本 章 只 讨论 最 小 位 能 原理 和 最 小 余 能 原理 。 其 余 变 分 原理 将 在 第 8 章 中 进行 讨论 。 

1. 最 小 位 能 原理 

景 小 位 能 原理 的 建立 可 以 从 上 节 已 建立 的 虚 位 称 原理 出 发 。 后 者 的 表达 式 是 


ЕУ — ёди, f)dV 一 | ди, ТАЗ = 0 (1.4.41) 
其 中 的 应 力 张 量 ,如 利用 弹性 力学 的 物理 方程 (1.4 28) 式 代入 , 则 可 得 到 
| (де Г, мён — ди fp AV 一 | би, ТАВ = 0 (1.4.47) 
因为 .Pi 是 对 称 张 量 , 并 利用 (1.4. 37) 式 , 则 有 | 
е), = 8 КЮ шуен | = W lem) (1.4.48) 


由 此 可 见 (1.4. 47) 式 中 体积 分 的 第 一 项 就 是 单位 体积 应 变 能 的 变 分 。 
在 线 弹 性 力学 中 ,假定 体积 力 7; 和 边界 上 耐力 化 的 大 小 和 方向 都 是 不 变 的 , 即 可 从 
ШАСЫ $G, 31 Са ЕШ. ШЖ 


— Spln) == Рди; 一 ё@ф(и,) = Т.би, (1.4.49) 
CL A ADHI. L 49) 式 代入 514.47) 式 ,就 得 到 
8П,- 0 (1. 4. 50) 


其 中 
H,=H,G€;) = | (UG) + $G) V + | guas 


-| | Бен — Za | dV — | Taas (1.4.51). 


是 系统 的 总 位 能 , 它 是 弹性 体 变形 位 能 和 外 力 位 能 之 和 。(1.4.50) 式 表明 ;在 所 有 区 域内 
满足 几何 关系 志士 27) ,在 边界 上 满足 给 定位 移 条 件 (1, 4. 36) 的 可 能 位 移 中 ,真实 位 移 使 
系统 的 总 位 能 取 驻 值 .我们 还 可 以 进步 证 明 在 所 有 可 能 位 移 中 ,真实 位 移 使 系统 总 位 能 
取 最 小 值 ,因此 (1.4. 50) 式 所 表述 的 称 为 最 小 位 能 原理 。 

证 明 最 小 位 能 原理 是 很 方便 的 ,我 们 以 u 表示 真实 位 移 ,w” 表示 可 能 位 移 。 令 


и = u, + ди, (1.4.52) 
将 它们 分 别 代 入 总 位 能 表达 式 (1. 4. 51), 刚 有 
П,(є;,ш) = КӘ 一 Fw]dy 一 | Таи,465 (1.4.535 


和 
Boley er) =| UG; — Zat МУ 一 | Tatas 
ы 5, 
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-П,а)--80,-- +ƏH, (1.4.54) 
其 中 en, 和 I 分 别 是 总 位 能 的 一 阶 和 二 阶 变 分 。 它 们 的 具体 表达 式 如 下 
èH, = f [8U Ce) — T ou, JAV — f Т,ди,45 


d. 4. 55) 


Lar, = | 0(ёе,)8У = | 1 р е) Bendy 
2 v ү 2 


由 于 и; 是 真实 位 移 ,根据 (1.4. 50) 式 知道 ,并 的 一 阶 变 分 SH, 应 为 0。 二 阶 变 分 ë UI, 
d. 4, 55) 式 中 只 出 现 详 变 能 遂 数 。 由 于 应 变 能 是 正定 的 ,除非 би,=0, ДЕЖ 
П, > 0 (1.4.56) 
这 就 有 
НЕСИЕ HH ИСЛЕУ (1.4.57) 
上 述 等 号 只 有 当 du 三 0 时 , 即 可 能 位 移 就 是 真实 位 移 时 才 成 立 。 当 бизе0, ІНГЕН 
移 不 是 真实 位 移 时 ,系统 总 位 能 益 是 大 于 取 真 实 位 移 时 系统 的 总 位 能 .这 就 证 明了 最 小 位 
能 原理 ， 
2， 最 小 余 能 原理 
最 小 余 能 原理 的 推导 步 双 和 最 小 位 能 原理 的 推导 类 似 , 只 是 现在 是 从 虚 应 力 原 理 出 
发 ,作为 几何 方程 和 位 移 边界 条 件 的 等 效 积分 “ 弱 " 形 式 的 虚 应 力 原 理 在 1.4. 3 节 中 已 经 
得 到 ,表达 如 下 


ЕСУІ |. 87245 = 0 (1.4.45) 
将 线 弹 性 物理 方程 (1,4, 32) 式 代入 上 式 , 即 可 得 到 
ЕУІ - [, ôT ads = 0 (1. 4. 58) 


[ЖЕ Ciw 也 是 对 称 张 量 , 并 已 知 余 能 表达 式 (1, 4. 38) 式 ,所 以 上 式 体积 分 内 被 积 函数 就 是 
余 能 的 变 分 。 这 是 因为 


до Сыбы 一 al Соу) = ФУ Аа.) (1.4.59) 
而 (1. 4. 58) 式 面积 分 内 被 积 函数 ,在 给 定位 移 u, 保持 不 变 情况 下 是 外 力 的 余 能 。 这 样 一 


来 ,(t,4 58) 式 可 以 表示 为 


ФП, = 0 (1.4.60) 
其 中 = = | Ven)dy — | тааз 
у 5, 
=Í 1с, лову -| Tuds (1,4,61) 
y 2 gI A s, Шегі "4, 


是 弹性 体 余 能 和 外 力 余 能 的 总 和 , 即 系统 的 总 余 能 。(1. 4. 60) 式 表明 ,在 所 有 在 弹性 体内 

满足 平衡 方程 ,在 边界 上 满足 力 的 边界 条 件 的 可 能 应 力 中 ,真实 的 应 力 使 系统 的 总 余 能 取 

驻 值 .我 们 还 可 以 用 与 证 骨 真 实 位 移 使 系统 总 位 能 取 最 小 值 类 同 的 步骤 ,证 明 在 所 有 可 能 

的 应 力 中 ,真实 应 力 使 系统 总 余 能 取 最 小 值 ,因此 (1. 4. 60) 表 述 的 是 最 小 余 能 原理 。 
434» 


还 需 指 出 ,由 于 最 小 位 能 原理 和 最 小 余 能 原理 都 是 极 信 原 理 , 它 们 可 以 给 出 能 量 的 上 
界 或 干 界 , 这 对 估计 近似 解 的 特性 是 有 重要 意义 的 。 
. 特 (.4.51) 式 和 {1. 4.61) 式 相 加 得 到 
| 十 HACA) 


TEZI -+ LC poyon Jav 一 уау 一 |, Таа 一 |, Tuas 
= | ау — | 7uay — | Tuas -| Taas =0 (1.4.62) 
у F 5, 5, 


式 中 第 一 项 体积 分 等 于 应 变 能 的 二 倍 , 后 三 项 积分 (不 包括 负 号 ) 之 积 是 外 力 功 的 二 倍 , 根 
据 能 量 平 衡 ,应 变 能 应 等 于 外 力 功 ,因此 得 到 弹性 系统 的 总 位 能 与 总 余 能 之 和 为 零 。 我 们 
用 廿 ,表示 取 真 实 解 时 系统 的 总 位 能 和 总 余 能 , H; H; 表示 取 近 似 解 时 系统 的 总 位 
能 和 总 余 能 ,假定 在 几何 边界 S. 上 给 定位 称 w==0, 可 以 推 得 


H. -| 六 Couesoudy = f vav (1.4. 63) 
y 

H, =] + Dies dy 一 [ Мшау 一 |, Tas ds а. 4. 64) 
F y е 


上 式 后 两 项 积分 (不 包括 负 号 ) 此 时 是 外 力 功 的 二 倍 ,因此 总 位 能 数值 上 等 于 弹性 体系 的 
总 应 变 能 , 取 负 号 , 即 


由 最 小 位 能 原理 知道 
П; 2 II, 
NA гау < | Vepa (1.4.65) 
由 最 小 余 能 原理 
П; > t, 
则 有 [V ODAV > {veyar 1.4.66) 


上 上 二 式 中 上 ,加 分 别 为 取 近 似 解 时 的 位 移 场 和 应 力 场 阔 数 ， 

| H (1-4. 65) 式 及 (1.4. 66? 式 可 见 , 利 用 最 小 位 能 原理 求 得 位 移 近似 解 的 弹性 变形 能 
是 真 解 变形 能 的 下 界 , 即 近似 的 位 移 场 在 总 体 上 偏 小 ,也 就 是 说 结构 的 计算 模型 显得 偏 于 

刚 硬 ;而 利用 最 小 余 能 原理 得 到 的 应 力 近 似 解 的 弹性 余 能 是 真实 解 余 能 的 上 界 , 即 近似 的 

应 力 解 在 总 体 上 偏 大 ,结构 的 计算 模型 偏 于 柔软 。 当 分 别 利用 这 两 个 极 值 原理 求解 周一 问 

题 时 ,我 们 将 获得 这 个 问题 的 上 界 和 和 下界, 可 以 较 准 确 地 售 计 所 得 近似 解 的 误差 ,这 对 于 

工程 计算 具有 实际 意义 。 | 


1.5 小 it 


本 章 第 2 节 简要 地 介绍 了 微分 方程 的 等 效 积分 形式 以 及 基于 它 的 近似 方法 一 -加权 
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余 量 法 .由 于 任意 函数 ( 权 函 数 ) 可 以 采用 不 同 的 函数 形式 ,由 之 可 以 建立 不 同 的 加 权 祭 量 
格式 。 第 2 节 给 出 的 仅 是 常见 的 几 种 ,实际 上 还 可 以 根据 所 分 析 问 题 的 类 型 和 特点 ,发 展 
其 他 形式 的 加 权 余 量 格式 。 

等 效 积分 形式 可 以 通过 分 部 积分 得 到 它 的 “ 阴 ? 形 式 , 这 样 一 来 ,可 以 利用 提高 权 函 数 
的 连续 性 要 求 来 降低 竺 求 场 沙 数 的 连 绪 性 要 求 ,从 而 可 以 在 更 广泛 的 范围 内 选择 试探 函 
数 。 今 后 将 看 到 ,被 有 限 单元 法 经 常 利用 为 理论 基础 的 正 是 等 效 积分 的 Galerkin“ 88 E 
式 . 这 样 做 不 仅 降低 了 对 试探 函数 连续 性 的 要 求 ， 而 且 还 可 以 得 到 系数 短 阵 对 称 的 求解 方 
程 ,从 而 给 计算 分 析 带 来 很 大 的 方便 。 

对 于 线性 自 伴随 微分 方程 , 它 的 Gaierkin“ 弱 ?形式 等 价 于 沫 个 泛 函 的 变 分 。 当 原 方 程 
的 微分 算 子 为 2m 阶 的 情况 ,对 庶 的 泛 冰 是 二 次 的 、 如 试探 函数 事先 满足 强制 边界 条 件 ， 
则 此 二 次 范 范 具有 极 值 性 质 。 这 对 于 建立 近似 解 的 上 下 界 是 有 意义 的 。 

ЖЕЙ 3 节 所 讨论 的 变 分 荐 理 以 及 第 4 节 所 讨论 的 弹性 力学 最 小 位 能 原理 和 最 小 余 
能 原理 都 属于 自然 变 分 原理 。 在 自然 变 分 原理 中 试探 荔 数 事先 应 满 下 规定 的 条 件 。 例 如 
最 小 位 能 原理 中 试探 西数 一 一 位 移 一 -应 事先 满足 几何 方程 和 给 定 的 位 移 边 界 条 件 ; 最 
小 余 能 原理 中 试探 函数 一 -应 力 一 一 应 事先 满足 平衡 方程 和 给 定 的 外 力 边 界 条 件 。 如 果 
这 些 条 件 未 事先 满足 , 则 需要 利用 一 定 的 方法 将 它们 引入 话 函 ,这 类 变 分 原理 称 为 约束 变 
分 原理 ,或 广义 变 分 原理 。 利 用 广义 变 分 原理 可 以 扩大 选择 试探 函数 的 范围 ,从 而 提高 利 
用 变 分 原理 求解 数学 物理 问题 的 能 力 。 广 义 变 分 原理 作为 有 限 单 元 法 的 进一步 理论 基础 
将 在 本 书 第 二 篇 的 开始 一 一 第 8 章 中 进行 讨论 。 
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.1.1 一 维 热传导 问题 微分 方程 由 (1. 2. 26) 式 给 出 , 按 1. 2.2 节 例题 3 给 定 的 近似 解 
及 权 函 数 用 加 权 余 量 的 配点 法 、 子 域 法 及 伽 辽 金 法 求解 并 用 图 1. 3 进行 校 核 。 
12 仍 是 习题 1.1 的 一 维 热传导 问题 .但 是 边界 条 件 改 为 (1) $ 一 0 Е z==0;6=1 在 


z=L; (2) #ф©=0,{Е z=0; #10, ЖЕ х=1,, БЫНА ЖЛЕ =a, tartan tar, 
仍 如 习题 1, 1 用 配点 法 . 子 域 法 及 伽 辽 金 法 对 上 述 两 种 边界 条 件 情 况 求 解 ,并 检查 各 自 的 
ЭК. 
1.3 某 问 题 的 微分 方程 是 
f 


r+ HTQ=~ 在 如 内 


边界 条 件 是 : %-% (е Г, Бә 


29. GE P, Е) 


Жр c ж О CAR RR ЕВА НУ ЕТЕНЕ ЭН ғ 
分 原理 。 
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示 求 解 杆 件 自由 宜 转 的 应 力 函 数 问 题 , 截 面 的 狂 矩 T = 2 | azdy , 现 有 一 4X6 WEER 
面 杆 ,给 定 近似 函数 为 
£= 27а i = a,cos “eos 证 一 -+ aos Teos ZY — + ascos — cos 
ТЕГЕ | 
1.5 Н А5 838 Iw) = | НЕЕ + 各 рт Jaz ts Е,1,Е Ж 


Ял? 


ЖЭБ ЕРА Е ВЭ w ЕН ЛА НЕН МІНУ НЫЛ RE. 
1-6 ШЕШУ 


пф = | [SE Да -ojaa f (5e -asar 
ДР k Qag 仅 是 坐标 的 函数 , 试 决定 欧 拉 方程 ,并 识别 P, 上 的 自然 边界 条 件 和 一 r, 
上 的 强制 边界 条 件 。 
17 ӨНЕРІ w ммен 


atw — 9б2,у) 
дх* 2 ат Зу P 


Зяу 
4 
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第 2 章 弹性 力学 问题 有 限 单元 法 的 
一 般 原理 和 表达 格式 


2.1 5| 言 


本 章 中 我 们 将 通过 弹性 力学 变 分 原理 建立 弹性 力学 问题 有 限 单元 法 的 表达 格式 。 最 
小 位 能 原理 的 未 知 场 变量 是 位 移 . 以 结 点 位 移 为 基本 未 知 量 . 并 基于 最 小 位 能 原理 建立 的 
有 有 限 单元 称 为 位 移 元 , 它 是 有 限 单 元 法 中 最 常用 的 单元 ,也 是 本 书 中 主要 讨论 的 单元 。 

我 们 将 以 平面 问题 3 结 点 三 角形 单元 为 重点 ,对 建立 有 限 元 求解 方程 的 原理 和 步骤 
进行 较 详细 讨论 。 并 进而 引出 广义 党 标 有 限 单 元 法 的 一 般 格式 。 有 了 有 限 元 法 的 一 般 表 
达 格 式 , 原 则 上 说 可 以 推 得 对 任 一 种 单元 的 表 法 格式, 轴 对 称 问 题 3 结 点 三 角形 单元 的 表 
达 格 式 是 平面 问题 此 种 单元 表达 格式 的 直接 推广 ,同时 由 于 轴 对 称 问题 具有 很 广泛 的 应 
用 领域 ,所 以 我 们 对 它 也 进行 了 专门 的 讨论 。 

对 于 除 3 结 点 三 角形 而 外 的 单元 ,如 何 通 过 广义 坐标 导出 单元 的 插值 函数 也 进行 讨 
论 ,特别 是 引入 了 自然 坐标 (对 于 三 角形 单元 和 四 面体 单元 分 别 是 面积 坐标 和 体积 坐标 》 
的 概念 ,这 对 今后 研究 和 建立 各 类 形式 的 单元 是 非常 有 用 的 。 至 于 单元 和 插值 沙 数 更 - 般 
的 讨论 ,特别 是 等 参 单元 的 讨论 将 放 在 第 3 章 . 第 4 章 中 进行 。 

作为 一 种 数值 方法 ,有 限 元 解 的 收 雍 性 和 精度 估计 无 疑 是 一 个 十 分 重要 的 问题 , 本章 
第 4 节 简 要 地 讨论 了 解 的 收敛 准则 和 精度 估计 ,所 遍 明 的 一 般 原则 将 在 以 后 各 章 中 进 一 
№ АФЧ. 


2.2 平面 问题 3 结 点 三 角形 单元 的 有 限 元 格式 


由 于 三 角形 单元 对 复杂 边界 有 较 强 的 适应 能 力 , 因 此 很 容易 将 一 个 二 维 域 高 散 成 有 
限 个 三 角形 单元 ,如 图 2. 1 所 示 。 在 边界 上 以 若干 段 直 线 近 似 原 来 的 曲线 边界 , 随 着 单元 
增多 ,这 种 拟 合 将 越 精 确 ， 

下 面 讨论 平 面 问题 3 结 点 三 角形 单元 的 有 限 元 格式 。 


221 单元 位 移 模 式 及 插值 函数 


典型 的 3 结 点 三 角形 单元 结 点 编码 为 i,j,m, 以 道 时 针 方向 编码 为 正 向 。 每 个 结 点 有 
2 个 位 称 分 量 如 图 2. 2 所 示 
а; = 1%, (z, Jm) 


每 个 单元 有 6 个 结 点 位 称 即 6 个 结 点 自由 度 


. 38+ 


Fxg yy) 


图 2.1 二 维 域 离散 图 2.2 3 结 点 三 角形 单元 


а; 
а" = š |- [i оғ ы U и, Ua] 
а, f 


1. 单元 的 位 移 模 式 及 插值 前 数 
在 有 限 单元 法 中 单元 的 位 移 模式 或 称 位 移 函 数 一 般 采用 多 项 式 作为 近似 函数 ,因为 
多 项 式 运算 简 便 ,并 且 随 着 项 数 的 增多 ,可 以 逼近 任何 一 段 光滑 的 函数 曲线 。 多 项 式 的 选 
到 应 由 低 次 到 高 次 。 
3 结 点 三 角形 单元 位 移 模式 选取 一 次 多 项 式 
и =f, + Вх + Ву 
о =f, + Вх + Bey 
单元 内 的 位 移 是 坐标 z,y ЖЕЕ. 2—8, 是 待定 系数 , 称 之 为 广义 坐标 。 6 个 广义 坐 
标 可 由 单元 的 6 个 结 点 位 移 来 表示 。 在 (2. 2. 1) 的 1 式 中 代入 结 点 i 的 坐标 (x;,y;) 可 得 到 
Ян i 在 z 方 向 的 位 移 His 


(2.2.1) 


同 理 可 得 wj =Й, + Bax; + Bay; 

и. = В, + B,z, + Bayn 
PO. 2. 幻 式 末 以 得 到 广义 坐标 由 结 点 位 称 表示 的 表达 式 。 系 数 行列 式 是 
1 2; jy; 


u, =Ë, + Вл + Psy: 
(2.2. 2) 


` Р = 1 Ж; J; = 2А (2. 2. 3) 


l 7, y, 
4 是 三 角形 单元 的 面积 。 
广义 坐标 В,--В: 为 
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ш Т М 
В, = 5 ин; 5) уу эң (еш + аи, + antn) 
Un Ха Ут 
l шоу; 
1 . 
B, = 4 l u x|= эд бе + bz; + Onta) > C. 2. 4) 
l шы 9% 
1 Ti и 
а= р 2 ш) = ба + car + сыы 
1 т Ча 


同 理 , 利 用 3 个 结 点 y 方向 的 位 称 , 即 (2. 2. 1) 式 的 2 式 可 求 得 
B. = 高 (ee 十 ад 十 айы) 
В; = эң Фо, + ё; + 5.0) (2, 2.5) 
ñ, = эң бс» + c; + сш) 


#E(2. 2. 4) 式 和 (2. 2.5) 式 中 


Tj X; 
а; = = туу Ta; 
Em Yra 
1 y; 102004 
Ё, = — И = y; — Ya (Gi, Jm) (2.2.6) 
] y, 
1 Ж; 
r, = = — Т, + x, 
1 ы 


ERG, jom Em RE, M ij jm,m-ri。. 
HRAB UBI Aol 代入 (2. 2.1) 式 ,可 将 位 移 函 数 表 示 成 结 点 位 移 的 函数 


и = Niu; + Na + М.и, 
о = Nz; + №, Nev | (2.2. 7) 
其 中 
М = а а оу) Gjim) (2,2,8) 
Ni N Ne ЖЫН НЕКЕ, CEE у 的 一 次 函数 оу sb, Cu s t CA ЕЖ 
数 , 取 决 于 单元 的 三 个 结 点 坐标 。 | 
(2. 2. 8) 式 中 的 单元 面积 A 可 通过 (2. 2. 6) 式 的 系数 表示 为 


A= 50 = TG +a, + в) = Tc — be) (2.2.9) 


(2. 2. 7) 式 的 矩阵 形式 是 
* 4Ü • 


а; 
=[IN, ІМ, ді) 
а, 


=[N, М, №, Ја = Ма (2. 2. 10) 
МЕЧЕ к ЗЕ ЕБРР ЖЕР. 
插值 函数 具有 如 下 性 质 ， 
(1) 在 结 点 上 擂 值 函数 的 值 有 
1 Шо)-і ， 
Мұст), у) = 6;; 一 0 当 j £i G эт) (2. 2. 11) 


MA Махуй =l, Мау == №, (азун) =0„ 也 就 是 说 在 i 结 点 上 N,=1,4E jm ШҚ 
L N =0, (2.2.70 АІ k, 4 r= zx,,y= y; MERA i ЛВ ucu НА А ЕЖ М, 
=1, = 一 No 一 0。 其 他 两 个 形 函 数 也 共有 同样 的 性 质 。 
(2) 在 单元 中 任 一 点 各 插值 省 数 之 和 应 等 于 1, 即 
N+N+N,=1 (2.2.12) 
因为 车 单元 发 生财 体位 称 , 如 x 方向 有 刚体 位 移 we， 则 单元 内 (包括 结 点 上 到 处 应 有 位 移 
ш, =u =u, = uo, M. H (2. 2. DA 
и = Nu; + Nu; + N gtin 
=(N, + N, + Ми, = ш, 
因此 必然 要 求 NHN + N,=1, 若 插 值 函 数 不 满 足 此 要 求 , 则 不 能 反映 单元 的 刚体 位 移 ， 
用 以 求解 必然 得 不 到 正确 的 结果 。 
(3) 对 于 现在 的 单元 ,插值 函数 是 线性 的 ， 在 单元 内 部 及 单元 的 边界 上 位 移 也 是 线性 
的 ,可 由 结 点 上 的 位 移 信 唯一 地 确定 。 由 于 相 邻 单元 公共 结 点 的 结 点 位 移 是 相等 的 ,因此 
保证 了 相 邻 单元 在 公共 边界 上 位 移 的 连续 性 。 
2. КЛЕН ЕЛУ JEE 
确定 了 单元 位 移 后 ,也 可 以 很 方便 地 利用 几何 方程 和 物理 方 各 得 音 元 的 应 变 和 应 
ТЕ (1. 4.21) 式 的 几何 方程 中 ,位 移 用 (2. 2. 10) 式 代入 ,得 到 单元 应 变 


Е 
€ -} - Іш = LNa = ШІМ, М, М.Да 
Ya 


-ІВ, В, BJa = Ва | (2.2.13) 
B ЈУАН ЕН 是 平面 问题 的 微分 算 子 , 见 表 1.2. 
. 41 . 


JE B EE B ВЈ TERE 


aN; 
0 pr 0 
а N | aN, „+ 
. = ,二 — = та” ss у (2. 2, 14) 
B, = LN, 之 | М, 0 Зу ат 
2 aN, ӘМ, 
ar ду 了 | 
对 (2. 2, 8) 式 求 导 可 得 
ӘМ; 1 ӘМ, _ 1 
= = TA Зу = 242 (2.2.15) 
代入 (2. 2.14) 式 得 到 
% 0 
кед) { G,jm — (2.2.16) 
i b; 
3 结 点 单元 的 度 变 矩阵 是 
b 0 b 0 6, 9 
-- -L | 
= |В, В, B.] = М! с 0 с) 0 А (2.2.17) 
i b, c b, Сн Б, 


3 


Р Ь,,ф,,быз ср ср сы H (Q. 2.6) 式 确定 ,它们 是 单元 形状 的 参数 。 当 单元 的 结 点 坐标 确定 
后 ,这 些 参 数 都 是 常量 (与 坐标 变量 х,у 无 关 ) ,因此 8 是 常量 阵 。 当 单元 的 结 点 位 称 а 确 
定 后 ;由 召 转 换 求 得 的 单元 应 变 都 是 常量 ,也 就 是 说 在 载荷 作用 下 单元 中 各 点 具有 同一 
йе. ЇН ‚е, ER УҢ. 因此 3 结 点 三 角形 单元 称 为 常 应 变 单元 。 在 应 变 梯 度 较 大 (也 即 应 
力 梯 度 较 大 ) 的 部 位 ,单元 划分 应 适当 密集 ,否则 将 不 能 反映 应 变 的 真实 变化 而 导致 较 大 
的 误差 。 : 
单元 应 力 可 以 根据 物理 方程 求 得 。 在 (1. 4. 21) 的 物理 方程 中 代 人 (2. 2. 13) 式 可 以 得 


到 
0, 
a - - Пе = ЮВа' = Sa (2. 2.18) 
Try 
其 中 S=DB = D[B, в, В„] 
=[5; 8, S.J (2.2.19) 


S КӨРДЕ. Жүр ЛУ A аА ү ЗЕР ЖЕ Н ЕСИ 1.20 (2.2.17) ЖҚА 
(2.2.19), A ЖЕКИ ЕТЕ о ЗЕТ УУ ЗЕ] ЖД НА ЛУ УТЕ. S ЕЕ ЕУ 


b; Мұс; 
Е, уб, с; ， 
$, 一 DB, шолуға у ! Í "79 . =. 
2а-%94(1-, 1-, (jm) (2. 2. 20) 
ресур» 


其 中 E,,w 为 材料 常数 。 
对 于 平面 应 力 问 题 
42+ 


E =E, =» (2. 2.21) 
对 于 平面 应 变 问 题 
` (2. 2.22) 


Е — 
E = yp’ b ту 


ЕЕ ВЕ B Bin] ‚ЛУ JE 5 也 是 常量 阵 , 即 3 结 点 单元 中 各 点 的 应 力 是 相同 的 。 
在 很 多 情况 下 ,不 单独 定义 庶 力 矩阵 $, 而 直接 用 DB 进行 应 力 计算 。 


222 利用 最 小 位 能 原理 建立 有 限 元 方程 
最 小 位 能 原理 的 证 亢 总 位 能 H, 的 表达 式 (1. 4. 51) ,在 平面 问题 中 采用 矩阵 表达 形 
式 为 
1 T T T 
п, = | += Dadzdy 一 |a ftdzdy — І и17445 (2.2. 23) 


其 中 是 二 维 体 厚 度 ; 
了 是 作用 在 二 维 体内 的 体积 力 ; 
T 是 作用 在 二 维 体 边界 上 的 面积 力 。 
对 于 离散 模型 ,系统 位 能 是 各 单元 位 能 的 和 ,利用 式 (2, 2.23) 并 代入 (2.2,10) 及 
(2.2. 13) 式 , 即 得 到 离散 模型 的 总 位 能 


П, = > а" | B" DB:dzdya'| 
-> а" | йау) — (a| Nas] (2.2. 24) 
将 单元 结 点 位 移 a° 用 结构 结 点 位 移 a 表示 
a = ба (2.2.25) 
其 中 
ал-(ш © шу Фо ош о) " Huu, 
1 2 一 
0 0 1 O 0 0 0 0 0 
10 o 0 1 0 0 0 0 9 
Goa = |0 0 > 000 0 0 1 0 0 
о о 000 0 0 ¢ 1 0 
0 0 000 1 0 0 о 0 
0 0 000 0 1 0 0 0 
(2, 2, 26) 
ЖР яп 为 结构 的 结 点 数 ， 


令 ， | qB'DBtdrdy=K 称 为 单元 刚度 矩阵 。 


Ыерагауси 
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ЕГІ (2.2.27) 


严 一 严 十 政 ” 称 为 单元 等 效 结 点 载荷 列 阵 。 
将 (2, 2. 25) 一 (2. 2. 27) 式 一 并 代入 (2. 2. 24) 式 ,离散 形式 的 总 位 能 可 表示 为 


П, = а" + (ORG — a" УР» (2, 2. 28) 
令 к= 2 0KG 称 为 结构 整体 刚度 矩阵 。 


(9.2.29) 
PNGP 称 为 结构 结 点 载荷 列 阵 。 


{2. 2. 28) 式 就 可 以 写作 
П, = заа — аїр (2.2.30) 


离散 形式 的 总 位 能 HT, 的 未 知 变量 是 结构 的 结 点 位 移 a, 根 据 变 分 原理 , 泛 函 也 取 驻 值 的 
条 件 是 它 的 一 次 变 分 为 零 ,60, 一 0; 即 


21, _ o (2.2.31) 


这 样 我 们 得 到 有 限 元 的 求解 方程 是 

Ka = P (2.2.32) 
ЖР K f P H (2. 2. 29) 式 给 出 。 由 (2, 2. 29) 式 可 以 看 出 结构 整体 刚度 矩阵 六 和 结构 结 点 
RAPE P ЖБ ЗАСАН Е Ке 和 单元 等 效 结 点 载荷 列 阵 P 集合 而 成 。 式 中 心 为 单 
元 结 点 转换 矩阵 。 


2.2.3 单元 刚度 矩阵 
H (2. 2. 27a) 式 定义 的 单元 刚度 矩阵 ,由 于 应 变 矩 阵 呈 对 于 3 结 点 三 角形 单元 是 党 


量 阵 ,因此 有 
K, K, Ka 
Ке = B'DB:A = Ë К» д (2.2.33) 
ті Kn; К... 
代入 弹性 矩阵 р яту ре B а, АУЕ — ННН Вр ЖЛ 
К, = ВТОВгА = — Ë — B М (rys—=isjym) (2.2.34) 
4(11- ALK, K, 
其 中 


K. —bb, 十 es, 


] — ы 


K, =», + 7 


b,c, 
(2. 2.35) 
_ x 


K, = нус, + L, 


К, =c, + hb, 
‚ 44 +* 


% 


由 (2. 2. 34) 式 立即 可 以 得 到 
(K. = K, (2. 2. 36) 
нары В ИЕН Е. 
ATE- PERETI ERARA ПТА En] ЯА МГ БЕЛИ ЖЕЕ v — 
个 单元 的 平衡 ,这 就 得 到 


| Ка = Р (2.2.37) 
P 是 单元 结 点 载荷 ,当然 应 当 包 括 其 它 相 邻 单元 对 该 单元 的 作用 力 。 现 把 a'、 产 顺序 表示 
为 
а = e u и) 9; и, Val 
-Га, ау ау * а] 
Р--ІР, Р, P, P, Р РЇ 
= ГР, Р, Р, +з Р.П 
(2. 2. 37) 式 的 展开 形式 是 
ГК, ЖК, К (a, Р, 
Ka К Kalla P, 
me “=i (2. 2. 38) 
wasata ақ Р; 
Ко Ka s Қа 1а, P, 


这 是 单元 结 点 平衡 方程 ,每 个 结 点 在 = у 方向 上 各 有 一 个 平衡 方程 ,3 个 结 点 共有 六 
平衡 方 程 。 方 程 堪 端 是 通过 单元 结 点 位 移 表 示 的 单元 结 点 内 力 ,方程 右 端 是 单元 结 点 外 
Ж, 

令 ау==16би;=1) ‚@ә==азу=бс==а—= 0 


由 (2. 2. 38) 式 可 以 得 到 


Kl Р, 
K P 
и : (9.2. 39) 
Ka а а] Р, 


(2. 2. 39) 式 表明 ,单元 刚度 矩阵 第 一 列 元 素 的 物理 意义 是 ; 当 „ 1 нан PEBE J 
零 时 ,需要 在 单元 各 结 点 位 移 方向 上 施加 结 点 力 的 大 小 。 当 然 ,单元 在 这 些 结 点 力作 用 下 
EFFE EEE z 和 方向 上 缚 点 力 之 利 应 为 零 ， | 

工 方向 Kit+KatKa=0 

y 方向 K, +KuatKa=0 

对 于 单元 刚度 惩 中 中 其 他 列 的 元 素 也 可 用 同 樟 的 方法 得 到 它们 的 物理 解释 。 因 此 单 
HAREE REPTE 天 ,的 物理 意义 为 : 当 单 元 的 第 7 个 结 点 位 移 为 单位 位 移 而 其 他 结 
点 位 移 为 零 时 , 需 在 单元 第 i 个 结 点 位 移 方向 上 施加 的 结 点 力 的 大 小 。 单 元 刚性 大 , 则 使 
结 点 产生 单位 位 移 所 需 施加 的 结 点 力 就 大 。 因 此 单元 刚度 矩 阵 中 的 每 个 元 素 反 映 了 单元 
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刚性 的 大 小 , 称 为 刚度 系数 。 对 于 单元 刚 典 和 矩阵 的 每 一 列 ( 行 ) 元 素 应 有 
Ku + Ку + K;; = Ka + Ka+Ks=0 
K, + K, + K, = К. + Ki, + Ka = 0 
单元 刚度 矩阵 的 特性 可 归纳 如 下 : t 
(1) 对 称 性 
已 由 (2. 2. 36) 式 证 明 . 
(2) 奇异 性 
单元 刚度 矩阵 KK РР ЕЛО ВЕ. K 的 秩 是 З. 
单元 刚度 矩阵 奇异 的 物理 解释 是 :单元 处 于 平衡 时 , 结 点 力 相互 不 是 猿 立 的 ,它们 必 
须 满足 三 个 平衡 方程 两 个 方向 力 的 平衡 ,和 绕 任 一 点 力矩 的 平衡 }; 因 此 它们 是 线性 相关 
的 。 另 一 方面 ,即使 给 定 满足 平衡 的 单元 结 点 力 疡 ,也 不 能 确定 单元 结 点 位 移 a, 因 为 单 
元 还 可 以 有 任意 的 刚体 位 移 《 对 于 平面 问题 ,这 种 刚体 位 移 是 两 个 方向 的 移动 和 一 个 面 内 
的 转动 )。 
(3) 主 元 恒 正 


G= 1-6 (2.2.40) 


K, > 0 (2.2.41) 
PRERE K r= s=, jom 时 , 它 的 对 角 元 素 КК, В E, (2.2.34) Ж 
(2. 2. 35) 式 可 见 它们 是 恒 正 的 。 
下 恒 正 的 物理 意义 是 要 使 结 点 位 移 a = 1 ,施加 在 a, 方向 的 结 点 力 必须 与 位 移 a, 同 
向。 


2.2.4 单元 等 效 结 点 载荷 列 阵 
由 (2. 2. 276~d) 式 得 到 单元 等 效 结 点 载荷 是 


Р = P; + Р; (2.2. 274) 
р = | ахау (2.2. 27b) 
Р; 一 [тз (2.2. 27с) 


现在 我 们 计算 几 种 常见 载荷。 
1. 均 质 等 厚 单元 的 自重 
单元 的 单位 体积 重量 为 p。 如 图 2. 3 所 示 。 根 据 (2, 2. 275) 式 , 现 有 


ш 


Р, М, (2. 2.42) 
P = {Р, = | М, | |, | 
P a — № ñ 


其 中 每 个 结 点 的 等 效 结 点 载荷 是 


і 
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ЖАНЫ» 


0 9 H 
= = FFF (2, 2. 43) ° 
_ | макау | Laa] с,),т) 


自重 的 等 效 结 点 载荷 是 
P, 一 一 去 pt4fo 1010 1] (2. 2. 44) 


图 2.3 三 角形 单元 作用 体积 力 图 2.4 单元 边 上 作用 均 布 仙 压 


2. HARE ИМЕНЕ 2 DUKE ,如 图 2. 4。 令 寺 边 次 为 世 НК ЖУ а 
Есу УЮ а. Sl q, 为 


q, =qsina = +y, — уу) 


q, 一 一 qceosa = +€; 一 ж) 


29] ero 
在 单元 边界 上 可 取 局 部 坐标 s( 见 图 2. 4), 沿 沿边 插值 函数 可 写作 

| М-1і-5, N,=+, N.=0 (2.2.46) 
将 (2. 2. 45) 及 (2.2% 46) 式 代入 (2. 2. ОЛЕН ЖЕМЕ КЕРЕ op 3828 Sh БЕЛЕ 


Р, = Мағ = f 1 一 Flatås = 240 =y) 
і Н 


作用 在 单元 边界 上 的 面积 力 


РЬ 24%; — ж) 


‚+ 47 


Ры = Мағ 一 (“ғыш - Sq 一 35 
t 1 


і 
P, =q(z; — д) 
Pa =Р „= 0 
因此 Р, - 15, — у) 2р7 WY Pot 0-0 J (2.2.47) 


3. 工 向 均 布 力 g 
作用 在 二 边 ; 如 图 2. 5。 这 时 边界 上 面积 力 


е 


Р = +qh[1 отоо от (2. 2. 48) 


单元 等 效 结 点 载荷 为 


图 2.5 单元 边 上 作用 z 方向 均 布 力 图 2.6 单元 边 上 作用 = 方向 三 角形 分 布 载荷 


4. 工 方 向 三 角形 分 布 载荷 
作用 在 地 边 ,如 图 2.6。 这 时 边界 上 面积 力 写作 局 部 坐标 :的 函数 


-i 


ln[2 1 7 
Р = +ah| É o doo o] | (2.2.49) 


单元 等 效 结 点 载荷 为 


2.2.5 ”结构 刚度 矩阵 和 结构 结 点 载荷 列 阵 的 集成 


(2. 2. 29) 式 给 出 了 结构 刚度 矩阵 和 结构 结 点 载荷 列 阵 由 单元 刚度 算 阵 和 单元 等 效 结 
点 载荷 列 阵 集成 的 表达 式 。 集 成 是 通过 单元 结 点 转换 抢 阵 G 实现 的 。 现 在 我 们 来 讨论 它 
们 的 转换 积 集 成 。 

"dB • 


对 于 单元 刚度 矩阵 , 它 的 转换 是 ， 


1[0 o 01 
іо i ] 
|1} i 
ilo o + |< í оу w mo ез 
J: gp : Ka K; Ka] 010 + © 
OKG = jli o: K, K, К,|10....... 010-------” 0 

o g Ks K, Kand [o sas ees 010550 
m : Í 
zlo 0 0 
nL : 1 

0 l Í = joum л 

1108 0 e 00-6. 0 0 

і 0 --- K ““К,-“Қ;, 0 

Sj |O2 Kes K; K, 0 (2.2.50) 


Җир п ЖИЕ R АГ, рт 为 单元 结 点 码 。 

得 到 的 (2. 2. 50) 式 中 除 标明 的 9 个 子 块 外 ,其 它 尼 是 零 元 素 。 

单元 刚度 矩阵 的 这 个 变换 起 到 两 个 作用 

《1) 将 单元 刚度 矩阵 K 扩大 到 与 结构 刚度 矩阵 同 阶 , 以 便 进行 答 阵 相 加 。 

(2) 将 单元 刚度 矩阵 中 的 各 子 块 按照 单元 结 点 的 实际 编码 安放 在 扩大 的 矩阵 中 , 它 
的 物理 意义 是 该 单元 对 结构 刚度 和 抢 阵 天 的 那些 刚度 系数 有 下 献 。 

对 于 单元 等 效 结 点 载荷 的 转换 ， 
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10 o 01 1 (0 

0 : 0 

7 If г |P: 

9 0 

sIr 0 ГР; ijo 
ОТР = j|} F |Р b= рр У (2. 2. 51) 

: + G ` P, i 0 

:10 

т 1 т |P: 

0 : |0 

il 0 01 п 10 


单元 等 效 结 点 载荷 产 包括 体积 力 及 面积 力 等 的 等 效 结 点 载荷 . 由 (2. 2. 51) 式 可 见 单元 等 
歼 结 点 载荷 列 阵 的 转换 是 将 单元 结 点 载荷 列 阵 的 阶 数 扩大 到 与 结构 结 点 载荷 列 阵 同 阶 ， 
并 将 单元 结 点 载荷 按 结 点 自由 度 顺 序 人 位 。 它 的 物理 意义 是 该 单元 的 等 效 结 点 载荷 对 整 
个 结构 载荷 列 阵 P 的 贡献 。 

经 过 这 样 的 转换 ,就 可 以 委 加 相关 的 扩 太 后 的 矩阵 得 到 的 结构 刚度 秆 阵 直 和 结 点 载 
荷 列 阵 P, 即 (2. 2. 29) 式 。 

在 实际 编程 计算 的 过 程 中 这 个 集成 过 程 不 是 采用 上 述 的 抢 阵 相 箭 法 进行 的 ,在 计算 
К,Р 的 各 元 素 后 ,只 需 按 照 单元 的 结 点 自由 度 编码 ,对 导入 座 * 地 和 三 加 到 结构 赋 度 
矩阵 和 结构 载荷 列 阵 的 相应 位 置 上 即 可 实现 。 

我 们 举例 说 明 集 成 过 程 , 设 有 单元 e, 它 的 单元 刚度 矩阵 和 等 效 结 点 载荷 阵 分 别 为 : 


K; K; Kin P; 
К" = А K; K- Р° = |Р; 
тї К,; К... P: 


该 单元 的 结 点 码 六 六 mm 分别 为 3,8,2。 根据 (2. 2. 50) (2.2. 51) 式 ,扩大 后 的 单元 刚度 矩 
阵 和 结 点 载荷 列 阵 分 别 为 ， 


12 3+. Bevi п 0 
| gr ре, е 1 
; ! K..K mi Кы, 2 р“ 
3 КЕК: K; зі д 
:| : 9 
GKG= lí i i í 1: G'p'= :0 à 
8] I ҚАҚ; i Ko: 8| р; 
:|! р £p i £ :| D0 
* І 


aji i 


; : 5 
它们 仅 显示 了 该 单元 矩阵 对 结构 整体 矩阵 的 贡献 。 计 算 中 的 集成 只 需 计 算 了 单元 矩阵 元 
.50» 


素 后 直接 对号入座? 地 每 加 到 结构 刚度 矩阵 及 结构 裁 荷 列 阵 中 即 可 : 


ІК, Ж, Ka с--- Кз .. K. 
Ka K, + Ki, K, + Ki, eee Ka 十 Ki, -- ҚК, 
Ka K,+K, КК еее К+ K + K, 
K, w “sn... 
Ka K, + Kin Ka + K; К. + К;; Kan 
K. Roe K.. 
Pi 
P; + P; 
P, + Р 
Р, 1 : 
P, + P' 
P 


当 全 部 单元 依次 计算 和 集成 : 即 可 得 到 结构 刚度 矩阵 下 和 结构 结 点 载荷 列 阵 了 ,具体 实现 
过 程 可 参见 平面 问题 3 结 点 单元 有 限 元 程序 的 框图 和 有 关 源 程 序 ， 


226 结构 刚度 矩阵 的 特点 


由 前 面 移 讨论 可 知 结构 的 刚度 矩阵 下 是 由 单元 刚度 矩阵 集会 而 成 , 它 与 单元 刚度 秆 
阵 类 同 也 具有 明显 的 物理 意义 。 有 限 元 的 求解 方程 (2. 2. 32) 式 是 结构 离散 后 每 个 结 点 的 
平衡 方程 。 结构 刚度 矩阵 下 的 任 一 元 素 KK 的 物理 意义 是 ,结构 第 ;个 结 点 位 移 为 单位 信 
而 其 它 结 点 位 移 皆 为 等 时 , 需 在 第 ; 个 结 点 位 移 方 向 上 施加 的 结 点 力 的 大 小 . 与 单元 不 同 
之 处 在 于 结构 是 单元 的 集合 体 ,每 个 单元 都 对 结构 起 一 定 的 作用 ,由 于 单元 刚 寄 矩 阵 是 对 
称 和 奇异 的 ,由 它们 和 集成 的 结构 刚度 矩阵 辩 也 是 对 称 和 奇异 的 ,也 就 是 说 结构 至 少 需 给 
出 能 根 制 刚体 位 移 的 约束 条件 才能 消除 的 奇异 性 ， 
以 便 由 (2. 2. 32) 式 求 得 结 点 位 移 。 

连续 体 离散 为 有 限 个 单元 体 , 由 图 2. 1 可见, 每 个 
结 点 的 相关 单元 只 是 围绕 在 该 结 点 周围 为数 甚 少 的 风 
个 ,一 个 结 点 通过 相关 单元 与 之 发 生 关系 的 相关 结 点 
也 只 是 它 周围 的 少数 几 个 ,因此 前 然 总 体 单元 数 和 结 
点 数 很 多 ,结构 刚度 矩阵 的 阶 数 很 高 ,但 刚度 系数 中 非 
零 系数 却 很 少 ,这 就 是 刚度 答 阵 的 大 型 和 稀 朴 性 .只 要 
结 点 编号 是 合理 的 ,这 些 稀 柱 的 非 零 元 素 将 集中 在 以 
主 对 角 线 为 中 心 的 一 条 带 状 区 域内 , 即 具 有 带 状 分 布 
的 特点 。 如 图 2.7 所 示 。 图 2.7 ”结构 刚度 矩阵 的 带 状 今 4 


= 
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综 上 所 述 , 有 限 单元 法 最 后 建立 的 方程 组 的 大 型 系数 称 阵 下 RAUTER: D 对 称 
i 性 ; (2) 奇异 性 ;(3) ARE: СО 非 零 元 素 呈 带 状 分 布 。 由 于 方程 组 的 大 型 ,在 求解 方程 
”时 , 除 引 入 位 移 边 界 条 件 使 奇异 性 消失 外 ,其 他 特点 都 必须 在 解 方程 中 予以 充分 的 考 起 和 
， 利用 ,以 提高 解 题 的 效率 。 


22.7 引 和 人 位 移 边 界 杂 件 


最 小 位 能 变 分 原理 是 具有 附加 条 件 的 变 分 原理 , 它 要 求 场 函 数 u 满足 几何 方程 和 位 
移 边 界 条 件 ( 见 1.4. 4 节 ), 现 在 离散 模型 的 近似 场 函 数 在 单元 内 部 满足 几何 方程 ,因此 由 
高 散 模 型 近 你 的 连续 体内 几何 方程 也 是 满足 的 ,但 是 我 们 在 选择 场 函 数 的 试探 函数 (多 项 
或 ) 时 , 却 没有 提出 在 边界 上 满足 位 移 边 界 条 件 的 要 求 ,因此 必须 将 这 个 条 件 引 入 有 限 元 
方程 ,使 之 得 到 满足 。 

在 有 限 单元 法 中 通常 几何 边界 条 件 ( 变 分 问题 中 就 是 强制 边界 条 件 ) 的 形式 是 在 若 于 
个 结 点 .上 给 定 场 沙 数 的 值 , 即 

a; = a; (j = ccs ус) 

а; 可 以 是 零 值 或 非 零 值 。 

对 于 求解 位 称 场 的 问题 时 ,至 少 训 提出 足以 约束 系统 刚体 位 移 的 几何 边界 条 件 , 以 消 
除 结构 刚度 矩阵 的 奇异 性 。 

可 以 采用 以 下 方法 引入 强制 边界 条 件 

(1) 直接 代入 法 

在 方程 组 (2. 2. 32) 中 将 已 知 结 点 位 移 的 自由 度 消 去 ,得 到 一 组 修正 方程 ,用 以 求解 其 

他 待定 的 结 点 位 移 。 其 原理 是 按 结 点 位 移 已 知 和 待定 重新 组 合 方程 


M” к ШІ 
| Кы К,-|а,| |Р, (2.2, 52) 
其 中 a, 为 待定 结 点 位 移 


а ЗОНА НДЫ a= [ал ae + аш] 
K. K. Ka Ke, PaPe SAIZAR ДЕЕ ЖП РЕАЛУ ВЕ Е, HHIH E 
性 的 对 称 性 可 知 Ka = К, 
由 (2. 2. 52) 式 的 上 式 可 得 
К.а, + Кла, = Р, . (2. 2. 53) 
出 于 为 已 知 ,最 后 的 求解 方程 可 写 为 
| Ка” = P* (2. 2. 54) 
其 中 K" = К, . 
а" == a, (2. 2.55) 
P* = P, — К.а, 
者 总 结 点 位 移 为 上 个 ,其 中 有 已 知 结 点 位 移 zm 个 , 划 得 到 一 组 求解 4 一 xm 个 待定 结 点 位 移 
的 修正 方程 组 ,K' 为 一 m 阶 方 阵 。 修 正方 程 组 的 意义 是 在 原来 x 个 方程 中 ,只 保留 与 待 
定 ( 未 知 的 ) 结 点 位 移 相应 的 n— 个 方程 ,并 将 方程 中 左 端的 已 知 位 移 和 相应 贱 度 系数 
“52+ 


的 乘积 (是 已 知 值 ) 移 至 方程 右 端 作为 载荷 修正 项 。 

这 种 方法 权重 新 组 全 方程 ,组 成 的 新 方程 阶 数 降低 了 ,但 结 点 位 移 的 顺序 性 已 被 破 
坏 , 这 给 编制 程序 带 来 一 些 麻 烦 。 

(2) WATR 1 法 

АЕ ИНАН НТ, Ln t aii ЖЕ АЕ, БЕК ЖОКЕ. P| ЖИЕК rh 
将 与 零 结 点 位 移 相 对 应 的 行列 中 ,将 主 对 角 元 素 改 为 1, 其 它 元 素 改 为 0; 在 载荷 列 阵 中 将 
与 等 结 点 位 移 相 对 应 的 元 素 改 为 0 即 可 。 例如 有 ww 一 0, 则 对 方程 系数 矩阵 站 的 第 7 行 、/ 
列 及 载荷 阵 第 у 个 元 素 作 如 下 修改 


a, Ё 
аз b, 
а, Lš, 


这 样 修正 后 , 解 方程 则 可 得 s;=0。 对 多 个 给 定 零 位 移 则 依次 修正 ,全 都 修正 完毕 后 再 求 
解 . 用 这 种 方法 引入 强制 边界 条 件 比较 简单 ,不 改变 原来 方程 的 阶 数 和 结 点 未 知 量 的 顺序 
编号 。 但 这 种 方法 只 能 用 于 给 定 零 位 移 。 

(3) 对 角 元 素 乘 大 数 法 

当 有 结 点 位 移 为 给 定 值 a, =a; 时 ,第 /个 方程 作 如 下 修 收 :对 角 元 素 玉 , 箭 以 大 数 a 
(а 可 取 10" 左 右 量 级 ), 并 将 P, 用 «Ка, 取代 ,部 


K, Қыс" Қ, а Ё; 
Ka K, *** К 4; Ë 
Ka Ka = [Ka = қ,| Ya ?= (2.2.57) 
Ka К “.. к, а, р, 
经 过 修改 后 的 第 ;个 方程 为 


Kaai + Кра, + = + ак уа, + "Кра, = aK а, 
由 于 аК„®К „(15 5), ВАН аК „а, 项 较 其 它 项 要 大 得 多 ,因此 近似 得 到 
aK а, == АК,а, 
则 有 a; = а; 

对 于 多 个 给 定位 移 G=c1,c;,…,c) 时 , 则 按 序 将 每 个 给 定位 移 都 作 上 述 修正 ,得 到 全 
部 进行 修正 后 的 和 P, 然 后 解 方 程 则 可 得 到 包括 给 定位 移 在 内 的 全 部 结 点 位 移 值 。 

这 个 方法 使 用 简单 ,对 任何 给 定位 移 ( 零 值 或 非 零 值 ) 都 适用 。 采 用 这 种 方法 引入 强制 
边界 条 件 时 方程 阶 数 不 变 , 结 点 位 移 顺序 不 变 , 编 制程 序 十 分 方便 ,因此 在 有 限 单元 法 中 
经 常 采用 。 

从 变 分 意义 上 讲 , 最 小 位 能 原理 要 求 场 函数 满足 几何 方程 和 位 移 边界 条 件 , 但 有 限 单 
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元 法 选择 场 阔 数 时 未 考 唐 满足 位 移 边 界 条 人 媳 的 要 求 ,因此 必须 将 此 约束 条 忻 (aj 二 aj,j= 
cyesyac0 引 入 旋 函 ,建立 相应 的 约 东 变 分 原理 使 之 得 到 满足 。 采 用 罚 苗 数 法 引入 位 移 
边界 条 件 并 经 过 适当 变化 ,就 可 得 到 对 角 元 素 乘 大 数 法 。 

引入 位 移 边 界 条 件 后 ,消除 了 天 矩阵 的 奇异 性 ,可 以 由 (2. 2. 32) 式 求 得 结构 的 结 点 
位 移 e。 然 后 回 到 单元 中 ,用 已 知 的 单元 结 点 位 移 , 按 (2, 2. 13) 式 和 (2. 2,18) 式 就 可 以 求 
出 单元 的 应 变 和 和 应力。 


2.2.8 应 用 举例 


例 1 厚 壁 图 简 受 内 压 。 圆 简 内 壁 半径 80, 外 壁 半径 84, 内 压 50.0。 切 出 中 间 典 型 的 
一 片 可 按 平 面 应 变 问 题 进行 计算 ,由 于 对 称 , 取 1/4 ШЙ ЖНГ Т. ЖЕ М = ДИЕ 
元 划分 见 图 2.8。 三 角形 单元 的 二 个 边 长 比 一 般 应 控制 不 大 于 1 : 2。 由于 是 常 应 变 单 元 ， 
单元 应 力 值 在 真 解 二 侧 操 葛 , 取 租 邻 单元 应 力 的 平均 值 作为 有 限 元 解 的 计算 值 , 则 有 限 元 
解 与 精确 解 的 相对 误差 ,对 于 主要 应 力 mw 来 说 不 超过 1. 5% 。 这 种 良好 的 结果 也 说 明了 有 有 
很 元 解 的 可 车 性 。 


{tc} 有 限 元 应 力 甫 与 理论 信 比 较 


(0) ЙЕЛ 


图 2.8 原点 简 受 内 压 


例 2 均匀 应 力 场 中 圆 孔 附近 的 应 力 集中 间 题 。 取 无 限 大 板 的 一 部 分 , 板 的 边缘 处 为 
均 义 密 力 场 。 网 格 划分 如 图 2. 9 所 示 。 按 各 向 同性 及 正 交 各 向 异性 两 种 材料 分 别 计算 , 材 


* 的 束 变 分 原理 邦 见 8. 3 节 
. 54 + 
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料 参数 当 注 骨 于 图 2. 10, [{ 2. 10(a) 及 (6) 分 别 给 出 了 各 向 同性 材料 与 正 交 各 向 异性 材料 
有 限 元 计算 结果 及 与 解析 解 的 比较 。 由 图 可 见 , 两 者 符合 良好 


图 2.10 理论 解 与 有 限 光 计算 结果 的 比较 


- ARAE ”一 精确 上 解 
(а) 各 向 同性 材料 (65 正 交 各 向 异性 材料 
СЕ,-1.Е,ғ«3,и:-а0, lyy=0 ,Gry=0, 42) 


以 上 两 个 算 例如 将 网 烙 进 一 步 划 细 , 结 果 还 能 得 到 改善 。 随 着 网 格 加 密 , 有 限 元 近似 
解 收敛 于 真 解 。 


23 广义 坐标 有 限 单元 法 的 一 般 格式 


二 维 或 三 维 连续 体 离散 为 有 限 个 单元 的 集合 体 , 要 求 单元 具有 简单 而 规则 的 几何 形 

状 以 便于 计算 。 常 用 的 二 弘 单 元 有 三 角形 或 矩形 ,常用 的 三 维 单元 有 四 面体 (三 角 锥 ) E 

面体 或 平行 六 面体 ,同样 形状 的 单元 还 可 有 不 同 的 单元 结 点 数 ,如 二 维 三 角 单元 除 3 结 点 

外 还 可 有 6 结 点 .10 结 点 的 三 角形 单元 ,因此 单元 种 类 繁多 , 图 2. 11 中 例 举 了 一 些 二 .二 
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维 问题 中 常用 的 单元 形式 。 如 何 选择 合适 的 单元 进行 计算 ,涉及 到 求解 问题 的 类 型 .对 计 
算 精度 的 要 求 以 及 经 济 性 等 多 方面 的 因素 。 这 一 节 要 讨论 的 是 对 于 众多 的 单元 建立 有 限 
元 方程 的 一 般 格 式 。 


зж 4 早点 V 8 结 点 
Е 15 8 半点 БИ рай 
өш 20 Ен 
(аз Bi sÉ л (5) = Аї т. 
图 2.11 二 三维 常用 单元 举例 


231 选择 单元 位 移 函 数 的 一 般 原则 


单元 中 的 位 移 模 式 一 般 采 用 以 广义 坐标 8 为 待定 参数 的 有 限 项 多 项 式 作为 近似 函 
数 ,如 3 结 点 三 角形 单元 的 (2. 2. 1) 式 。 有 限 项 多项式 选取 的 原则 应 考虑 以 下 几 点 : 

1. 广义 坐标 是 由 结 点 场 变 量 确定 的 , 因 兹 它 的 个 数 应 与 结 点 自由 度数 相等 。 如 3 结 
点 三 角形 单元 有 6 个 结 点 自由 度 ( 结 点 位 移 ) ,广义 坐标 个 数 应 取 6 个 ,因此 二 个 方向 的 位 
移 x 和 vw 各 取 三 项 多 项 式 。 对 于 4 结 点 的 矩形 单元 ,广义 坐标 数 为 8, 位 移 函 数 可 取 四 项 
多 项 式 作 为 近似 函数 。 

2. 选取 多 项 式 时 ,常数 项 和 坐标 的 一 次 项 必须 完备 。 位 移 模 式 中 的 常数 项 和 一 次 项 
反映 了 单元 刚体 位 移 和 和 党 应 变 的 特性 。 当 划分 的 单元 数 趋 于 无 穷 时 ,单元 缩小 将 于 一 点 ， 
此 时 单元 应 变 应 趋 于 常 应变 。 

为 了 保证 单元 这 两 种 最 基本 的 特性 能 得 到 清 足 ,因此 要 求 位 移 模 式 中 一 定 要 有 常数 
项 和 完备 的 一 次 项 。3 结 点 三 角形 单元 的 位 移 模式 正好 满足 这 个 基本 要 求 。 

3. 多项式 的 选取 应 由 低 阶 到 高 阶 ,尽量 选取 完全 多 项 式 以 提高 单元 的 精度 。 一 般 来 
说 对 于 单元 边 每 边 具有 2 个 端 结 点 的 应 保证 一 次 完全 多 项 式 , 如 图 2. 11 中 的 二 维 3 结 
点 .4 结 点 单元 或 三 维 4 结 点 .6 结 点 单元 及 8 结 点 单元 ,每 边 有 3 个 结 点 时 应 取 二 次 完全 
多 项 式 , 如 图 中 的 二 维 & 结 点 .8 结 点 单元 和 三 维 20 结 点 单元 。 若 由 于 项 数 限制 不 能 选取 
完全 多 项 式 时 ,选择 的 多 项 式 应 具有 坐标 的 对 称 性 。 并 且 一 个 坐标 方向 的 次 数 不 应 超过 完 
全 多 项 式 的 次 数 。 

不 同 结 点 单元 位 移 模 式 的 选择 将 在 以 后 儿 节 及 下 一 章 结 合 具 体 单元 进行 讨论 。 


23.2 广义 坐标 有 限 元 的 一 般 格式 


结合 一 般 格 式 我 们 将 给 出 2.2 节 中 已 讨论 过 的 3 结 点 三 角形 元 的 相应 式 子 ,以 帮助 
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读者 掌握 和 应 用 一 般 格式 。 


1. 以 广义 坐标 月 为 待定 参数 ,给 出 单元 内 位移 


и = ФВ (2, 3, 1) 


对 于 二 维 问题 


2， 用 单元 结 点 位 移 a 表示 广义 坐标 有 
惯用 的 单元 结 点 位 移 排列 是 


三 角形 常 应 变 单元 

(局 部 结 点 编码 jm 用 1,2,3 ҚО 
и = В, + х t Ву 
v = B, + ёх + деу 


B= ГВ, Ё. + 8.1? 
p=[1 < у] 


a = [u қош о eT 


为 便于 求解 广义 坐标 B, 可 采用 另 一 表示 方法 ,如 


а= ЕЗ ИН, 


(2. 3. 1) 式 中 代入 单元 结 点 坐标 得 到 


а = АВ (2. 3. 2) 
二 维 问题 
ia 
0 
用 (2. 3. 2) 式 解 出 月 
В-ата (2.3.9) 


3， 以 单元 结 点 位 移 wa БЕЛ иН НЕЕ N 将 (2. 3. 3) 式 


代入 (2.3.1) 式 


2. 3. 4) 


4° = [n Нұ ts VI ©» тз]? 


detå=]Ä | = 2A 
=а Ñ+ a; + а; 


тоса 一 bata 


其 中 
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М” --фА-! N? = AoA = (М, М, №.) 
=[ N N ...] = 1 f f | 
! : N, 3AC + Bx + су) 
G = 1,2,3) 


N W М, М, 0 0 М 
© Lo o O М М, М, 


ЖаН а 改 为 一 般 排列 顺序 a， 

NE 
и =Ма (2.3.5) N =[N, М, №] 
N=[N, М, М, +] М,-іМ, (= 1,2,3) 


4. PLS 328 5 а 表示 单元 应 变 和 应 力 


МАР, £ —=Lu e= [e ғ, Ya] 
=B(z=,y)y@ (2.3.6) 2 0 
ar 
B = LN = 9 
L б Зу 
д д 
ду a 
应 力 ; 由 弹性 变形 产生 的 应 力 
с = De = DBE 
当 有 初 应 力 o, 和 初 应 变 & 时 ,应 力 的 一 般 式 是 
a= D(g — є) + о, = ВВа - De, + о, (2.3.7) 
5 用 最 小 位 能 原理 建立 高 散 体 系 的 结 点 平衡 方程 
系统 总 位 能 的 离散 形式 
п, = У) [U + glav + У) | жӛ (2.3.8) 


将 (2. 3.5) 一 (2. 3.7) 式 代入 上 式 并 将 单元 结 点 位 移 a° 用 结构 结 点 位 称 a б. В.а = 
Ga, (2.3.8) ЖЕУ 


1 
I, Эсі 21, В'Вауба - |, вебу 
+Í Broudy — | муу - (ім as] 
у у 


. 58 • 


= атка —атР (2.3. 9) 


2 
总 位 能 的 变 分 8, 一 0; 得 到 有 限 元 求解 方程 
Ka = P | (2.3,10) 
其 中 
K = SGKG (2.3.11) 


K = | BDBdV (2.3.12) 
і v, . 


AC 3. 12) 是 单元 刚度 矩阵 的 普遍 公式 。 


(2. 3.9) 式 中 的 节 是 作用 在 连续 体 边界 上 的 力 ,包括 作用 在 有 关 单 元 边界 上 的 分 布 

力 和 作用 在 结 点 上 的 集中 力 两 部 分 。 为 了 方便 起 兄 可 以 将 这 两 部 分 外 载 分 开 , 将 了 作为 
分 布 面 力 , 结 点 集中 力 用 下 表示 , 则 载荷 列 阵 P 可 以 写作 
P =P; 十 Ps + P, + Р, + Р 


_ (2.3.13) 
= GTP + Pš + P; + P) + P, 


其 中 
Р; = | N: fay Р; = | eras 
v, т 


Р; =- | Во ДУ Р. = | BTDedy (2.3.14) 
Y v. 


结 点 集中 力 列 降 

(2. 3. 14) 式 是 计算 单元 等 效 结 点 载荷 列 阵 的 普遍 公式 。 
6. 引入 强制 边界 条 件 

т. 解 方程 得 到 结 点 位 移 

в. 进行 需要 的 辅助 计算 

如 利用 (2. 3. 6) 《2. 3.7) 式 计算 单元 应 变 和 应 力 ,也 可 按 需 要 计算 其 他 项 目 。 

由 上 面 过 程 可 以 看 到 

1~3 是 假定 位 移 模式 .求解 广义 坐标 ,最 后 得 到 单元 揪 信 函数 , 这 三 步 是 广义 坐标 有 
限 元 的 特征 。 

4~5 是 利用 变 分 原理 建立 有 限 元 格式 的 一 般 方法 。 这 里 用 的 是 最 小 位 能 原理 ,建立 
以 位 移 为 基本 场 变量 的 有 限 元 求解 方程 ,求解 平衡 问题 。 

6~8 是 建立 有 限 元 方程 后 的 一 般 解 法 和 计算 步骤 。 

广义 坐标 有 限 元 可 能 产生 的 困难 是 : 当 位 移 函 数 选择 不 恰当 时 ,可 能 不 存在 A NE 
求解 产 义 坐标 月 成 为 不 可 能 。 同 时 , 当 单元 结 点 较 多 时 , 解 广义 坐标 的 过 程 显得 繁琐, 因此 
也 可 以 利用 自然 坐标 直接 构造 单元 的 插值 函数 ,这 样 就 可 以 各 免 求解 广义 坐标 的 过 程 , 建 
立 有 限 元 的 方程 和 求解 只 需 从 第 4 步 开始 。 

本 章 第 5 节 将 结合 矩形 单元 和 高 精度 三 角形 单元 讨论 直接 建立 单元 插值 函数 的 方 
法 ,关于 建立 单元 揪 值 函数 更 系统 方法 将 在 下 一 举 中 给 出 。 
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24 有 限 元 解 的 性 质 和 收 伍 性 
241 有 限 元 解 的 收敛 准则 


将 这 一 章 前 面 讨论 的 内 容 与 第 1 章 比较 可 以 看 出 ,有 限 单元 法 作为 一 种 数值 方法 可 
以 认为 是 里 兹 法 的 一 种 特殊 形式 ,不 同 在 于 有 限 单元 法 的 试探 尔 数 是 定义 于 单元 ( 子 域 ) 
而 不 是 全 域 。 因 此 有 限 元 解 的 收 合 性 可 以 与 里 兹 法 的 收 钱 性 圣 比 进行 讨论 。 里 兹 法 的 收 
敏和 茶 件 是 要 求 试探 函数 具有 完全 性 和 连续 性 ( 见 1. 3. 3 节 ) ,这 些 要 求 在 有 限 单 元 法 中 如 
何 具体 体现 呢 ? 

在 有 限 单元 法 中 , 场 函 数 的 总 体 泛 函 是 由 单元 证 函 集成 的 。 如 果 采 用 完全 多 项 式 作为 
单元 的 插值 函数 ( 即 试探 函数 ), 则 有 限 元 解 在 一 个 有 限 尺 寸 的 单元 内 可 以 精确 地 和 真正 
解 一 至 .但 是 实际 上 有 限 元 的 试探 函数 只 能 取 有 限 项 儿 项 式 , 因 此 有 限 元 解 愉 能 是 真正 解 
的 一 个 近似 解 管 ,我 们 需要 研究 在 什么 条 件 下 , 当 单 元 尺寸 扑 于 零 时 ,有 限 元 解 趋 于 真正 
解 。 

下 面 仍 以 含有 一 个 待 求 的 标量 场 函 数 为 例 , 微 分 方程 是 

Аф) = L + b = 0 (2.4.10 
АЛ Н 12 ЕҢ Ж 


Н = [oco 十 А 十 bt O (904,9 


BEZKN PES ЕИ Е m 阶 的 各 阶 导 数 , 若 m ӘЖЕ ЗЕ, ЛІМІ 


数 8 至 少 必须 是 mw 次 多 项 式 。 若 取 户 жылы ПИАТ pm AR ó 
及 其 各 阶 导 数 在 一 个 单元 内 的 表达 式 如 下 、: 


$= Ë, + Вх + Ва? + Вх + + + В.т? 
a£ = 8, + 2B,z + 38,z*° 十 … 十 pprt 


г: 
s£ = 28, + 6B,z + e + pip — DAt (2.4. 3) 


TE mif, + Cm + Dianz + + алы 


由 上 式 可 见 ,由 于 #Ж p 次 完全 多 项 式 ,所 以 它 的 直至 m 阶 导数 的 表达 式 中 都 包含 


有 常数 项 。 当 单元 尺寸 趋 于 零 时 ,在 每 一 单 元 内 $ 及 其 直至 т 阶 导 数 将 趋 于 它 的 精确 值 ， 
即 趋 于 常数 。 因此 ,每 一 个 单元 的 泛 函 有 可 能 趋 于 它 的 精确 值 。 如 果 试 探 函 数 还 满足 连续 
性 要 求 , 那 么 整个 系统 的 泛 函 将 趋 于 它 的 精确 值 。 有 限 元 解 就 趋 于 精确 解 ,也 就 是 说 解 是 
Ка. 
从 土 述 讨论 可 以 得 到 下列 收 合 准 则 ， 
准则 1 完备 性 要 求 .如 果 出 现在 泛 浮 中 场 函数 的 最 高 阶 导 数 是 m 阶 , 则 有 限 元 解 收 
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伍 的 条 件 之 一 是 单元 肉 场 函数 的 试探 画 数 至 少 是 闫 次 完全 多 项 式 。 或 者 说 试探 函数 中 必 
ЛЕБЯЖ Е 3 т 阶 导 数 为 常数 的 项 。 

单元 的 搬 值 函数 满足 上 述 要 求 时 ,我 们 称 单元 是 完备 的 。 

至 于 连续 性 的 要 求 , 当 试探 范 数 是 多 项 式 的 情况 下 ,单元 内 部 函数 的 连续 性 显然 是 满 
是 的 ,如 试探 函数 是 mm 次 多 项 式 , 则 单元 内 部 满足 C._, 连 续 性 要 求 ,因此 需要 特别 注意 的 
是 单元 交界 面 上 的 连续 性 ,这 就 提出 另 一 个 收敛 准则 。 

准则 2 协调 性 站 求 . 如 果 出 现在 泛 函 中 的 最 高 阶 导 数 是 mx 阶 , 则 试探 函数 在 单元 交 
界面 土 必须 具有 C1 连续 性 , 即 在 相 邻 单元 的 交界 面 上 应 有 函数 直至 m— 1 阶 的 连续 导 
Ж. 

当 单 元 的 播 值 函数 满足 上 述 要 求 时 ,我 们 称 单元 是 协调 的 。 

简单 地 说 ,当选 取 的 单元 既 完 备 又 协调 时 ,有 限 元 逢 是 收敛 的 , 即 当 单 元 尺寸 趋 于 霍 
时 ,有 限 元 解 趋 于 真正 解 。 我 们 称 这 种 单元 为 协调 单元 。 

需要 指出 的 是 ; 当 泛 函 中 出 现 的 导数 高 于 一 阶 (例如 板 壳 问题 , 汉 函 中 出 现 的 导数 是 
2 阶 ) 时 , 则 要 求 试探 函数 在 单元 交界 面 上 具有 连续 的 一 阶 或 高 于 一 阶 的 导数 , 即 具 有 С, 
或 更 高 的 连续 性 ,这 时 构造 单元 的 播 值 函 数 比 较 困难 。 在 某 些 情况 下 ,可 以 放松 对 协调 性 
的 要 求 , 只 要 这 种 单元 能 通过 分 片 试验 ,有 限 元 解 仍然 可 以 收敛 于 正确 的 解 丛 。 这 种 单元 
称 为 非 协调 元 ,我们 将 在 第 5 章 以 及 板 壳 有 有限 元 中 分 别 加 以 讨论 。 


2.4.2 收银 准 则 的 物理 意义 


为 了 从 物理 意义 上 加 深 对 收 全 准则 的 理解 ,我 们 以 平 商 问题 汶 例 加 以 说 明 。 

EFFERRE H, 中 出 现 的 是 位 移 w 和 % 的 一 次 导数 , 即 e,、e,、7,, 因 此 mw=1。 
KIEN т 要 求 插值 函数 或 位 移 函 数 至 少 是 z、y 的 一 次 完全 多 项 式 。 我 们 知道 位 移 及 其 
一 阶 导数 为 常数 的 项 是 代表 与 单元 的 刚体 位 移 和 常 应 变 状态 相应 的 位 移 模式 。 所 以 完备 
性 的 要 求 由 插值 咕 数 所 构成 的 有 限 元 解 必须 能 反映 单元 的 刚体 位 移 和 常 应 变 状 态 。 若 不 
能 满足 上 述 要 求 ,那么 赋予 结 点 以 单元 刚体 位 移 ( 零 应 变 ) 或 常 应 变 的 位 移 信 时 ,在 单元 内 
部 将 产生 非 零 或 非常 值 的 应 变 ,这 样 有 限 元 解 将 不 可 能 收 僵 于 真正 解 。 

应 该 指出 ,在 Bazeley 等 人 开始 提出 上 述 收 分 准则 时 ,是 要 求 在 单元 尺寸 趋 于 零 的 极 
限 情 况 下 满足 完备 仁 收敛 准则 ,如 果 将 此 收敛 准则 用 于 有 限 尺寸 的 单元 ,将 使 解 的 精度 得 
到 改进 。 

对 于 平面 问题 ,协调 性 要 求 是 C, 连续 性 , 即 要 求 位 移 洋 数 ww 的 零 阶 导数 ,也 就 是 位 
HRR HJERTER LEEN, 

如 果 在 单元 交界 面 上 位 移 不 连续 ,将 在 交界 面 上 引起 无 限 大 的 应 变 , 这 时 必须 有 发 生 
于 交界 面 上 的 附加 应 变 能 补充 到 系统 的 应 变 能 中 去 ,而 我 们 在 建立 泛 函 П, 时 ,没有 考虑 
这 种 情况 ,而 只 考虑 了 产生 于 各 个 单元 内 部 的 应 变 能 。 因 此 ,倘若 边界 上 位 移 不 连续 ,有 限 
元 解 就 不 可 能 收敛 于 真正 解 。 

可 以 看 到 最 简单 的 3 结 点 三 角形 单元 的 插值 函数 斌 满足 完备 性 要 求 ,也 满足 协调 性 
要 求 , 因 此 采用 这 种 单元 , 解 是 收获 的 。 

应 当 指 出 ,对 于 二 ,三 维 弹性 力学 问题 , 涝 函 中 出 现 的 导数 是 一 阶 (m 二 1) ,对 近似 的 
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位 移 函 数 的 连续 性 区 求 仅 是 Ce 连续 性 ,这 种 只 要 求 函 数 自身 在 单元 边界 连续 的 要 求 很 容 
易 得 到 满足 ,本章 的 后 面 几 节 还 将 介绍 一 些 满足 连续 性 要 求 的 协调 单元 ， 
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上 节 中 我 们 已 经 讨论 了 有限 元 解 收敛 的 条 件 . 若 单元 的 揪 人 函数 是 完备 而 协调 的 , 当 
单元 尺寸 不 断 缩小 而 趋 于 零 时 ,有 限 元 解 将 趋 于 真正 解 。 在 有 些 情况 下 ,如 果 用 于 有 限 元 
场 函数 近似 解 的 多 项 式 展 开 能 精确 地 拟 合 真正 解 . 则 在 腿 数目 的 单元 划分 (甚至 仅仅 是 
一 个 单元 ) 的 条 件 下 ,也 能 得 到 精确 的 解答 .例如 真正 解 是 二 次 函数 , 若 有 限 元 的 插值 函数 
也 包括 了 二 次 的 完全 多项式 , 则 有 限 元 解 就 能 得 到 精确 的 解答 。 

以 上 论述 可 以 帮助 我 们 决定 有 限 元 解 的 收敛 速 度 。 因 为 精确 解 总 可 以 在 域内 一 点 ; 
的 邻 域内 展开 为 一 个 多 项 式 ,例如 平面 问题 中 的 位 移 w 可 以 展开 为 


2E) Ar + ЕНЕ e (2. 4.4) 


如 采 人 在 尺 二 为 站 的 单元 内 ,有 限 元 解 采 用 p 阶 完全 多 项 式 , 则 它 能 局 部 地 拟 合 上 述 
Taylor 展开 式 直 到 М.Т Ar Ay EA МЫ ЯН и НАЗЫ ОСУ, 例如 
平面 问题 采用 3 结 点 三 角形 单元 , 播 值 函数 是 线性 的 , 即 2 一 1, 所 以 z НЕЕ ОСАО, 
可 预计 收敛 速度 也 是 Op) 的 量 级 ,也 就 是 说 将 有 限 元 阿 格 进一步 骨 分 ,使 所 有 单元 尺寸 
减 半 , 则 下 的 误差 是 前 一 次 网 格 划 分 误差 的 (1723?? 一 174。 

类 似 的 论证 可 以 用 于 应 变 、 应 力 以 及 应 变 能 等 误差 和 收 佛 速 度 的 估计 ,例如 应 变 是 由 
位 移 的 m 阶 导数 给 出 的 , 则 它 的 误差 是 OG-"+1), 当 平面 问题 采用 3 结 点 三 角形 单元 
时 p=m=l , 则 永 变 的 误差 估计 是 Da) 。 至 于 应 变 能 ,因为 它 是 由 应 变 的 平方 项 表示 的 ， 
所 以 一 般 博 况 下 误差 是 DC "5 МЕННЕН 3 结 点 三 角形 单元 时 ,误差 是 
OR), 

在 上 面 的 讨论 中 ,虽然 形式 上 对 误差 做 出 了 量 级 上 的 估计 ,但 实际 上 并 不 能 对 有 限 元 
解 的 误差 做 出 具体 的 估计 。 而 后 者 往往 是 实际 分 析 工 作 所 需要 的 。 为 此 ,一 般 可 以 通过 两 
种 途径 来 解决 : | 

(1) 选择 一 个 已 知 解析 解 的 相同 类 型 的 问题 ,求解 域 足 可 能 和 实际 分 析 的 问题 相近 ， 
并 采用 相同 形式 的 单元 和 差不多 的 网 格 划 分 ,用 此 问题 有 限 元 解 的 误差 可 以 估计 实际 问 
题 的 误差 。 

(2) 利用 以 上 讨论 中 关于 收敛 速 度 的 量 级 估计 ,采取 外 推 的 方法 求解 校正 的 解答 。 因 
为 当 泛 函 取 极 值 时 ,如 有 限 元 的 插值 本 数 满足 完备 性 和 协调 性 的 要 求 , 则 单元 尺寸 hx0 
时 ,有 限 元 解 应 是 单调 收 化 的 。 因 此 ,如 第 一 次 网 格 划 分 的 解 管 是 ui, 然后 将 各 单元 尺寸 
减 半 作 为 第 二 次 的 网 格 划 分 ,得 到 解答 为 u 车 已 知 收敛 速度 是 OCh"), 则 可 由 下 式 预 测 
精确 解 и 


HI н КА ОСА") — 
а-а” ОСУ? (2.4.5) 


若是 平面 间 题 采用 З 结 点 三 角形 单元 , 则 * 一 2, 上 式 可 写作 
ш 一 ыи O (h°) 


а — u ОСА 74 
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即 可 推 得 精确 解 
. ы = 5 (ан) — ну? 


但 是 需要 注意 的 是 ,以 上 所 讨论 的 误差 仅 是 离散 误 郑 。 即 一 个 连续 的 求解 域 被 划分 成 
有 限 个 子 域 (单元 ) ,由 单元 的 试探 函数 近似 整体 域 的 场 函数 所 引起 的 误差 。 

另 一 主要 误差 是 计算 机 有 限 的 有 效 位 数 ( 字 长 ) 所 引起 的 , 它 包 含 舍 人 (四 会 五 入 ) 误 
差 和 截断 (原来 的 实际 位 数 被 截取 为 计算 机 人 允许 的 有 限 位 数 ? 名 差 。 前 者 带 有 概率 的 性 质 ， 
主要 靠 增加 有 效 位 数 (如 采用 双 精 度 计算 ) 和 减少 运算 次 数 ( 如 采用 有 效 的 计算 方法 和 合 
理 的 程序 结构 ) 来 控制 。 后 者 除 与 有 效 位 数 直 接 有 关外 ,还 与 结构 (最 终 表 现 为 刚度 矩阵 》 
的 性 质 有 密切 关系 .例如 结构 在 不 同方 向 的 刚度 煌 差 过 于 世 殊 ,可 能 使 最 后 的 代数 方程 组 
成 为 病态 ,从 而 使 解答 的 误差 很 大 ,甚至 导致 求解 失败 。 


244 位 移 元 解 的 下 限 性 质 
用 变 位 移 的 最 小 位 能 变 分 原理 建立 的 有 限 元 我 们 称 之 为 位 移 元 , 它 的 未 知 场 变量 是 
位 移 。 可 以 用 变 分 过 程 分 析 位 移 元 的 近似 解答 与 真正 解 偏 高 的 性 质 。 
系统 总 位 能 的 离散 形式 由 (2. 3. DER 
П, = та'Ка атр (2.3.9) 
由 变 分 并 ,= 一 0 得 到 有 限 元 求解 方程 
Ka = P (2.3.10) 
将 (2, 3. 10) 式 代入 (2. 3.9) 式 得 到 


П, = 47 Ка — «Қа 一 一 +а'Ка =—U (2.4.6) 
在 平衡 情况 下 ,系统 总 位 能 等 于 负 的 应 变 能 。 因 此 p= Д USU mae 


在 有 限 元 解 中 ,由 于 假定 的 近似 位 移 模 式 一 般 来 说 总 是 与 真正 解 有 差别 ,因此 得 到 的 
系统 总 位 能 总 会 比 真正 的 总 位 能 要 大 。 我 们 把 有 限 元 解 的 总 位 能 ,应 变 能 ,刚度 矩阵 和 结 


ALBH й, К.а ААРОН ЭСЕН I, U К.а Ж. Р ЙЫП, 
U=U 


即 атк а< a!Ka (2.4.7) 
对 于 真正 解 有 Ка = Р | 

А (2. 4. 8) 
对 于 近似 解 有 Ка--Р 


将 (2. 4. DRA (2.4. 7) 式 得 到 
aP < аїр | I (2. 4. 9) 
由 《2, 4. 9) 式 可 以 看 出 近似 解 应 变 能 较真 正解 要 小 ,这 是 由 于 近世 解 的 位 移 ат 总 体 上 较 
真正 解 的 位 移 a 小。 位 移 元 得 到 的 位 移 解 总 体 上 不 大 于 真正 解 , 即 解 具 有 下 限 性 质 。 
位 移 解 的 下 限 性 质 可 以 解释 如 下 :单元 原 是 连续 体 的 一 部 分 ,具有 无 限 多 个 自由 度 。 
在 假定 了 单元 的 位 移 函 数 后 ,自由 度 限 制 为 只 有 以 结 点 位 移 表 示 的 有 限 自由 度 , 即 位 移 函 
数 对 单元 的 变形 进行 了 约束 和 限制 ,使 单元 的 刚度 较 实际 连续 体 加 强 了 ,因此 连续 体 的 整 
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体 刚度 随 之 增加 ,高 散 后 的 下 较 实际 的 下 为 大 ,因此 求 得 的 位 移 近 似 解 总 体 上 (而 不 是 每 
一 点 ) 将 小 于 精确 和 解 。 


25 矩形 单元 和 高 精度 三 角形 单元 


二 维 连 续 体 离散 时 ,可 以 采用 矩形 单元 和 高 精度 三 角形 单元 。 插 值 函 数 用 自然 坐标 表 
示 。 为 了 解决 高 精度 单元 中 求解 广义 坐标 的 困难 ,我 们 还 将 讨论 用 自然 坐标 ( 夯 积 坐标 > 直 
接 给 出 三 角形 单元 的 插值 函数 的 方法 。 


2.5.1 4 结 点 矩形 单元 


边 长 为 24 Ж 25 的 矩形 单元 , 取 4 个 角 点 作为 结 点 ,用 局 部 结 点 编码 1~4 表示 ,为 了 
简便 ,坐标 原点 取 在 单元 形 心 上 ,并 以 平行 于 单元 两 双 对 边 的 对 称 轴 作 为 + A y g. 
图 2.12。 单元 共有 8 个 结 点 自由 度 ,广义 坐标 数 应 取 
8, 因 此 ry 每 个 方向 的 位 移 可 取 4 项 多 项 式 。 广 义举 
标 和 位 移 多 项 式 选择 如 下 ; 

月 一 [8 Bñ, Мы 8.) 

ф=[1 < у ху] 
位 移 模 式 是 具有 完全 一 次 式 的 非 党 全 二 次 式 。 因 为 它 
在 zy 方向 星 线性 变化 ,所 以 矩形 单元 的 这 种 位 称 模 
式 马 称 为 到 线性 位 移 模 式 。 也 下 是 由 于 在 单元 的 边界 
та 及 y= 十 5 上, 位移 是 按 线性 变化 的 , 且 相 邻 单 _ 
元 公共 结 点 上 有 共同 的 结 点 位 移 值 ,因此 保证 了 两 个 212 MERT 
相 邻 单元 在 其 公共 边界 上 位 移 的 连续 性 ,这 种 单元 的 位 移 模 式 是 完备 的 和 协调 的 ,满足 解 
ВЭА ТЕ, В а 结 点 矩形 元 是 协调 元 。 

将 4 个 结 点 的 结 点 坐标 代入 位 移 模式 则 得 到 4 个 结 点 的 位 移 


а = [u и и ш VW Ve ve о | (2.5. 2) 


=Â реле (2.5.8) 
0 


(2.5.1) 


现在 则 有 
1 7) Уі ту 
1 2 Уі Ty 
1 1; у; луу» 
1 x у, Z 
(2.5. 3) 式 是 二 组 独立 的 方程 组 ,用 它 可 求 出 广义 坐标 B。 将 求 得 的 月 代入 位 移 模式 可 以 . 
得 到 单元 位 移 通 过 单元 结 点 位 移 的 表达 式 
u = Ми, H Nae t Na t N (2.5.4) 


г 
l 
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о = Мүрү + № + Мур, + Муй, 
其 中 NSN, 为 单元 插值 消 数 。 S ¿= x/a,7= y/b, 则 


N. =Q +50 + Ф 
N, =+ ba +m 
(2.5.5) 
N, = а Әа-т 
1 
Та+да- т 


《3 了 可 以 看 作 竹 形 单元 的 自然 又 标 。 在 一 般 情 况 下 单元 重心 位 置 是 (zo,?o) ,不 在 坐标 原 
点 ,自然 坐标 系 原点 取 在 单元 重心 上 ,整体 坐标 ro 与 自然 坐标 的 转换 关系 是 


=> — 2; 


= = x, + аб, Ё = 
2.5. 6) 


ATARAR B Е ес, ISIL., НАШ НЫ е1, 4 

个 角 点 的 坐标 6,223 101.1):2С—1,102:30—1,—1):40, DRETI 
8-4, =m 

(2.5. 5) 式 可 以 合并 用 一 个 公式 表示 


м, Та + ёа т) 6-1,2.3,4) (2.5.7) 
单元 位 移 的 矩阵 记 法 是 
н 
H = |= ме (2.5. 8) 
Ç 
式 中 
全 一 [zz т шй; т. нұ Фа ш T] 
, (2.5.9) 
N=[N М, N, N,] = [IN, IN, ІМ, ІМ] 
单元 应 变 
e= Lu = Ва = |В, В, В, В, |а: (2.5.10) 
MAFIE E B ЕНЕ 
ӘМ, 1 
= 0 
ӘМ, 
B, = LN; = 0 — ©. 
3у (2.5.11) 
әм, ам, 
ду ж) 


由 于 N, 是 用 自然 坐标 给 出 ， ЭР =, 2-12 наан 然 坐 标的 导 
Ж. 
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== 0 
1 ƏN, | 1. 
В = 0 a Fy -去 | 0 аў,(1 + 60) 
aN, ам, PA +D БЕС + Ф) 
45; "aE 
G = 1,2,3,4) 
单元 应 力 
с = Ге = [5, 8; 8, 5, ја 
式 中 应 力矩 阵 5$ Р ВЕ 
| D&C + m) vag + ё) 
S, = DB, 一 Eo | мб + 9) ата + ё) 
4ab(1 — м) 1 =» 1, 
一 一 aq + i) БЕ (1 + т) 


= 1,2,3,4) 
利用 (2. 5. 12) 式 可 以 计算 单元 刚度 矩阵 。 
若 将 单元 刚度 矩阵 写成 如 下 的 分 块 形式 
Ж, K. K. К, 
Ka К, К. Ka 
K, K+ K, Ka 
K. K. K, K.. 
其 中 任 一 子 块 可 由 下 式 计算 


K, = arpa aza (r,s 一 1,2,3,40 
假如 单元 厚度 : 是 常量 , 则 可 得 到 (2. 5. 15) 式 的 显 式 


K = Ен B м 
"40 — Жак, К, 
其 中 
K, eseli tamta grenadi + 164) 
К, =ab vS, +! "е л.) 
1% 
K, b| м7, + Шаң) 


ж КӨНЕ “ұмы т) 


(тз = 1,2,3,4) 
ЯНҒЫН, ЛЕ. y ЕБ ЕЕ ЕН ЕШТЕ: 


(2. 5. 12) 


(9.5.13) 


(2.5. 14) 


(2.5.15) 


(2. 5, 16) 


(2.5.17) 


对 于 平面 应 变 问 题 , ЛЯ (2.5. 18055 --(2.5.20 s ФИ E RAY E/F), 换 作 


yf/(1 一 万 ) 即 可 。 
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Сика = D -四 二 


(61:62) 


(8T `S 57 


z £ 
+) 
«0-2. (ә ае). 
+ È B % Е 
(eat © +) (m ++ Ea 
8 + -1 сау 
"+o {i+ 一) 二 Е 
z 9 s 2 
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8 š А s Dn onn 
m-i (m +їе }--- “+ D Сони — D — 说- 
9 š z 8 4. 
[г — n — al-F иж - {ei +) 二 ег - 0-6 [z 
z n 2 z А 
Da (+ VT К-а Li tarh- 
(r+ m) — к —ям 他 一 的 二 -ө- ж-т 
他 小 ba — і-ғ {ж — буя 一 w- {E — зу 
кф 好 十 四 一 4-Ф- 
СТЕ 0 tr — m — 
к-ф г 


ы + )д- 
_ y —z 

ee D н-ң 

+ Е 

— s] - іа + D—— 

tr ®{ теза (т +») 

ü +w 一 x +> 

(9) 一 (x + бу * +1 
人 四- 有 

9 zr о 

E-A- «+9 一 


ска т--ь 


с. 


【如 一 D 


= (ЕХЕ) 


|ж = (x 


由 应 力矩 阵 人 2. 5. 14) 式 或 (2. 5. 19) 式 可 见 ,矩形 单元 中 的 应 力 分 量 都 不 是 常量 . 正 应 力 分 
Шо 的 主 项 ( 即 不 与 > ARET y 方向 按 线性 变 
化 ,而 它 的 次 要 项 (与 sy 相 缚 的 项 ) 沿 < 方向 接线 性 变 
化 。 正 应 力 о, 与 此 相反 , 剪 应 力 分 量 r, 则 沿 天 及 ?两 
个 方向 都 旦 线性 变化 ,这 种 一 个 方向 为 常量 , 男 一 方向 
呈 线 性 变化 的 情况 通常 并 不 能 提高 单元 的 精度 。 和 矩形 
单元 明显 的 缺点 是 不 能 很 好 地 符合 曲线 边界 ,包括 与 
坐标 轴 不 平行 的 直线 边界 ,因此 直接 应 用 受到 限制 . 解 
类 土 述 问题 的 方法 之 一 是 采用 第 形 单元 和 三 角形 单元 
混合 使 用 ,如 图 2.13 所 示 。 更 为 一 般 的 方法 是 通过 等 W23 = Es SHE 
参 变换 将 局 部 坐标 内 的 矩形 单元 变 措 为 总 体 坐 标 内 的 单元 联合 使 用 
任意 四 边 形 (包括 曲 边 四 边 形 ) 的 单元 ,这 将 在 第 4 章 中 进行 讨论 。 


2.5.2 高 精度 三 角形 单元 


L 二 次 单元 :6 结 点 三 角形 单元 
单元 的 6 个 结 点 是 三 角形 的 3 个 角 点 及 3 Аун, ОИУ KEA 


式 
В= [8 B, В, ~. PaF (2.5. 21) 
#=[ z y zy æ у] 
位 称 函 教 中 的 常数 项 和 完整 的 一 次 式 满足 收 敏 条 件 中 对 完备 性 的 要 求 。 单 元 边界 上 
位 移 按 二 次 抛物 线 分 布 ,三 个 公共 结 点 正好 保证 相 邻 单元 位 移 的 连续 性 ,满足 了 二 维 单元 
协调 性 的 要 求 。 因 此 ,6 结 点 三 角形 单元 是 协调 单元 。 
这 种 单元 的 应 变 在 两 个 坐标 方向 上 都 呈 线 性 变化 ,应 力也 旦 线性 变化 。 因 此 ,单元 精 
ER 3 结 点 三 角形 单元 要 高 。 
2. 三 次 单元 ,10 结 点 三 角形 单元 
单元 的 10 个 结 点 是 三 角形 的 3 个 角 点 ,每 边 2 个 边 三 分 点 再 加 上 三 角形 的 形 心 作为 
内 部 结 点 。 增加 内 部 结 点 是 为 使 位 移 函 数 可 以 采用 完全 的 三 次 多 项 式 , 有 利于 提高 单元 精 
Ж. шаншады 
= (Ҙ, 8; B, .. aT 
pn P zy y лі у xry у (2.5. 22) 
在 单元 边界 上 位 移 按 三 次 曲线 分 布 ,公共 边 上 的 4 тн 点 正好 保证 相 邻 单元 位 移 的 
协调 性 ,因此 这 种 单元 亦 是 协调 元 
三 次 单元 的 位 移 模式 是 完全 的 三 次 多项式 ,单元 的 应 变 和 应 力 是 二 次 函数 ,精度 高 于 
二 次 单元 。 
以 上 两 种 单元 见 图 2. 14. 
在 三 角形 单元 中 ,采用 上 面 给 出 的 用 广义 坐标 表示 的 位 移 函 数 时 ,求解 广义 坐标 有 以 
及 计算 单元 刚度 矩阵 .等 效 结 点 载荷 列 阵 等 ,运算 十 分 宛 繁 。 假 如 我 们 采用 三 角形 单元 内 
的 一 种 局 部 坐标 (如 同和 矩形 单元 中 的 .总 一 一 面积 坐标 作为 自然 坐标 , 则 可 以 很 方便 地 
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图 2.14 高 精度 三 角形 单元 
(a) 二 诬 单 元 16 结 点 三 骨 形 单元 。 (8) ZW 3 SG:10 结 点 三 角形 单元 
建立 单元 的 插 信 范 数 ,可 使 单元 刚 庶 矩阵 和 等 效 结 点 载荷 列 阵 的 计算 大 为 简化 .有 关 面 积 
坐标 及 其 简单 的 应 用 我 们 在 下 一 节 中 讨论 。 


2.5.3 面积 坐标 为 自然 坐标 时 三 角形 单元 的 插值 函数 及 单元 矩阵 的 计算 


1. 面积 坐标 

三 角形 中 任 一 点 P 与 其 三 个 角 点 相连 形成 三 个 子 三 角形 , 见 图 2.15。 我 们 以 原 三 角 

形 边 所 对 的 角 码 来 命名 此 三 个 子 三 角形 的 面积 , 即 仿 Pim 面积 为 A;, 入 Pmi 面积 为 А), 

АРУ DRY Ane P 点 的 位 置 可 由 三 个 比值 来 确定 
Pellis LLa) 


1,0,0) 


其 中 


1І,-А/А 
L; -А,/А (2, 5.23) 
L, =A,/A 
4 是 三 角形 面积 ,因此 有 
А; + A, + A, = À (2.5.24) (bD | т(0,0,1) 
我 们 称 Lis Lys Ln 为 面积 坐标 。 
面积 坐标 的 特点 是 : 
O 三 角形 内 与 结 点 i 的 对 边 jm 平行 的 直线 上 的 诸 点 有 相同 的 L. 坐标 。 
三 角形 三 个 第 点 的 面积 坐标 是 i(1,0,0) ,jC0,1,0) ,mm(0,0,1)。 
三 角形 三 条 边 的 边 方 程 是 
jmi L,=0; m-i 工 一 0 i 过 L,=0, 
(2) 三 个 面积 坐标 并 不 相互 独立 ,由 于 (2. 5. 24 式 ,三 个 面积 坐标 间 必 然 满足 ， 
| (2.5.25) 
从 上 式 可 见 3 个 面积 坐标 中 只 有 2 个 是 独立 的 。 
由 于 三 角形 的 面积 坐标 与 该 三 角形 的 具体 形状 及 其 在 总 体 坐 标 z, у 中 的 位 置 天 关 ， 
因此 它 是 三 角形 的 一 种 自然 坐标 。 


Tn= 


图 2.15 三 角形 单元 的 面积 坐标 
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2. 面积 坐标 与 直角 坐标 的 转换 关系 

三 角形 的 3 个 角 点 在 直角 坐标 系 中 的 位 
RE iliy JO y p тб, у). 其 中 任 一 
点 卫 在 直角 坐标 中 的 位 置 为 PCr,w), 见 图 
2.16, H А,А.А, А, 等 用 直 骨 坐标 表示 ,就 
可 以 建立 而 积 坐 标 和 直角 坐标 的 转换 关系 。 


ll z y| 


|l z, Yal 


Zi G, + Жк + су? G, jim) (2.5.27) 


AP Ai +b; C; уа; ЭС 5.2. 2. = H (2. 5. 27) 式 可 见 , 面 积 坐 标 Lo, L, L. 与 3 结 点 三 
角形 单元 的 形 函 数 Ni №. М. 完全 相同 。 面 积 坐标 用 直角 坐标 表示 的 矩阵 表达 式 是 


Li а, Ё, С; 1 
р |. zà В h, c; К (2.5.28) 
L 


Ж L. L;, Ж ДЕГ жауу сы АЭН И. ДВЕ 
同 理 y = Yds + y; L, + ya L, 
上 两 式 连同 (2. 5. 25) 式 可 合并 表示 为 
L 
Іші 2.5.20) 
у) іу 3, Yad En 
这 就 是 表 角 坐标 用 面积 坐标 表示 的 表达 式 ， 
也 可 以 表 东 为 面积 坐标 的 同 阶 多 项 式 ,反之 亦 然 。 
3. 面积 坐标 的 微 积分 运算 


z ==,L, + xL + Eml 

l) Fi 1 1 
《2. 5. 28) 式 和 (2. 5. DARA, ЯЇ И ЕАУ CE ЖЕ ЕГ ІНЕ 
面积 坐标 表示 的 函数 对 直角 坐标 求 导 时 ， 采用 一 般 的 复合 函数 求 导 法 则 


2 229, а а, _a аг, 
ж а, ас © aL; ЕТ ЕС 
上 
= 到 = + + b, 元 -| (2, 5. 30) 


3 

| > 24| S E + ©з, <=! 

复合 求 导 中 用 到 
470. 


G, J m) 


面积 坐标 的 其 函数 在 三 角形 全 面积 上 的 积分 公式 为 


afbfc - albie! 
[| гизидзд, = Tie E2yi 


ШАМА ҖЕ РА ЖЕТЕТ Е ЖИ CHIRI 2-7 边 ? 上 的 积分 公式 是 


ar; — 4161 
(шие METET 


AF M ij 边 欧 边 长 ,在 该 边 上 一 0, 因 此 式 中 只 可 能 出 现 二 个 面积 坐标 。 
利用 上 述 积 分 公式 很 容易 求 有 关 的 积分 ,例如 ， 


11010) _ А 2. 
[азау = тож 24 = 3 G J m) 


2А (2, 5.31) 


¿ (2, 5.32) 


, 21010! _ А О 

[аа = TE + 0 + 291247 $ G, m) 
111101 А 2. 

[азау = Пт: о: = 19 Өле) 


这 些 积分 运算 是 十 分 简便 的 ,有 了 这 些 公式 后 ,进行 例如 2.24 节 中 等 效 结 点 载荷 等 
的 计算 将 毫 无 困难 。 

4. 用 面积 坐标 给 出 的 三 角形 单元 的 播 值 画 数 

用 面积 坐标 作为 三 角形 单元 的 自然 坐标 时 ,可 以 直接 得 到 用 面积 坐标 表示 的 插值 欧 
数 而 不 必 经 过 先 求解 广义 坐标 ,然后 再 由 广义 坐标 得 到 单元 畦 导 函 数 的 元 长 计算 过 程 ,并 
. 且 在 得 到 插值 函数 以 后 ,可 以 利用 (2, 5. 30)— (2. 5. 32) 式 很 方便 地 计算 单元 刚度 矩阵 和 
等 效 结 点 载荷 列 阵 。 

下 面 讨论 线性 和 二 次 三 角形 单元 用 面积 坐标 给 出 的 搬 值 隙 数 ， 

(1) 线性 单元 ,3 结 点 三 角形 单元 , 见 图 2. 17C4)。 插值 岗 数 由 一 个 线性 少数 构成 .对 
于 每 个 角 点 ,可 用 通过 其 它 二 个 角 点 的 直线 方程 左 部 的 线性 函数 来 构成 。 例 如 对 于 结 点 
1 可 用 2-3 迪 的 边 方程 来 构成 它 的 插 信 通 数 , 即 

М, = L, 
其 他 二 个 角 点 也 雷同 ,因此 有 
| N =L і-1,2,3 (2.5.33) 
即 线 性 单元 的 三 个 插值 函数 就 是 三 角形 单元 的 三 个 击 积 坐标 。 这 个 结论 早已 在 (2. 5. 27) 
式 中 得 到 了 证 明 。 

(2) 二 次 单元 ,6 结 点 三 角形 单元 ,部 图 2.1700. 

对 于 每 个 结 点 i, 可 以 选择 二 条 宜 线 ; 这 二 条 直线 通过 除 结 点 i 以 外 的 所 有 结 点 ,利用 
直线 方程 的 堪 部 作为 线性 函数 来 构造 插值 函数 。 如 角 点 1, 可 利用 2-3 边 的 边 方程 以 及 过 
边 中 点 4-6 的 直线 方程 ,并 使 在 结 点 1 上 М, =1, 8р 

N, = @L, — OL, 
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(ay 线性 单元 (51) 二 次 单元 


图 2.17 自然 坐标 二 角形 单元 
同 理 , 对 另 二 个 结 点 有 
№, = (2L, — DL, N, = COL, 一 DL; 
3 TBS MERRIA — 5 fE 


М, 一 (2L: = DL; сі == 1,2,3) (2. 5. 34) 
对 于 三 个 边 中 点 ,可 选择 非 此 边 中 点 所 在 的 其 他 二 条 边 作为 直线 方程 , 则 可 得 
N, = Аі, N; = АТЫ. Ns = 41.1, (2, 5. 35) 


THERE HACERSE РАНТЕ. (НЖЖ N U 一 向 以 及 了 N; = 
1 是 否 满足 。 这 部 分 内 容 以 及 更 高 次 单元 如 何 利用 面积 坐标 构造 插值 函数 将 在 第 3 章 中 
系统 讨论 。 

5. 采用 面积 坐标 时 ,单元 算 阵 的 计算 

当 三 角形 单元 采用 面积 坐标 作 自 然 坐 标 时 ,被 积 消 数 可 以 很 方便 地 在 三 角形 单元 全 
域 或 沿边 界 积分 ， 

2. 2. 4 节 中 的 单元 等 效 结 点 载荷 列 阵 , 当 插 秆 函 数 用 自然 坐标 表示 时 ,可 以 直接 利用 
ACZ- 5. 31) 及 (2.5. 32) 求 出 。 

线性 单元 自重 产生 的 等 效 结 点 载荷 ( 见 图 2, 3) H (2. 2, 42) 式 得 到 


9 
Р =Í Ni Б 
а, — р 


-L вр sasay) 


根据 (2,5,31) 式 ,十 式 积分 为 
_ N. _ 110101 201 
f, Nipedzdy = С- pi) т 18А ТАА (2.5.36) 


这 就 是 (2, 2. 43) 式 的 错时 。 
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线性 单元 在 喜 边 作用 有 均 布 侧 压 4( 见 图 2.4) 时 有 
Pa = | Мадз = IN, +T Q, = yi)tds 


=2 (y — spf N. ds 
і 


(2.5.37) 
= 一 Я (т ж убт 
Р, =| Nayds 一 (м. рст; =, )tds 
= çr, 一 - | Nads 
i lj: 
根据 (2. 5, 32) 式 
1101 224 
| һа = пжожр 2 
所 以 (2. 5. 37) 式 积分 得 到 
Pa = 30, — 51 M = >т» 一 эу) (2.5.38) 


Piy = (z; т, > = Larla; т.) 
对 于 PP 可 以 得 到 与 (2. 5. 38) 式 相同 的 结果 。 对 于 Pars Pa ЛР 


Р. 4. 
(ағыны 
НР, Е NM 一 0, 因 此 上 式 积分 为 零 。 综 合 上 述 等 效 结 点 载荷 得 到 
P, = aly: » 2-5 yoy ә-т 0 0 


就 是 (2. 2.47)%, 
这 种 计算 的 简便 ,在 高 次 单元 中 尤为 明显 。 


2.6 轴 对 称 问题 的 有 限 元 格式 


工程 问题 中 经 常会 遇 到 一 些 实际 结构 ,它们 的 丸 何 形状 、 约 东 条 件 以 及 作用 的 载荷 都 
对 称 于 某 一 固定 轴 ,我 们 把 它 称 为 对 称 轴 , 则 在 载 某 作 用 下 产生 的 位 移 、 应 变 和 应 力也 对 
称 于 此 轴 。 这 种 问题 称 为 轴 对 称 问题 。 

在 轴 对 称 问题 中 ,通常 采用 圆柱 坐标 Gr,8,z)。 以 对 称 轴 作 为 轴 , 所 有 应 力 、 应 变 和 
位 移 都 与 9 方向 无 关 , 只 是 x 和 x 的 函数 , 任 一 点 的 位 移 只 有 两 个 方向 的 分 量 , 即 沿 7 方 
向 的 径 向 位 移 ЖИН = 方向 的 轴 向 位 移 mw。 由 于 辅 对 称 ,9 方 向 的 位 移 "等于零 。 因 此 轴 
对 称 问 题 是 二 维 问 题 . 

离散 轴 对 称 体 时 ,采用 的 单元 是 一 些 圆 环 。 这 些 圆 环 单元 与 rz 平面 正 交 的 截面 可 以 
有 不 同 的 形状 ,例如 3 结 点 三 角形 .6 结 点 三 角形 或 其 它 形 式 。 单 元 的 结 点 是 图 周 状 的 镑 
链 ,各 单元 在 r= 平面 内 形成 网 格 。 图 2. 18 所 永 为 3 结 点 三 角形 环 状 单元 。 

对 轴 对 称 问 题 进行 计算 时 ,只 需 取 出 一 个 截面 进行 网 格 划 分 各 分析, 但 应 注意 到 单元 
是 贺 环 状 的 ,所 有 的 结 点 载荷 都 应 理解 为 作用 在 单元 结 点 所 在 的 圆周 上 。 
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本 节 主要 仍 以 3 结 点 三 角形 环 状 单 元 为 例 进行 讨论 。 这 种 单元 适应 性 好 、 计 算 简 单 ， 
是 一 种 常用 的 最 简单 的 单元 。 其它 单元 有 限 元 格式 的 建立 ,途径 是 一 样 的 而 另 一 类 常用 
的 等 参 元 ,将 在 第 4 章 集中 进行 讨论 。 


图 215 三 角形 坏 状 单元 图 2.19 3 结 点 三 角形 环 状 单元 的 xz 截面 


2.61 3 结 点 三 角形 环 状 单元 的 插值 函数 及 应 力 应 变 矩 阵 


1. 位 称 模 式 和 插值 函数 
取出 环 状 单元 的 一 个 截面 гут 如 图 2.19 Блу. алан {у ЖБ 


а zt; 
а“ = sa = 4 
an) |. 
选择 线性 位 移 模 式 
u= (<) ов (2. 6.1) 
Ф 0 
其 中 о | э], b= е =l. B= [A B = AJ 


与 平面 问题 类 同 , 可 以 用 6 个 结 点 位 移 表示 6 个 广义 坐标 82-8 , RE 6. 1) 式 可 以 得 
到 与 平面 问题 类 似 的 表达 式 
и =N + Nju; + Nytta 
w = Маю, 十 Naro + М.ло, (2. 6. 2) 
AF N N N, 是 播 值 函数 
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"or" 


и D (a + D yz _ “y 


МЧ У 
t М Жа — pas 
(“ЕМІН q t q vY 


Gas =s | 


《9T 9 `Z) 
VHA — “у 
HA- HELI DER НИШ НО ҮК е g у 


шш fu ay 
y = 


(ST "9 "47 
(8922) Е Я a 
шу fy "у 
VAGA- = -J 
EEA МОст т8л e 
ШКЕ (Т `9 `2) ЖЫ E 5 АН ҮІ g AEA AEL 3) 


E = £f 
KIMPE -9 DHE 


(tafa) 
("z ге DT = хаз z 


Š 4 
Їй“ ДЭК z ШУ 2 БЫЛА А ЫСЫ 


СЕ1°9°0) 
("a p ft- DI = =s 
Bí 274 БУЕ З Bl LC E WOW НЕДЕН 0-4 T КН ИДУ ГТ 
арарайа g “в- 


(217922) И 
хргрер-яа,9 T Б 

В А ЗЧ ОУ бү КОСУДЫ СЕТ Ес) E [ua НУ ИОС 

ЕЕ 3: [bc gs баса Ұруғы 5 E 09% 


ЖА 022 Bl 
De ,i 
mT Y a 


| RAER EA НЧИ CATA на ге [u (0790 
| ‹(1179'@ tl. iy 


(01:92) 
чү ер 

о (+ Чуу “= DF 
тр у + ч 


"Я 


aty 'f + “ғ 
(%- D G + Dre 


% 


Б; 十 А, £, Же; 
Е(1 — x) A.G, + f.) сі 


. == М G, P ) 
ОУДТ куа 20) Ac, Ab 7" 
Abi + Z. Аус; 
(2.6.10) 1 
_ 1 , | 
A = т А = ууу (2.6.11) | 2 


由 (2.6.10? 可 见 , 单 元 中 除 前 应 力 t, 外 其 它 应 力也 非常 | 

Е. 图 2.20 应 力 分 量 
262 3 结 点 环 状 单元 的 单元 刚度 矩阵 
单元 刚度 矩阵 可 参见 (2. 3. 12? 普 遍 公 式 ,在 轴 对 称 的 情况 下 有 


к -І BTDB-d0drd< 
т 


《2. 6. 12) 
—?я | B'DBrdrdz 
mD 


5 ТЇЙ ЖИН ЕЕ E ~ 一 0 所 引起 的 麻烦 ,把 单元 中 随 点 而 变化 的 x 用 
单元 截面 形 心 处 的 坐标 > 和 = 来 近似 , 即 


r= = TG + ri + r.) 
(2. 6.13) 


ж аш = з (ш + z; + z,) 
这 样 (2. 6. 8) 式 就 近 概 为 
Аа = = +b + % (2,3) 
ETARE АРЕ ЕЕ B ЛУЛЖЕ 5 者 成 了 常量 阵 ,根据 (2. 6.12) 式 很 快 
ШАЯН ЕЕ 


К° =2zrB!DBA 


K, Қ;; Кы C у 
6.1 
= P K; K- ! 
т“ К,, К... | 


AF 4 是 三 角形 环 状 单元 的 截面 积 。 对 于 (2. 6. 14) 式 中 每 一 子 块 
К, 一 2лгВІрВ,А (2.6.15) 


代入 和 也 后 可 以 得 到 


пЕ(] - wr [= K, 


K= A0 3 yG DLK, к) Cros т) (2.6.16) 
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式 中 К, = bp, 十 ff 十 A (6, £, + fb,) 二 А,е,с, 


K, 一 A,c, 0, + ж 十 4,2,6, 
K, = А,Ь, + f.) + Ab, 
K, = сас, 十 Ab, D, 


y 1 — Әу 
1 — ° А = зу 


А, 


2. 6.3 3 МАН ТН Ала УЫ 


> (2. 6. 17) 


ано (2. 3.135 (2. 3. 14) 普 所 公式。 现在 的 等 效 结 点 力 是 由 作用 在 
环 状 单 元 上 的 体积 力 \ 分 布 面 力 等 引起 的 。 对 于 轴 对 称 问 题 (2. 3. 14) 式 可 以 写作 


P; = 2x | N' frdrdz 
а. 
P: 一 2 NiTrds 
s 
P: 一 一 2x f Bie,-drdz 
п 


Р: = zx f B'De,rdrdz 
а a 


ғ ӘЛЕ 
r F, 
r F, F, | 
F = : , ЕМ G = 1,2,= n) 
z, F, 


(2.6.18) 


集中 力 应 是 作用 在 一 图 结 点 上 集中 力 的 总 量 。 式 中 六 是 结 点 的 + bs. F, ЕЛЕНЕ 


结 点 圆周 每 单位 长 度 上 的 集中 载荷 在 > 和 > 方向 的 分 量 。 
下 面 我 们 推导 几 种 常见 载荷 的 等 效 结 点 载荷 。 
1. 自重 


Ж ЕЛЕМ БШ z 垂直 于 地 面 , 此 时 重力 只 有 z 方向 的 分 量 。 设 单位 体积 的 重量 为 p, 


则 体积 力 


代入 (2.6. 18) 式 的 第 一 式 
P = | м 0 
а, — e 
对 于 结 点 i 上 有 
Ру 一 onf N| рана G.J m) 


利用 面积 治标 建立 关系 


《2. 6. 19) 
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r 一 riL; 十 r; L; + Кыйы (2. 


则 有 


II N rdrdz = [ ІГ. + кА; + r,L,)drdz (2. 
п, п, 


利用 面积 坐标 的 积分 公式 (2. 5. 31) 式 可 以 计算 (2. 6. 21) 式 的 积分 


|) Nrdrdz = Á Or; + r; + ra) = SO + ыу сарту @. 
A, 


12 
fü À (2. 6. 1913F) 


P: P. ° G, j m) 《2 
“ |P. - алаға | 7 


2. ао 


若 旋转 机 彼 绕 = 轴 施 转 的 角速度 为 w, 则 离心 力 载荷 


| Я (ге 
Ў, Q 
P: _ Р, N Р аа, d . . 
ир = 2], 44 | rdz G,j m) (2. 


式 中 积分 


| 


Í, Nridrdz = І, L,(r,L, + riL; + rnLn) :drdz 


-АГо, F rF Fmd? H Rr? — гу] 


= [gF + 2rí — Fna] Gjem) (2. 
КА (2. 6. 24) 式 得 到 离心 力 的 等 效 结 点 载荷 
| ре [ZEA оз ү, 
Р, -全 | -| та D T 2 r) (2, ўт) (2. 
ir 0 
3, 均 布 侧 压 


BRETH im 边 作 用 有 均 布 侧 计 q, ҤЕ 
元 边界 为 正 , 如 图 2. 21 面积 力 为 


Zm — m, 
г) 人 | 4 dim 
T = = = 
Т. 一 gcosa r, 一 ғ, 
4 В 
(2. 6.27) 


式 中 К.З mt Em 为 结 点 ілін т 的 坐标 ы] im 
过 的 边 长 。 很 据 (2. 6. 18) 式 的 第 二 式 


478. 


irozo) 


图 2.21 HANER 


6. 


6. 


.20) 


. 21) 


. 222 


23) 


. 25) 


26) 


Р = 2xÍ N, | ds 0.6.28) 
ғ; 


式 中 积分 
[мг = 207 十 r,L; 十 r,L,)ds 
注意 到 沿边 界 im 积分 时 工 ; 一 0,; 上 式 积分 有 


А = + О» + ты (2.6.29) 
代入 (2. 6. 28) 式 得 到 
В, 1 5,-- z; 
Р, = = Rng Rr; + rm) (2. 6. 30) 
Р, 3 ғ — r, 
同 理 可 得 
Р... _ 1 Z=, — Z, 
Рә = P. = 40; + Èra) қ-ғ, (2. 6.31) 


ВР m 35 2,0,0 Р,-0 
4. ВЛЕЗНА ARM 
下 于 温度 变化 ,体内 将 产生 应 变 ,可 被 作为 初 应 变 玉 处理。 假如 温度 改变 为 工 , 产 生 的 
初 应 变 是 
号 一 ezrfl 1 0 17 (2.6.32) 
其 中 a 是 材料 的 线 膨胀 系数 。 
根据 (2. 6,18) 式 中 第 4 式 


kd 


Р, 
Р: = 40. > = 2х | mrparardz 
P... 


Pi = 2к [ BTDerdrds  G,y,m) | (2.6.33) 
ERPRA ©. 6. DH В, ЖЕ 1.2 FREER D (2. 6. 32) 式 的 & 可 得 
ава [е + fòTrdrdz | 
K “ГЕЙІ 
上 式 可 用 数值 积分 , 亦 可 简单 地 取 近 似 信 。 即 了 
fs f, = % +b + 


Pir а,),.т) (2.6. 34) 


м1 


© 


J 
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r mz р 一 тө 十 ғ; 十 7) 
T a T = +C, + T, + T..) 


这 样 就 得 到 (2. 6. 34) 的 近似 表达 式 


‚ _ mEar T [b + /, 
Pr = + 5 ; (2.6.35) 


с; 


2.6.4 单元 刚度 矩阵 的 精确 积分 


由 计算 单元 风度 矩阵 的 (2. 6,12) 式 可 以 得 到 应 变 惩 阵 召 不 是 常量 阵 时 ,与 (2.6. 15) 
ХУ АНЕ АУ 


K. = 2x | BDBrdrdz (r,s = ¿,J,m) (2. 6. 35) 


在 2.6.2 节 中 我 们 把 B B РА rA e 用 单元 形 心 处 的 > fü z 338401 GA T ВЕНЕ 
阵 的 近 侯 积分。 这 一 节 将 讨论 它 的 精确 积分 。 把 应 变 矩 阵 分 成 两 部 分 

В, = В, +B (--і,),т) (2.6.37) 
其 中 B, E BJ Sp U rA z fü À. В, ФАЛ Бен ВАУ ЕРО 
Жа TORI REHE ЕНІ ІН y ap kB ЕЕ, Br E y p BE BS ЛЕ 52, 


0 
1а ez а, Жол) |0 0 _ 
B' 一 24 = 0 о (б-і,іһмт) (2, 6. 38) 
1 0 
HO. 6. 37? 式 代入 (2. 6. 36) 式 可 以 得 到 
К. = 2a | «врв, + BDB’ + BIDB, 十 B'TDB' Yrdrdx (2.6.39) 
ЕВ, В,, D REREH, ‚Їр ТЕШЛЕ РИШ; В! В! ДЖЫ S РЕ 
Е ter ато) да = (a, + zÀ — #£#— A =o (2.6.40) 


Ян” 6. 39) 式 中 第 二 ,三 两 项 积分 为 零 ， Ер 
(Е Br'DB'rdrdz = [врв гана = 0 


于 是 (2. 6. 39) 趟 可 以 写作 
К. = К, + K, (2.6.41) 
其 中 下 ,就 是 (2. 6. 16) 式 中 给 出 的 近似 单元 刚度 矩阵 ,天 是 它 的 修正 部 分 


К,--ЭӘп foror, rdrdz 


Ч) 

0001 0 
-El sh 

(2490000 Ü 

1 


o O о о 


- 80: 


J= – + оз\|а + ez а L eE] ү, 

' r ғо. ғ ғ 

一 NE 一 0) K; "| А 
 2AG +») — | о 0 (2.6. 42) 


在 2X2 ЕЕЕ АЕ л, FES 6. 40) 式 ,修正 项 KI 为 
Ki = | "аа, + (ас, + ас) + сс, drdz 一 24, + ск) (a, + с) 


Н Za 721 
=аа L, 一 +J + а.с, +асә| І, — 2| 十 “е1 一 三 (2.6.43) 
т ) T F 
(ғаз = £, J m) 
AF L.L.I, 代表 积分 
n- l 
1, = [аа (я = 1,2,3) (2.6.44) 
ғ 


上 述 积分 需 在 三 角形 ¿m 上 进行 ,具体 积分 时 ,可 以 在 三 个 梯形 ( 见 图 2. 22)4итт\, 
тіл BE iijn 上 进行 ,由 前 面 二 个 梯形 面积 积分 各 中 减 去 第 三 个 梯形 面积 上 的 积分 。 
经 运算 、 整 理 并 采用 下 列 符号 


Ксю, Аус аз Выс 2 G, j m) (2, 6. 45) 
(2. 6. 44) 式 的 积分 是 
(ХА,- 24,24, + B. (r; — r, J] 
L= УХ A + А/В, — n) 
вы — rb] (2.6. 46) 


1 
4 
= УСА A + ақы — ra) 


1 


+ AnBie — rL + ВШ, — rb) | 


z 
(2. 6. 46) 式 中 >; 表示 对 括号 中 的 各 项 е, јот 指标 轮换 后 再 求 和 。(2. 6. 46) 式 可 合并 写 


作 


1 
=>, [Ау — АУ! + АДВ, — қо 


п-і 
4 
(п = 1,2,3) (2.6.47) 
采用 (2. 6. 43) 及 (2. 6， 47) 式 计算 修正 的 刚度 系数 时 ,有 两 种 情况 会 出 现 奇 异性 ; 
а) 单元 的 某 个 结 点 :位 于 旋转 对 称 轴 上 ( 即 >, — 0 BF, (2. 6. 47) 式 中 包含 对 数 的 项 


слу — Ац = [SERN бъ а Tiar; 


(ғ; -一 т)" (ғ. те)" 


+ 


АВ — т) + pr ә] 
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n т, j: r І т т т 


图 2.22 五 的 积分 域 图 2.23 ”单元 的 一 个 边 平行 2 ЯН 


将 成 为 0Xoo。 这 项 极限 可 由 罗 彼 塔 法 则 来 确定 ,事实 上 这 个 极限 总 是 零 。 因此 如 果 单 元 
某 个 结 点 的 + 为 零 时 ,只 要 将 其 对 应 的 对 数 项 除去 即 可 。 

(2) 当 单 元 的 两 个 结 点 的 径 向 坐标 相等 时 ,例如 еу, WB] 2. 23, ERT c = — (r; — 
ro 一 0, 相 应 的 An Bw 都 成 为 元 穷 大 ,计算 中 将 产生 困难 。 然而 ,在 此 情况 下 ,梯形 
hjmm 的 面积 为 零 , 因 此 对 于 j-m 部 分 无 需 进行 积分 ,只 项 令 А„=В„=0 ЩА. 

以 上 两 种 情况 在 网 格 划 分 时 通常 都 会 出 现 , 综 合 以 土 讨论 ,可 以 将 (2. 6. 45) 式 作 如 下 
修改 即 可 清除 计算 中 的 奇异 性 : 


0 sr=0 
= ы ш, 2 0 GZ, Jm) 
-J 0 DOTO jm) 
TEE шс 2 0 irjam) (2. 6.48) 


E E зп 


D 对 于 有 两 个 结 点 在 对 称 轴 上 的 单元 ,例如 结 点 ; 和 疡 则 有 产 一 一 =0, 此 时 除了 分 
ЕЕ К,,-0 ЭКЕ ЕН 535 ЙТ. ЇН ЖОШ ЛУН 2 一 所 一 0 引入 此 位 移 条 
件 修 正 刚度 矩阵 是 将 第 2: 一 1 行 和 2 一 1 列 以 及 2j 一 1 行 和 2 一 1 列 划 掉 , 其 结果 就 是 令 
在 此 情况 下 单元 刚度 矩阵 的 修正 项 天 .一 0。 即 采用 常 应 变 的 刚度 抢 阵 天 .而 不 必 引 入 修正 
Шоқ, АЗАН КЕНЕН ІН Ж. 

如 果 稍 作 分 析 以 上 结论 是 不 难 理解 的 。 因 为 3 结 点 三 角形 单元 的 径 向 位 移 = 可 表示 
成 

м = a, + ar + аут 
当 引 入 对 称 轴 上 二 个 结 点 Cx 一 rj=0) 的 位 物 条 件 (wi 一 wj 一 0) 以 后 ,显然 得 到 a= a, = 0, 
所 以 克 单 元 的 径 向 位 移 最 后 可 表示 成 
.42. 


进一步 可 以 得 到 
Ер = = 一 @ = 常数 


EPAR & 为 常数 ,由 ee 的 非常 数 部 分 引起 的 刚度 矩阵 收 正 项 下 ,自然 就 消失 了 ,因此 常 应 变 
的 刚度 矩阵 下 这 时 就 是 精确 积分 的 结果 ， 

实际 计算 也 囊 明 ,采用 近似 积分 不 仅 计算 方便 ,而 且 其 精度 也 是 足够 满意 的 。 因 此 对 
于 3 结 点 三 角形 环 状 单元 一 般 多 采用 近似 积分 来 计算 刚度 矩阵 。 

Ё ЛАРК. МАМ Р = 10. 4с, 183 R =9.1cm, МЕ p= 
1500N /ет .由 于 对 称 可 取 174 球体 进行 计算 ,网 格 划 分 及 对 称 面条 件 表 示 方 式 见 图 2. 24 


A EHEN 
о ЖАЛТ Л 
一 一 解析 解 


о) 应 力 计算 结果 与 解析 解 比较 
图 2.24 КЕМЕ 
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(a), ЫНЫ 8 个 三 角形 单元 ,全 部 共计 160 个 单元 。 计算 结果 见 图 2. 2406), Ж 
相 邻 单元 的 平均 值 则 达到 相当 满意 的 计算 精度 ,对 于 主要 应 力 о, 最 大 相对 误差 小 于 2%. 
例 2 高 压气 瓶 是 医疗 和 工业 上 的 常用 产品 ,是 受 内 压 的 轴 对 称 结构 。 气 瓶 瓶 底 形 状 
见 图 2. 25(a) ,由 内 外 壁 两 发 贺 弧 形 成 的 凹 底 I 、 工 通过 锥 段 下 联接 到 圆柱 形 简体 W E, 
在 内 压 作用 下 几何 形状 发 生变 化 的 联结 部 位 ABC 处 会 产生 局 部 应 力 集中 。 有 限 元 分 
桥 的 网 格 图 见 图 Z 25(6) 。 分 析 结 果 表 明 应 力 集 中 最 大 值 产 生 在 气 瓶 内 壁 互 点 。 图 2. 25 
《c) 为 应 力 集中 部 位 的 应 力 强度 (0 一) 等 值 线 图 ;图 2. 25(a) 为 应 力 强 度 沿 气 瓶 内 壁 的 
分 布 曲线 。 


+ 
ka 
BÈ 
БА 


а) 气 瓶 瓶 底 形状 O 网 烙 划 分 


А 1 L 
течет тытр а. 


е) 应力 强度 等 值 线 图 (d) EEA SREE AT M A SE ija 
| 图 2.25 НЕЯЖФІНІЕ 


2.7 空间 问题 有 限 元 


在 实际 工程 问题 中 ,有 些 结构 形体 复杂 ,必须 按照 空间 问题 求解 。 经 典 弹性 力学 对 于 
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这 类 问题 常常 是 无 能 为 力 的 。 在 有 限 单元 法 中 由 于 空间 问题 只 要 求 C 连续 性 ,构造 单元 
没有 什么 困难 ,因此 许多 过 去 不 能 解决 的 空间 问题 现在 都 可 以 通过 有 限 单元 法 来 计算 .但 
是 空间 问题 结 点 自由 度 多 ,需要 分 割 的 单元 数量 也 多 ,因此 计算 量 较 大 。 一 般 和 项 要 有 相当 
大 上 内 存量 的 计算 机 才能 顺利 进行 计算 。 

在 空间 问题 中 对 计算 对 象形 状 适 应 较 好 的 是 常 应 变 4 结 点 四 面体 单元 。 本 节 将 介绍 
此 种 单元 的 插值 函数 以 及 六 面体 单元 的 位 移 函 数 。 高 次 四 面体 元 及 六 面体 元 将 在 第 3 章 
中 讨论 。 

2.7.1 常 应 变 四 面体 单元 


1 位移 函数 
Ё 2. 26 所 示 为 四 面体 单元 ,以 四 个 角 点 六 略为 结 点 。 每 个 结 点 有 3 个 自由 度 .一 
个 单元 有 12 个 自由 度 , 因 此 由 广义 坐标 给 出 的 位 移 函 数 是 线 


性 函数 
ф 9 0 т 
8 ф | (2.7.1) 
0 0 é f 
其 中 
由 一 [1 z у z] 
В= Та B, = B.T 图 2-26 四 面体 学 元 
用 4 全 结 点 泽 标 代 和 (2.7,1) 式 ,可 得 到 
А о O 
ë= |0 А o B= AB (2.7.2) 
00 À 
其 中 й = [w Нр На W 1, ©, Фу ©, WA tO СӨ; w |" 


ж; Y; 之 


l 1, Ym ZX, 


= 


Ti V “z; 

由 (2. 7. 2) 式 求 出 广义 坐标 BERAG ?7.1) 式 可 得 到 
k = Na Na Nein + Na 
v= Ма, + №, + Мо, + Жуу (2.7.3) 
w = Мю, Nw; + №, + Мар 


式 中 
N, = грба, + Bx + су + да) 
N, =— (a; + bjx + суу + а) 
N, = ду(а„ + бл + cny + daz) 
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N,=— уа, + bz + cy + d) (2.7.4) 


其 中 
Z У; 2) l у z; 
а; = |2 Уш Zmajo Вс |1 x, Z, 
m x = іы djm D) (2.7.5) 
1 г, 8 1 <; y 
¿= |1 z, „|, Ф |] 2, Ya 
1 x= э l > Xx 
їж y 5) | 
v= ® 5 5 (2.7.6) 
6|1 т, Ym лы 
l ж у Zi 


V 是 四 面体 ;7 m БЫН. ГЕПАТИТ A ME, ВЮ i, p m 1 必须 依 
照 一 定 的 顺序 。 在 右手 坐标 系 中 , 当 按 题 ijem 的 方向 转动 时 ,右手 螺旋 应 向 ! 的 方向 
前 进 。 

H (2. 7. 3) 式 ,单元 位 移 的 矩阵 表示 是 


и 
с} - Ма = ПМ, ІМ, ІМ, ІМДа (2.7.70 
те) 
其 中 а= [ы ъ ә; ш, Ú ш, он, 9, Wa ш 9, ЛӘП 
7 是 三 阶 单位 矩阵 。 


由 于 位 移 函 数 是 线性 的 , 相 邻 单元 交界 面 上 的 位 移 是 连续 的 .所 以 常 应 变 四 面体 元 是 
协调 元 。 

2. МЕ 

在 空间 河 题 中 ,每 点 具有 6 个 应 变 分 量 


Ju 
2= 
e |57 
E д w 
az , (2.7. 8) 
£ = = ` . 
”| |9422 
У, ду ах 
дт аш 
У. ww 
3z+ ду 
д w ан 
ax | Jz 


将 (2. 7 7) 式 代入 上 式 ,得 到 
。86 + 


ғ = Ва = [В - В, В, -В,а 
ВАРНЕ B ВВР yB ЕЕ бхз BJ EE Е 
8, 000 
б < Ù 
в, = 1 0 9 <, r=i,j ml 
' 6V |, b 0 
0 d с. 
ld, о Б, 


(2.7.9) 


(2.7.10) 


可 以 看 出 应 变 矩 阵 B 是 常量 阵 , 单 元 中 位 变 分 量 都 是 常量 ,当然 其 应 力 分 量 也 是 常量 。 


з. 单元 刚度 惩 阵 


将 (2.7,9) 式 的 应 变 人 第 阵 B 代入 (2.3.12) 式 中 ,D НЕ 1. 2 中 三 维 问题 的 囊 阵 玫 
达 形式 ,就 可 求 出 单元 刚度 和 矩 阵 玉 。 由 于 应 变 矩 阵 是 常量 阵 , 因 此 计算 是 简单 的 


K: 一 | arpady = B'DBV 


把 单元 刚度 矩阵 表 成 按 结 点 分 块 的 形式 


K, — К, Кы — Ka 

к | K; K; — Kym К, 
Кы -Қ,, Кы — Кы 

一 К K, 一 Кы К, 


其 中 任 一 分 块 Kaso 由 下 式 计 算 


EG — v) 


к. = BIDB,V = 


K, K, K; 
Уай — 2ь) < K; К, 


3 K, K, 


式 中 


(m ,s, = I J m i) 


K, =5b,b, + А, (с,с, + dd,) 
K, = A)c,5, + Абс, 
К,--А4,5, + Abd, 

K, = AÀ,b,c, + А,Ь, 

K, 一 cc; + А,Ь, + 44) $ 
Ks =Adc + Асай, 

K, = Ања, + Аа, 

K, = Аус,4, + Ас, 

K, =d,d, + А,Ь, + ees) 


—_ ” _ 1— 2 
1— Аз = q 5) 


А, 


282828 ЗИ НН МЕ МАТЫ АЗ (2. 3. 13) 和 (2, 3.14) 式 进行 计算 。 


四 面体 单元 对 进 界 拟 合 的 能 力 强 ,但 划分 单元 比较 复杂 , 易 出 错 。 


(2.7.11) 


(2.7.12) 


(2.7.13) 


(2.7.14) 


+87 + 


2.7.2 六 面体 单元 


如 同 在 平面 问题 中 采用 短 形 单元 -- 样 ,在 空间 问题 中 也 可 以 采用 六 面体 单元 ， 图 
2. 27 (20388 T A 8 个 角 点 为 结 点 的 六 面体 单元 ,每 个 


азман, атана, овален A /| / / 
=] z у z ху zz уг хуг| f 


(2.7.15) 


(а) (h) 


$ o o | 图 2.27 六 面体 单元 
u= |0 @ ор (2. 7.16) (a) 一 次 单元 (8 结 点 24 自由 度 ) 
096 (b) 二 次 单元 (20 早点 60 Ë H E) 


B= [8. B, .. BaT 
图 2. 27 (5) 表示 的 是 20 结 点 六 面体 单元 . 除了 和 角 点 外 ,每 过 中 点 也 是 结 点 .单元 共有 
60 个 自由 度 。 位 移 函 数 可 选取 


$= l z yz ry zz yz ә? y к? т? 


уху хіс те? уіп ух? тус дух жут ryz] 

(2. 7.17) 
显然 ,如 果 将 2. 3. 2 节 所 讨论 的 一 般 格式 ,用 来 推 时 用 结 点 位 移 表 示 有 的 表达 式 并 得 到 单 
位 插 信 函数 的 表达 式 ,将 是 十 分 麻 煤 的 。 同 时 由 于 长 方 体 单元 形状 过 于 规则 ,不 易于 拟 合 
实际 结构 的 外 形 , 因 此 应 用 受到 限制 .如 何 利用 定义 于 单元 的 自然 坐标 直接 建立 单元 播 值 
函数 ,以 及 如 何 利 用 等 参 变换 得 到 任意 曲面 的 六 面体 单元 将 分 别 在 第 3 章 和 第 4 章 进 行 
讨论 ， 


2.8 小 结 


本 章 以 弹性 力学 静 力 分 析 问 题 为 例 讨论 了 有 限 单元 法 的 基本 涯 理 和 表达 格式 ,其 基 
本 点 可 以 归纳 如 下 ， 

L 建立 有 限 单元 法 的 原理 和 选择 单元 的 类 型 , 本 章 所 采用 的 最 小 位 能 原理 和 基 寺 它 
的 以 结 点 亿 移 为 基本 未 知 量 的 位 移 元 是 固体 力学 有 限 单元 法 中 应 用 最 为 广泛 ,也 是 最 成 
熟 的 一 种 选择 ,现行 的 有 限 单元 法 的 通用 程序 几乎 无 例外 地 都 以 位 移 元 作为 它 最 主要 的 、 
甚至 是 唯一 的 单元 形式 。 

2 建立 有 限 元 的 计算 横 型 。 这 里 包括 单元 形式 的 选择 .有 限 元 网 烙 的 划分 和 边界 和 
件 的 设置 本 章 着 重 讨论 了 平面 问题 3 结 点 的 三 角形 单元 , 它 是 在 有 限 单 元 法 中 最 早 采 
用 ,而 且 至 今 仍 有 广泛 应 用 的 一 种 单元 .通过 它 可 以 更 好 地 了 解 有 限 元 的 概念 以 及 表达 格 
式 的 形成 本章 所 引入 的 平面 或 轴 对 称 的 高 阶 三 角形 单元 和 柴 形 单元 以 及 空间 的 四 面体 
单元 和 长 方形 单元 实际 上 都 可 以 看 成 是 平面 3 结 点 三 角形 单元 的 推广 。 至 于 平面 或 空间 
的 任意 形状 单元 的 揪 值 函数 和 特性 矩阵 的 形成 将 在 第 3.4 章 中 详细 讨论 。 关 于 有 限 元 网 
格 划分 和 边界 条 件 设置 的 一 般 原 则 通过 本 瘟 的 讨论 可 以 有 个 基本 的 认识 ,在 第 5 章 中 将 
给 予 进一步 的 讨论 。 

* RH > 


3. 建立 有 限 元 的 特性 矩阵 和 求解 方程 。 单元 特性 矩阵 包括 播 值 函数 第 阵 、 应 变 抢 阵 ， 
但 最 终 要 建立 的 是 单元 加 度 矩阵 和 载荷 向 量 , 并 用 以 形成 有 限 单 元 法 的 求解 方程 .本 章 给 
出 的 广义 坐标 有 限 单元 法 的 表达 格式 具有 普遍 意义 ,在 以 后 各 章 的 讨论 中 将 可 以 看 出 ,对 
于 静 力 学 问题 如 采用 现今 更 为 广泛 应 用 的 等 参 元 ,所 不 同 的 只 是 一 些 具体 计算 方法 ,而 基 
本 格式 基 一 致 的 .对 于 后 面 要 讲 到 的 动力 学 间 题 ,只 晨 单 元 特性 第 和 阵 中 增加 了 质量 矩阵 和 
阻尼 和 矩阵 ,以 及 结 点 位 移 不 再 独立 于 时 间 。 因 此 掌握 本 童 所 讨论 的 有 限 单元 法 的 基本 表达 
格式 是 至 关 重 要 的 ,其 中 ,对 单元 刚度 矩阵 的 特性 ,单元 矩阵 集成 为 系统 矩阵 的 过 程 和 对 
求解 方程 的 特点 的 认识 和 把 握 是 进一步 选择 求解 方法 和 编制 计算 程序 的 依据 ,需要 给 予 

4. 选择 计算 方法 和 求解 有 限 元 方程 . 关于 线性 方程 组 的 求解 方法 以 及 编制 有 限 元 计 
算 程 序 的 若干 实际 问题 将 在 第 6.7 章 中 进行 详细 的 讨论 ,并 在 第 7 章 中 给 出 一 个 弹性 力 
学 平面 问题 的 有 限 元 分 析 程 序 的 详尽 资料 及 说 明 , 以 帮助 读者 进一步 掌握 有 限 单元 法 的 
基本 原理 和 计算 格式 如 何 通过 计算 程序 来 实施 ,用 以 作为 实际 编程 的 入 门 ， 

为 保证 有 限 元 方法 求解 的 收敛 性 ,对 单元 的 位 移 插值 函数 提出 了 必须 包含 刚体 运动 
和 常 应 变 位 移 横 式 的 要 求 , 同 时 还 要 求 单 元 在 交界 面 上 保持 位 移 的 协调 性 ,在 本 章 所 重点 
讨论 的 3 结 点 三 角形 单元 以 及 简要 讨论 的 其 它 高 阶 单元 或 空间 单元 是 满足 上 述 要 求 的 。 
这 是 由 于 它们 都 是 C 型 单元 ,同时 应 变 是 用 直角 坐标 描述 的 。 对 于 今后 遇 到 的 C, 型 单元 
(如 板 党 单元 ) ,如 果 应 变 又 是 用 曲线 坐标 描述 的 情况 ,满足 上 述 收 敛 准 则 常 是 相当 闲 手 的 
间 题 ,这 将 在 今后 有 关 章 节 讨论 。 但 是 上 述 收 合 准 则 ,读者 在 今后 的 学 习 和 应 用 中 需要 给 
子 充 分 的 注意 ,因为 对 任何 收 伍 准则 的 违背 ,都 将 可 能 使 解 的 精度 受 到 损害 ,甚至 使 求解 
失败 。 


习 题 
21 证 明 3 结 点 三 角形 单元 的 插值 亢 数 满足 


N: Cyd = буз 及 MN, + Ë; + мМ, = ] 
2.2 图 2.28 所 示 3 # k= Е оту ЕНЕ БОНЯ „=0, 


m 5.6) є 
М 


а }\6,3) 


图 2.28 图 2 29 


. RÜ = 


Ж.М ВЕ М, КУЛЕ Е В.У Е S, УСНЕ Ж”, 


ж. 


23 SER 2.29 所 示 三 角形 单元 的 插值 函数 NoN N, 以 及 应 变 和 矩阵 В, 
2.4 图 2.29 中 单元 在 jm 边 作 用 有 线性 分 布 的 面 载荷 (> 方向 ), 试 求 结 点 载荷 向 


25 以 平面 问题 常 应 变 三 角形 单元 为 例 , 证 明 单元 刚度 矩阵 的 任何 一 行 ( 或 列 ) 元 束 


的 总 和 为 零 。 


26 证 明 常 应 变 三 角形 单元 发 生 刚 体位 移 时 ,单元 中 将 不 产生 应 力 。 


提示 : 赋予 结 点 在 单元 作 平 称 和 转动 时 相应 的 结 
点 位 移 , 证 明 单 元 中 应 力 为 零 。 

27 Ж 2. 30 所 示 二 次 三 角形 单元 在 142 边 
作用 有 均 布 侧 压 a 时 的 等 效 结 点 载荷 。 根 设 结 点 坐标 
已 知 ,单元 厚度 为 1。 

28 验证 用 面积 坐标 给 出 的 二 次 (三 角形 ?单元 
的 插值 函数 M oN C2. 5. 34) 式 及 (2.5.35) 式 ) 满 
ЕЛУМ-ісй-1-6), 

29 二 维 单元 在 у 坐标 平面 内 平移 到 不 同位 
置 ,单元 刚度 矩阵 相同 吗 ? 在 平面 内 旋转 时 怎样 ? 单元 


图 2.30 


旋转 180* 后 单元 刚度 矩阵 与 原来 的 相同 吗 ? 单元 作 上 述 变 化 时 ,应 力矩 阵 $ 如 何 变化 ? 


2.10 图 2.31 中 两 个 三 角形 单元 组 成 平行 四 边 形 ,已 知 


单元 国 按 局 部 编码 i,j,m 的 单元 刚度 矩阵 Kf 和 应 力矩 阵 87 


8 0 —6 -6 >=? 6 1 
16 0 —12 0 一 4 
ко 13.5 45 — 75 >45 
对 13.5 15 一 1.5 图 2.31 
95 一 1.5 
称 5.5 J 


按 图 示 单 元 加 的 局 部 编码 写 出 KSF, 


2.11 8 结 点 矩形 元 (每 边 中 点 为 结 点 ) 的 位 移 函 数 可 取 


и = ñ, + AÊ + 2,7 + В + BE + B, + В.Е) + А, 
о = 8; 十 B. + 8,17 + Вьет + Ва 十 В. + 8,2% 十 8.657 


НЧЕ 838 М, ~ М, ЭНЕРГЕ ТАДЫ Sat Ask, 


RẸ 


2.12 8 结 辟 皇 形 元 位 移 模式 的 三 次 项 由 上 题 给 出 的 名? 和 22 A EA, 


и = B, + КАЧ + БАЛ + P&T + BF + Вар + В, 十 B, 


«90 • 


v= 8, + 8,4 + 817 + 8557 十 8.32? 十 But + Ba + B ' 
是 否 可 以 ? 
提示 ;可 由 收敛 准则 2 连续 性 要 求 是 否 能 满足 来 论证 。 


图 2.32 


213 AHM 2. 11 中 得 到 的 插值 西数 计算 8 结 点 和 气 形 元 在 26 3 МЕНЕН 
T q 时 的 等 效 结 点 载荷 ,如 图 2. 32 所 示 ,单元 厚 为 t。 
2.14 试 证 明 面 积 坐 标 与 直角 坐标 满足 下 列 转换 关系 。 
ж = til; + ж, + хім 
y = yide + уы + у 
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第 3 章 ”单元 和 插值 函数 的 构造 


3.1 3| 言 


在 前 两 章 的 内 容 中 ,我 们 已 讨论 了 通过 变 分 法 (或 加 权 余 量 法 的 Galerkin 提 法 ?建立 
有 限 元 方程 的 途径 。 首 先是 将 场 条 数 的 总 体 汪 函 或 总 体 求解 域 上 的 位 能 积分 看 成 是 由 于 
城 (单元 ) 的 泛 函 或 位 能 积分 所 集成 。 至 于 有 限 元 分 析 的 其 余 步 到 ,原则 上 和 传统 的 Ritz 
法 或 Galerkin 法 是 相 类 同 的 。 因 此 在 -个 给 定 问题 的 分 析 中 ,决定 性 的 步 双 之 一 是 选择 
амал нн. 

在 前 一 章 的 讨论 中 ,我 们 已 经 了 解 了 广义 坐标 有 限 元 方法 的 特点 , 即 首 先 将 场 函 数 表 
示 为 多 项 式 的 形式 ,然后 利用 结 点 条 件 ,将 多 项 式 中 的 待定 参数 表示 成 场 函 数 的 结 点 值 和 
单元 几何 的 函数 ,从 而 将 场 函数 表示 成 由 它 结 点 值 插 信 形 式 的 表达 式 。 无 颖 这 一 过 程 比较 
Ж, На СС. 3. 4) 式 中 4-' 不 存在 )。 同 时 我 们 在 高 阶 三 角形 单元 的 讨论 
中 ,也 已 看 到 如 果 利 用 面积 坐标 (自然 从 标 ) 可 以 方便 地 直接 建立 起 单元 的 插值 函数 ,可 
以 如 免 广义 坐标 有 限 元 方法 的 麻烦 和 困难 。 本 章 的 目的 就 是 着 重 系统 地 讨论 利用 适合 各 
自 单元 形式 的 自然 坐标 直接 建立 不 同类 型 单元 插值 函数 的 方法 。 

一 般 说 来, 单元 类 型 和 形状 的 选择 依 禹 于 结构 或 总 体 求解 域 的 几何 特点 ,方程 的 类 型 
及 求解 所 希望 的 精度 等 因素 ,而 有 限 元 的 插值 画 数 则 取决 于 单元 的 形状 , 结 点 的 类 型 和 数 
ISAR. 

例如 在 图 3.1 上 ,一 个 二 维 域 利用 一 系 
列 三 角形 或 四 边 形 单元 进行 离散 ,即将 总 全 
求解 域 理想 化 为 由 很 多 于 域 ( 单 元 ) 所 组 成。 

在 一 般 情况 下 ,总 体 域 也 可 能 是 一 维 或 
三 维 的 ,在 图 3.2 上 分 别 给 出 只 具有 端 结 点 
或 角 结 点 的 一 维 ,二 维和 三 维 单元 的 几 种 可 
能 形式 ,一 维 单元 可 以 简单 地 是 一 直线 ,二 维 
单元 可 以 是 三 角形 ,矩形 或 四 边 形 ,三 维 单元 шнар 
ЯНЕ. ва 51 -Әяиянхян 
Ж. ERAIKITA Укр ЕК | 
СТЕ А ЕНЕНЕ а shi WW. 

Маи дени EKA CITTAER EA KERN E ТЕ ИВР А 
数 导数 的 结 点 值 ,这 主要 取决 于 单元 交界 面 上 的 连续 性 要 求 ,而 后 者 又 由 江东 中 场 西数 导 
数 的 最 高 阶 次 所 决定 ,如 果 泛 本 中 场 画 数 导 数 的 最 高 阶 为 1 次 , 则 单元 交界 面 上 只 要 求 区 
数值 保持 连续 , 即 要 求 单元 保持 С, 连续 性 .在 此 情况 下 ,通常 结 点 参数 只 包含 场 函 数 的 结 
点 值 .如 果 泛 邯 中 场 函 数 导数 最 高 阶 为 2 次 , 则 要 求 场 西数 的 一 阶 导数 在 交界 面 上 也 保持 

. 92. 


连续 , 即 要 求 单元 保持 C, 连续 性 ,这 时 结 点 参数 中 必须 同时 包含 场 函数 及 其 一 阶 导数 的 
结 点 值 。 


= = N 入 B 
А СЫ Ч1 ру = 


由 面体 Wu > m£ AUT. АЦЕ 
(4) (Б) 
贸 3.2 НЕКАЯ АПИЙ л 
(a) 一 维 单元 (5) 二 维 单元 
te) 辅 对 称 单 元 (dy 三 维 单元 


关于 单元 插值 郴 数 的 形式 ,有 限 单元 法 中 几乎 全 部 采用 不 同 阶 次 罕 函 数 的 多 项 式 . 这 
АПАЕ ТАЯ Р ДИСКЕ RHR. НЕЗ ЕРА З Еу а 
元 的 插值 函数 ,对 于 只 满足 С, 连续 性 的 单元 ( 称 C, 型 单元 ) ,单元 内 的 未 知 场 函数 的 线性 
变化 能 够 仅 用 角 ( 或 端 ) 结 点 的 参数 表示 。 对 于 它 的 二 次 变 


化 ,; 则 必须 在 角 ( 或 端 ) 结 点 之 间 的 边界 上 适当 配置 一 个 边 
内 结 点 (如 图 3. 3 所 示 ) 。 它 的 三 次 变化 , 则 必须 在 每 个 边界 ҒАН 
上 配置 二 个 边 内 结 点 (如 图 3.4 所 示 )。 配 置 边 内 结 点 的 另 


图 3.3 二 次 单元 
(a) ӨЛ б) 曲线 边 


一 原因 是 常常 要 求 单 元 的 边界 是 曲线 的 ,沿边 界 配 置 适当 

的 边 内 结 点 ,从 而 可 能 构成 二 次 吉 更 高 次 多 项 式 来 描述 它 

们 。 有 时 为 使 插值 函数 保持 为 一 定 阶 次 的 完全 多 项 式 可 能 

还 需要 在 单元 内 部 配置 结 点 。 然 而 这 些 内 部 结 点 除非 是 所 

考虑 的 具体 情况 绝对 必需 , 香 则 是 不 希望 的 ,因为 这 些 结 点 ”图 3 4 二 次 或 高 次 单元 
的 存在 将 增加 表达 格式 和 计算 上 的 复杂 性 。 

本 章 将 首先 通过 一 维 单元 讨论 有 限 单元 法 经 常 使 用 的 Lagrange 插值 函数 和 Her- 
mite 插值 函数 。 在 二 维 单元 的 讨论 中 着 重病 述 构造 单元 和 插值 函数 的 一 般 方法 。 在 三 维 
单元 的 讨论 中 将 进一步 看 到 应 用 上 述 方 法 建立 各 种 单元 的 可 能 性 ， 

在 本 章 的 讨论 中 ,重点 是 放 在 一 些 常用 的 C, 型 单元 。 很 多 适合 于 各 种 专门 用 途 的 单 
元 暂时 不 准备 涉及 。 例 如 С, 型 单元 将 在 以 后 结合 板 壳 问题 的 有 限 单元 法 进行 讨论 。 

另外 ,本 章 将 对 阶 谱 单 元 的 基本 概念 和 它 的 阶 谱 函 数 的 构造 方法 作 一 扼要 的 介绍 ,这 
是 考虑 到 阶 谱 单元 是 自 适应 有 限 元 分 析 的 组 成 部 分 。 而 后 者 是 当前 有 限 元 方法 发 展 中 具 
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有 重要 理论 和 实际 意义 的 问题 之 一 。 
3.2 一 维 单元 


一 维 单元 可 以 分 为 两 类 . … 类 是 单元 的 结 点 参数 中 只 包含 场 冰 数 中 的 结 点 值 . 另 一 类 
单元 的 结 点 参数 中 , 除 场 画 数 的 结 点 值 外 ,还 包含 场 函 数 导 数 dg/dz 的 结 点 值 。 这 .类 单 
元 就 是 以 下 将 讨论 的 Lagrange 单元 和 Hermite 单元 。 现 对 它们 的 一 般 形 式 进行 讨论 ， 


3.2.1 Lagrange 单元 
”对 于 具有 ?个 结 点 的 一 维 单元 ,如 果 它 的 结 点 参数 中 只 含有 场 函 数 的 结 点 值 , 则 单元 
ЕДЕ АЧ ЕЕ Ер 

s= У) (3.2.1) 

其 中 插值 函数 NiCz) 具 有 和 下列 性 质 

М,(т,) = б, Ума) = 1 (3.2.2) 

AP $, JE Kronecker dalta, 

上 述 第 一 个 性 质 是 插值 函数 自身 性 质 所 要 求 . 因为 在 (3. 2 1252805 ЖАЗ H] EE уі 
Жол, 代入 , 左 端 函数 $8 应 取 结 点 ;的 函数 值 思 ,因此 必须 具有 Ni(x,) 一 6 的 性 质 , 上 述 第 
二 个 性 质 是 播 值 画 数 完备 性 要 求 央 定 的 。 因 为 (3. 2- 1) 式 右 端 各 个 结 点 值 直 取 相 同 的 党 
数 C, 则 左 端的 场 函数 外 也 应 等 于 常数 C, 所 以 插值 衣 数 必须 具有 уум) = 1 的 性 质 ， 


当然 单 是 这 性 质 还 不 是 完备 性 要 求 的 全 部 。 因 为 完备 性 还 要 求 C, 型 单元 场 函数 的 一 阶 导 
数 应 包含 常数 项 。 这 点 将 在 下 一 章 中 讨论 。 
关于 插值 函数 М, Со, ARERR, TERE 2 章 中 所 述 步 桑 进行 ,而 
是 直接 采用 熟知 的 Lagrange 插值 多 项 式 。 对 于 个 结 点 的 一 维 单元 ,NN; (zr) 可 采用 一 1 
šK Lagrange 插值 多 项 式 IO (а), В 
№00) =i (a) = П 二 二 


jj Ti ti 


(z — жу)(ж— Tr r )(z ур) (в 
(ж, — жу) Са 一 (а — Zi) (z; 一 та (т 


TE G12 уя) 
— Ta) 


(3.2.30 
其 中 性?(z) 的 上 标 (n 一 1) 表 示 Lagrange 插值 多 项 式 的 次 数 ，[ 表示 二 项 式 在 ; 的 范 
НШ15)--1,2,4,4-1,4-1 e MHR 是 单元 的 结 点 数 ,zi zs，… п Н 
坐标 。 
ШЕл-2 ЕК ФЕН ГК 


z 
# = YED (д) (3.2. 4) 


ізі 
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其 中 BU Cr) 一 — IS (z) — тот 
如 令 r50, х=, Cr) =li, m= xt, 
如 果 引 入 无 量 纲 坐标 
£ — Ki r— x, | А 
бзосша 7 (3.2. 5) 
其 中 /代表 单元 长 度 , 则 (3. 2. 3) 式 可 表示 为 
коо = П 25 626) 
I= аі ; 
М псе 2 В, 2,==0,,==1, Ш 
5 = vA 
= =! 6 = т = (3.2.7) 


‚ Щ п= 3, Н zs 一 (十 zi 时 ,一 0 一 172， 名 一 1, 则 在 


pP = (£ тə HIG Z 2.) 
! (8, — 2,)(, — &,) 


EENE ED OOO 
-ED (8.2.82 


—?2|Ф—у|Ф—1› 


о (28—066 E) 4.0011 
% = (5-60-20 ` 2e 2 | 


如 果 无 量 岗 坐标 采用 另 一 种 形式 
6-2 工 二 2ш- (хі F Ea) 


тт т, (3.2.9) 
其 中 xz. 二 《zi 十 zn)72 是 单元 中 心 的 坐标 , 则 对 于 m= 二 2, 有 
m= 0-5, p - 0 + (3.2. 10) 
对 于 n==3, Ң®%=0,Җ 
1? 一 244 —1), Ssi Ë, P= EE + 1) (3.2.11) 


上 述 两 种 无 量 岗 表示 , 即 (3. 2. 5) 3 (3. 2. 9) 式 ,都 是 今后 常用 的 ,在 这 里 可 称 为 长 度 
坐标 ,更 一 般 化 的 可 称 为 自然 坐标 ， 在 上 述 两 种 表示 中 ,分 别 有 осе, 15681. 
为 今后 构造 其 它 形式 的 Lagrange 单元 方便 ,在 此 还 可 将 (3. 2.6) 式 改写 成 
tal — ЖӘ) 
N =I = |J FES (3.2.12) 


i=l j> 
其 中 万) 一 上 一 避 表 示 任 一 点 二 至 点 总 的 距离, 也是) 点 坐标 £— š, 表示 成 方程 形式 
(人 二 一 4 二 0 的 左 端 项 。 显然 可 见 (80) 一 0。Ni 一 JP? 的 展开 式 中 包含 了 除 f, Ce) 
而 外 的 所 有 户 (S)0 一 1，2 一 1 十 1 和) 的 国 子 , 从 而 保证 了 N.(8)=00:) -- 
жж. 62-6-6 Жі 的 坐标 代入 六 (6 后 得 到 的 数值 ,这 一 因子 引入 全 В 
分 母 ,是 为 了 保证 满足 N (8 =1 这 一 要 求 。 理 解 С ff, 总 ) 的 意义 ,对 今后 构造 其 他 
形式 Lagrange 单元 的 搬 什 函数 是 有 帮助 的 。 
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还 应 指出 :$5 一 Умов = УИС ВЕ E Mn KEREM. EHTA 


和 结 点 数 相间 旧 包 含 常数 项 ,这 样 构成 的 场 函数 模式 是 满足 收敛 准则 的 。 特别 地 ,如 令 é, 
二 1 二 1,2, 呈 rm); 则 可 从 C3. 2.1) 式 得 到 


Ум) = Уе = 1 
这 是 一 很 重要 的 往 质 ,由 于 上 式 的 成 立 ,通过 坐标 变换 将 直线 革 元 转换 为 曲线 单元 ,单元 
的 场 函数 仍 满足 收 伍 蕉 刚 ( 见 4 3.2 节 )。 
3.2.2 Hermite 单元 


如 果 希 望 在 单元 和 间 的 公共 结 点 上 还 保持 场 函 数 导 数 的 连续 性 , 则 结 点 参数 中 还 应 包 
合 场 函数 导数 的 结 点 值 , 这 时 可 以 方便 地 采用 Hermite 多 项 式 作为 单元 的 播 值 函数 .对 于 
只 有 两 个 症结 点 的 一 维 单元 ,函数 采用 Hermite 多 项 式 的 插值 表达 式 可 写成 


ко = уун еж + неке) (3.2.19) 
或 #0) = Ум, ФО, (3.2.14) 
其 中 Hermite 多 项 式 具有 以 下 性 质 m 
noesa, WRO - 
HPE) — o, інге) = 5, (3.2.15) 


4 2-0, h= A HO OA 五 5 的 是 以 下 形式 的 三 次 多 项 式 ( 参 见 图 3.5) 


图 3.5 -- Г Hermite 捅 值 函数 
N, = HP ($) = 1 — 3& + 2ё 
N, = Н (£) = 32° 一 28 
N, = HP) = £ — 28: + Ë 
N, = H$: (ë) = £ — Ë 


并 且 Q =, Q, =, Q= (8), Q, = ЕН (3.2.17) 


(3.2.16) 


ағ 
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以 上 在 端 部 结 点 最 高 保持 场 函数 的 一 阶 导 数 连 续 性 的 Hermite 多 项 式 称 为 一 阶 
Hermite 包 项 式 ,在 两 个 结 点 的 情况 下 , 它 是 自 变 量 £ 的 三 次 多 项 式 .0 阶 Hermite 多 项 式 
БІ Lagrange 多 项 式 。 推 而 广 之 ,在 结 点 上 保持 至 函数 的 w 阶 导数 连续 性 的 Hermite 多 项 
RPA n 阶 Hermite 多 项 式 ,在 两 个 结 点 的 情况 下 , 它 是 的 n+l 次 多 项 式 ,函数 #$ 的 
二 阶 Hermite 多 项 式 插值 表示 是 


2 а а 2 、 42$. 
к = унт + DAPO + нее 6218 
і-і өзі і im] ! 


6 
或 KE) = DNQ: 


其 中 
N, = HP? (8) = | — 1088 + 15 — 68, Q. = š 
N, = HPE) = 108 — 156 + 645, Q, = $ 


N= HPO =4—-6б+вб зе. 9, (92) 


N, = H; (8) 一 一 4 十 7 人 — 359, ©, = ЕЗ 
= Неф = 0 — :一 ШЕЛІ 
Мм, НФ = тё — 3 q 3 - 0), Q. E) 
= ці — l. 4 5 Гаф 
N = HPH = T (Ë — 22 + ғ). Q, = | qz: 
7 z 
3.3 一 维 单元 
3.3.1 三 角形 单元 


在 第 2 章 中 我 们 已 讨论 了 3 结 点 的 三 角形 单元 。 因 为 它 对 于 复杂 的 几何 形状 有 良好 
的 适应 性 ,获得 了 广泛 的 应 用 。 

如 同一 维 单元 的 情况 ,我 们 可 以 利用 笛 卡 儿 坐 标 ,也 可 以 利用 无 量 纲 的 自然 坐标 以 构 
造 三 角形 单元 的 插值 画 数 。 利 用 笛 卡 上 几 坐 标 构造 三 角形 单元 的 插值 函数 在 第 2 章 我 们 已 
讨论 过 ,为 确定 插值 函数 中 的 各 个 系数 涉及 和 矩阵 求 着 的 运算 。 对 于 高 次 单元 ,此 运算 比较 
BEAN, 因此 普遍 应 用 自然 (面积 ) 坐 标 来 直接 构造 一 般 三 角形 单元 的 播 值 函 数 ,这 时 运算 比 
较 简 单 。 

从 第 2 章 的 讨论 中 已 知 .对 于 3 结 点 三 角形 单元 ,引信 面积 坐标 


L, = АРА а = 1,2,3) (3. 3. 1) 
则 单元 揪 值 函数 可 以 表示 为 i 
N = L, G = 1,2,3) (3. 3. 2) 


WHG. 2. 12) 式 引入 的 对 Lagrange 插值 函数 各 个 因子 的 几何 解释 推广 于 现在 的 
情况 , 则 可 以 比较 方便 地 利用 而 积 坐 标 构 造 二 次 以 及 更 高 次 的 三 角形 单元 ， 
1. 二 次 单元 
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如 图 3. 6 所 了 未 ,二 次 单元 有 六 个 结 点 ,各 结 点 
的 面积 坐标 分 别 标 注 在 括号 内 。 参 照 (3. 2.12), 
现 将 需要 构造 的 插值 函数 表示 成 


JU CL La La) 
м = Ц L LO 


但 其 中 SP СА, has La) AP Gus Ls R5 T 

积 三 角形 单元 相对 应 的 几何 意义 。 "> 
ал L, , Ly) E li pe 8:35 Шш: 以 外 所 有 结 o — 

点 的 二 根 直线 的 方程 SPC, L. L.) =0 的 左 端 | 

项 .例如 当 ; 一 1 ЕЁ. ЛП? 分 别 是 通过 结 点 4,6 的 直 图 3.6 自然 坐标 三 角形 单 元 (2 次 变化 ) 

RAE JSP (L L, L.) =L, —1/2=0 和 通过 结 点 

2,5,3 的 直线 方程 УС, а, 1а) == 0 АЕН. РӘС Ls La PE Lus Lu, Ls 是 

结 点 i 的 面积 坐标 。 所 以 得 到 


(3.3.3) 


L —]⁄2 L 
N = 179 . үт (2L, — DL (3.3.4) 
通过 类 似 的 分 析 步 又 ,可 以 得 到 
_ L, — 1⁄2 L; _ ‚ _ Да — 1⁄2 1, _ _ 
N, 1⁄2 I = (21, 124. М, == 1/7 1 一 (2L, 124,» 
Фа. L: _ = 22, L; _ = Ë: , L. _ 
№, = 15215 4L,L, , = 1⁄2 172 7 4L,L;,, = 1⁄2 ` 175 = 4L,L, 


(3.3.5) 
为 叙述 方便 ,今后 我 们 可 以 形象 地 将 这 种 利用 类 似 (3. 3. 3) 式 所 表示 的 构造 单元 插值 
函数 的 方法 称 为 划 线 法 、 
2. 三 次 单元 
为 保证 二 维 域 三 次 多 项 式 的 完备 性 ,三 次 单元 ,应 有 10 个 结 点 ,如 图 3.7 所 示 , 可 根 
据 和 二 次 单元 相同 的 步 又 , 按 划 线 法 构造 它 的 镍 值 函数 。 对 于 角 结 点 


图 3.7 自然 坐标 三 角形 单元 (二 次 变化 ) 
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一 да L 
N = 2 т. .+ = 48 5 = FGL 一 1) GL, — DL 
G = 1,2,3) (3.3.6) 
对 于 边 内 结 点 
L L DL-1/3 9 
N, = Та 02 тб —1) 
іл, Ја Та М3 9, — 
м. о у = ELLO — D 
a Ге. Га, V3_ 9 - 
和 
9 
№ 1/3 2⁄3 .1/3 2 13120314 — 1) 
2h, h L — 1⁄3 9, 
№ = 173 ` 2/3 ЕШ = 5111803815 — 1) 
L, L, — 1⁄3 _ 9 
Ns = 2/3 ° 1⁄3 За = 51413684 — 1) 
对 于 中 心 结 点 
L L L 
N = 1. — ,— = 
w = 173 173 178 7 ALL, 


如 有 需要 ,可 以 构造 更 高 次 的 三 角形 单元 ,其 步骤 是 ， 
(1) 按 二 维 域内 各 次 完全 多 项 式 的 要 求 确 定 结 点 的 数目 (n) 和 位置。 此 要 求 可 表示 如 
Pascal 三 角形 (如 图 3.8》， 例 如 按 此 要 求 ,四 次 三 角形 铺 点 数 应 为 15 ,并 配置 如 图 3. 9. 


(040,1 
全 有 人 NA 
11 1 
ГО УЕА 
. x z 
(5,».4) № ч) тт (s. $ 2) 
x 3 қ f ` 
ASDA, МУ Му 
_/Х/АЛА/ХМЛМ, a. 0650. ЕГЕТТЕ 
/V/N/N/N/NA ZA ‚1 
(тт?) 
图 3.8 Pascal 三 角形 图 3.9 自然 坐标 三 角形 单元 (四 次 变化 ) 


(2) 按 广 义 的 Lagrange 插值 公式 构造 插值 旺 数 , 即 


fo (L. Lgs La) 
М, = Ed lot honk А 
Ц f (Liu Г, Ls) (3.3.7) 


其 中 P 为 插值 函数 的 次 数 ， 显然 „Ж ЕЕЕ BJ 38148 АЕ Мл» Бар Гл) 二 在 /这 一 
Жж. 
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另外 ,由 于 N. BJ ЕЕ, 以 及 结 点 的 数目 和 配置 符合 Pascal 三 角形 的 要 求 ,可 以 
证 明 这 种 单元 场 函 数 是 满足 收 误 准则 的 ,当然 УМ, = 一 1 这 一 要 求 也 是 恒 被 满足 的 。 
还 可 指出 ， 当 引 入 面积 坐标 以 后 ,单元 矩阵 经 常 可 以 表示 成 下 列 形式 的 积分 
r= (тая (3. 3. 8) 
而 此 积分 可 以 方便 地 进行 计算 ,这 是 三 角形 面积 坐标 单元 的 又 一 优点 。 
3.3.2 Lagrange 组 形 单元 和 Hermite 矩形 单元 


如 果 所 研究 问题 的 冲 体 域 是 矩形 的 ,采用 和 皇 形 单元 将 比 三 角形 单元 更 为 有 效 。 为 了 构 

造 矩 形 单 元 的 插值 钼 数 ,开始 总 可 以 利用 笛 卡 儿 坐 标的 多 项 式 
é = az, + ar + ay + ary + = 

式 中 所 包含 的 项 数 应 等 于 单元 的 结 点 数 。 但 为 了 进一步 确定 上 式 中 的 系数 a G= 0.1, 
2,…) ,将 涉及 矩阵 求 逆 的 运算 ,而 且 在 某 些 情况 下 逆 逢 阵 并 不 存在 ,因此 更 经 常 的 是 利用 
自然 坐标 直接 建 并 播 值 函数 。 方 法 是 将 一 维 的 Lagrange 单元 和 Hermite 单元 加 以 推广 ， 
用 来 构造 二 维 的 Lagrange 矩形 单元 和 Hermite #3 476, 

1. Lagrange 矩形 单元 

构造 任意 的 Lagrange 矩形 单元 插值 函数 的 一 个 简便 而 系统 的 方法 是 利用 二 个 坐标 
方向 适当 方 次 Lagrange 多 项 式 的 乘积 。 现 考虑 图 3.10 所 示 单 元 ,其 中 一 系 烈 结 点 布置 在 


(0, p) 61,7) (r P) 


НЕГ 


图 3.10 Lagrange 第 形 单元 的 - ЙЫНА (--5.р-41-1,/-4) 
Fr 十 1 列 , 思 十 1 行 的 规则 网 格 上 。 现 在 需要 构造 和 布 车 在 了 列 J zS S i 用 合 表 示 ) 相 应 
* 100 > 


的 插值 函数 М, , RIEA Lagrange 多 项 式 
Се (2 ЕЕ 526 — 21): 一 ЭН — Èra) e (Š — ё.) 
人 一 
在 第 了 列 结 点 上 等 于 1, 而 在 其 它 列 结 点 上 等 于 0。 同 理 


IO = Ор p)(9 — р) (9 р) р Ji)" (9 — 70 
! Ср B) (9, — Wn р) Ор р) Ор 9) 


在 第 J/ 行 结 点 上 等 于 1 ,而 在 其 它 行 结 点 上 等 于 0。 从 以 上 分 析 可 见 , 所 需要 构造 的 插值 国 
数 应 是 


N, = Ny = PPEP 0р) (3.3. 9) 
N EA 上 等 于 1 ,而 在 其 余 所 有 结 点 上 等 于 0。 这 种 单元 每 一 边界 上 的 结 点 数 和 函数 
在 边界 上 的 变化 是 协调 的 。 因 而 也 保证 了 单元 之 间 函 数 的 协调 性 。 

在 图 3. 11 所 未 为 三 种 形式 的 Lagrange 和 定形 单元 。 虽 然 构 造 它 们 的 播 值 函数 是 很 容 
易 的 ,但 是 这 种 类 型 的 单元 存在 一 定 缺点 ,主要 是 出 现 了 随 播 值 范 数 方 次 增高 而 增加 的 内 
结 点 ,从 而 增加 了 单元 的 自由 度数 ,而 这 些 自由 度 的 增加 通常 并 不 能 提高 单元 的 精度 。 如 
果 我 们 考察 "一 户 的 情况 ,从 基于 Pascal 三 角形 的 图 3. 12 可 以 看 出 增加 了 很 多 非 7 AE 
项 式 所 必要 的 高 次 项 ,因为 单元 的 精度 通常 是 由 完全 多 项 式 的 方 次 决定 的 ,因此 后 面 将 要 
讨论 的 Serendipity 单元 在 实际 中 得 到 比 Lagrange 单元 更 多 的 应 用 。 


图 3.11 Lagrange EKER 图 3-12 Щ3х3(# nx >K Lagrange $I t 
(a) ЕШ бю (cy 三 次 的 f 形成 的 多 项 式 中 的 项 次 
2. Hermite 矩形 单元 
一 维 的 Hermite 多 项 式 ,也 可 以 用 和 构造 Lagrange 单元 相 类 似 的 方法 ,用 来 构造 
Hermite 矩形 单元 的 插 秆 函数。 对 于 双 1 阶 (3 次 )Hermite 多 项 式 , 可 有 (参看 图 3.13) 


#= У1М0, (3.3.10) 
іші 


其 中 
N,= Н? С) Н ор, М= НӘ Нр 
М№= ЫСЫН Ор, М№=Но( НОС) 
М= (Нар, N = HPOHY O 
N=H (НО (р, N,=H%(£)Hi0(9) 
“101, 


O, =é. 
Q. = (06/95), 
D3 = (gó? Ən 


图 3.13 


N,=H!2(6)H22 (р, 
мун?” Н? ар, 
Му=Н (ЮН? Ор), 
Ммы-нНнохонгар., 


Q, = (афар). 


(J = gá 
Qi = (BABEJ 
Qi (68/280) 


АЗ 1 И Hermite Ф Ел; 


N= HY (8) Hi" (7) 
No НОЕН О 
Ni = HPEH (9) 
Ni = HCHO) 


= DY 


和 
an a-i aiat) elis), 
Q=, ©=| |, (90, al h, 
Ф-%. о-( ы К Ет) 
以 及 


Н? (8)-=1— 38-22, 
Н (6) = 38—22°, 
HP )=&—2Ё-&, 
нё =ё&—ё, 


Hi? q) =1—39 + 29 
Н? (g) = 3 — 21р 
HPM = рр 
Нар =y 


应 该 指出 :由 于 Hermite 矩形 单元 的 插值 函数 是 利用 二 个 坐标 方向 的 一 维 Hermite 
多 项 式 的 乘积 而 得 到 的 ,二 阶 混 台 导数 的 结 点 值 也 必须 包含 在 结 点 参数 当中 。 
如 有 需要 ,可 以 用 类 似 的 步骤 得 到 更 高 阶 的 Hermite ЖЖ ЛЫН ЫҢ АЖ. 


3.3.3 Serendipity 单元 


结 点 仅 配置 在 单元 的 边界 工 常 常 是 人 们 所 希望 的 ,例如 图 3.14(a),(8), (ce) 所 示 的 

三 个 单元 ,函数 在 边界 上 的 变化 分 别 是 线性 的 ,二 次 的 和 三 次 的 。 出 一 医 (d) 所 未 是 四 次 

的 Serendipity 单元 ,单元 中 心 和 配置 了 一 个 结 点 ,是 为 了 使 插值 函数 中 的 四 次 多 戎 式 是 完 

全 的 。Serendipity 按照 字 的 原意 是 意外 的 发 现 。 其 实 , 至 少 在 构造 它 的 揪 介 函数 时 仍 是 有 

一 般 规 律 可 循 的 ,我们 首先 来 讨论 变 结 点 数 的 Serendipity 单元 , 一 方面 由 于 在 实际 应 用 

中 常 希望 同一 单元 的 不 同 边 界 有 不 同 数 旦 的 结 点 ,这 样 可 以 实现 不 同 阶 次 单元 之 间 的 过 
”102， 


图 3.14 Serendipity ЕЖ 


渡 , 从 而 可 能 在 求解 的 不 同 区 坡 采 用 不 同 精 度 的 单元 。 另 一 方面 通过 它 毅 述 构造 
Serendipity 单元 播 值 函 数 的 一 般 方法 。 图 3.15 所 示 为 一 二 次 单元 。 假定 开始 只 有 四 个 角 


KA “БЕ” 


са) Nea 01-69 (ї- (5 Ма-а-Ə d-n”) 


0,5 қ 
Ші е” - | 
1.017 N 6 =(1-£)X(1-9)7/4 


N = Ñ, -+№, - л, 


图 3.15 构造 Serendipity $ TAA ЎТА) — 8 Jr ie 
结 点 ,对 应 这 些 结 点 的 搬 值 函数 可 利用 双 一 次 Lagrange ЛАН, ВП 
Ñ = 0+ 6а +9) G=1,2,3,4,) (3.3.11) 
其 中 б = 44, 加 = Y7 
ЖП ЖИ ӘЛИ рч ч, ПИЯ БУ БАЕ {ШЕ Ж] Pi А НЕШ. sk risk Й e (=Ë 
四 方向 二 次 和 (或 介 方 向 一 次 Lagrange 多 项 式 的 乘积 。 例 如 增加 结 点 5, 则 


N= y 60-0 (3.3,12) 
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需要 指出 的 是 ,对 于 现在 5 个 结 点 的 情况 № 满足 N; = 6, (j= 1,22, 5) 要 求 ,而 М, 
G 一 1,2,3,4) 不 再 满足 N 06001,29 Т, НЕ, N N: ЕЛЕ 
为 


1 
- м, M, = N: № 


类 俱 地 ,可 以 讨论 增加 边 内 缚 点 6,7,8 的 情况 ,所 以 最 后 得 到 4— 8 结 点 单元 的 插值 
函数 


М, = №, 


- + 1 
N, =Ñ, — +N, 一 ім, M=Ñ, № IN, 

қ қ 1 
N, =N, — SN — м, N,= Ñ, — + ; — № 


гә 


53.3. 13) 


N, =+ -H p, №, = т“ руа + ә) 


N, - а ZUHP, M= ға _ (1—4) 


《如 5,6,7,8 结 点 中 任 一 个 不 存在 , 则 对 应 的 插值 函数 为 0) 
其 中 М, = таа +) G= 1,2,3,4) 


5 = ёё, ъ= 
ЖАН (Н ЕСЕ -—# ЕКЕ. ШШ М, 为 例 表示 于 图 3. 15, 可 以 证 明 这 样 构造 的 播 


ЕРЕ Е N. = 3, Ум, = 1 这 些 基本 要 求 的 。 


显然 ,对 于 高 次 的 Serendipity 单元 ,可 用 同样 的 方法 构造 它 的 插值 函数 。 例 如 对 于 Р 
次 单元 的 边 内 结 点 , 它 的 插值 函数 可 表示 成 (或 7) 方向 pp 次 和 (或 6) 方向 一 次 
Lagrange 多 项 式 的 莱 积 , 调 对 于 角 结 点 , 则 其 插值 函数 可 表示 成 一 双 线 性 函数 和 用 适当 分 
数 分 别 乘 以 相 邻 两 个 边界 上 的 各 个 边 内 结 点 插值 函数 之 和 ,以 保证 它 在 边 内 结 点 上 的 值 
也 为 0。 因 为 角 结 点 搬 值 孙 数 中 除 双 线性 函数 之 外 的 附加 项 可 随 相 邻 边界 上 的 边 内 结 点 
的 增 减 而 变化 ,所 以 边 内 结 点 数 是 灵活 的 ,这 对 于 构造 变 缚 点 数 的 过 渡 单 元 是 很 适合 的 。 
图 3. 16 给 出 了 3 次 /1 次 过 镀 单 元 应 用 的 实例 。 此 过 渡 单 元 的 插值 函数 ,依据 上 述 构造 变 
结 点 单元 插值 函数 的 方法 可 以 表示 如 下 ，: 


М, =Ñ,- SN, — +N, 
N, =N, -- м, = ім, 
N, =Ñ 
а L (3. 3.14) 
М, =N, 
м, -та ус за р 
Ns «а -HADA y) 
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和 
图 3.16 3 次 六 次 过 渡 单 元 及 其 插值 函数 


其 中 应 ,二 та +Q р) G=1,2,3,4) 


分 析 上 述 构 造 Serendipity 单元 插值 函数 的 区 域内 一 般 方法 ,可 以 看 到 只 有 边界 结 点 
的 单元 插值 函数 中 包 合 的 项 次 包 合 在 如 图 3. 17 Р НБТ СС ЗЗД РЧ. WEAR 3.12 
所 表示 的 各 次 Lagrange 单元 播 值 函数 所 包含 的 项 次 比较 ,显然 ,Serendipity 单元 中 完全 
多 项 式 以 外 的 高 次 项 要 少 得 多。 但 是 也 可 看 到 ,对 于 四 次 及 其 以 上 的 Serendipity 单元 必 
须 增加 单元 内 部 的 结 点 ,才能 保持 相应 次 多 项 式 的 完全 性 . 


图 3. 17 只 有 边界 缚 点 的 Serendipity 单元 插值 函数 中 的 项 次 
关于 上 述 构造 变 结 点 数 单元 播 值 本 数 的 方法 ,我 们 可 以 指出 ,在 实际 应 用 中 它 具有 更 
广 证 的 一 般 性 ,前 面 讨论 的 二 维 三 角形 单元 .Lagrange 单元 的 插值 函数 也 可 以 利用 此 方 


法 进行 构造 .例如 图 3. 6 所 示 三 角形 二 次 单元 的 插值 函数 ,利用 变 结 点 数 单元 的 方法 可 以 
Ж Е: 


• 105 = 


М, =N,- TN. № 


тм 


N 1 
Мұ-«М,- 9 
езт | (3.3.15) 


N, =N. — 7 
М, = 4L,L, 
N, = 4L,L, 
N, =4L,L, 
其 中 N.= L, G=1,2,8) 
可 以 验证 ,上 式 表 示 的 NoNo N, 和 (3, 3.4) 式 给 出 的 结果 是 一 致 的 。 
EFEX T Lagrange 单元 ,利用 变 结 点 单元 的 方法 构造 出 的 插值 汕 数 ,和 利用 两 个 方 
向 一 维 Lagrange 插值 函数 相 敢 的 方法 [C3. 3. 9) 式 ] 得 到 的 结果 也 是 完全 一 致 的 ,读者 可 
以 作为 练习 加 以 验证 。 
通过 以 上 讨论 可 以 看 出 ,在 办 造 单元 插值 示 数 的 意义 上 ,三 角形 单元 和 四 边 形 单元 ， 
Lagrange 单元 和 Serendipity 单元 的 差别 消失 了 。 而 且 这 种 构造 单元 播 值 函数 方法 可 以 
方便 地 推广 用 于 三 维 情况 ， 


34 三 维 单元 


三 维 单元 可 能 有 的 几何 形状 比 二 维 单元 要 多 得 多 ,现在 只 讨论 几 种 常用 的 形状 ,又 因 
为 构造 其 插值 函数 的 方法 只 是 前 节 所 述 方法 的 推广 ,所 以 我 们 基本 上 只 给 出 具体 结果 ,而 
不 再 重复 其 过 程 。 


3.4.1 四 面体 单元 


3.18 表示 出 各 次 四 面体 单元 ,这 种 单元 和 二 维 情况 的 三 角形 单元 相 类 似 , 插 和 值 函 
数 是 在 三 维 坐 标 内 的 各 次 完全 多 项 式 。 在 各 个 面 上 的 结 点 配置 和 同 次 的 二 维 三 角形 单元 
相同 ,函数 是 相应 二 维 的 完全 多 项 式 , 从 而 保证 了 单元 之 间 的 协调 性 。 

根据 三 维 四 面体 单元 的 岂 何 特点 ,引进 的 自然 坐标 是 体积 坐标 ,如 图 3. 19 所 示 ,单元 
内 任 一 点 Р 的 体积 举 标 是 


_ vol (P234) vol CP341) 


t у01(1234)° 2  vol(12345 
— vol(P412) vol (P123) 


2 vol(1234) ”vol(12347) 
且 有 L, + L, + L, + L, = 1 


(3. 4, 1) 


ТАА т, # К РИШ Ж š: ú BJ HR АК ЕРІН СЕ ЖЕЛТ 
方法 得 到 。 
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(a) 4 结 点 


图 3.18 四 面体 单元 
Са) РЕВО (5) ORKA Сс) 三 次 的 


线性 单元 ， 
N =L (= 1,92,3,4) (3.4.2) 
二 次 单元 ， 
њан N: = (21, — DL, (= 1.2,3,4) 
RAHA N = 4L Lz, М, = 41,1, 
М, =4LL, N, 41,1, 
N, = 41.1, No = 41,1, 
(3. 4, 3) 
三 次 单元 ; 
角 结 点 N, = FGL - DBL, — Hh, 
楼 内 结 点 Му = 211.031, 一 1) 等 
面 内 结 点 М, 一 ES EN 等 


3.4.2 Serendipity 单元 


2 


图 3.19 体积 坐标 


(2 = 1,2,3,4,) 
(3. 4. 4) 


ІҢ 3.20 所 示 的 各 个 单元 和 图 3. 14 所 示 的 二 维 Serendipity 单元 是 相当 的 。 现 在 引入 
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三 个 自然 坐标 Epi 和 符 号 名 一 全 为 一 7 名 一 小 , 则 仿照 二 维 单 元 播 值 函 数 构造 方法 
可 以 得 到 三 维 Serendipity 单元 的 插值 函数 。 


图 3.20 三 维 Serendipity 单元 及 相应 的 二 维和 一 维 单 元 
线性 单元 (8 结 点 ) ， 
М, = та + ёа HWA + š) (3.4.5) 


其 中 & =Š = рр „= 

对 于 二 次 .三 次 单元 的 播 值 苑 数 可 以 方便 地 利用 变 结 点 单元 的 方法 构造 ,以 下 是 给 出 
经 过 整理 后 的 结果 ,读者 可 作为 练习 验证 其 正确 性 ， 

二 次 单元 (20 结 点 )， 


角 结 点 N= та + фа та + tC + 9 + t, — 2) (3. 4.6) 
AERAR (6-0, 2-41, 6-1) 
м--а-ға-ма- 
082663265), 
角 结 点 м= Ба + ёа + Юа + ГӘ TP 0) 19) (3.47) 


典型 的 楼 内 结 点 (6; =+ 
.108 。 | 


+, =l, С; = + 1) 


N, = да -E HEDA + а) 


可 以 指出 : 在 (3.4. 5) 一 人 3.4.7) 臣 中 ,如 令 《 一 吕 一 1, 则 它们 分 别 减 缩 为 相应 的 各 次 
二 维 单元 的 播 值 会 式 。 如 进一步 在 二 维 单元 的 各 式 中 令 ?= 六 = 王 1。 则 它们 又 分 别 减 缩 为 
相应 的 各 次 一 维 单元 的 插值 公式 。 所 以 这 种 形式 的 三 维 单元 如 和 相应 次 的 平面 或 线 单 元 
相连 结 ( 如 图 3. 20 所 示 ) 是 能 保证 协调 的 。 

ЖЕНЕН. 如 果 仿 照 二 维 变 结 点 过 渡 单 元 栖 值 函数 的 构造 方法 ,同样 能 宰 造 三 维 的 
变 结 点 数 的 过 渡 单 元 。 . | 


3.4.3 Lagrange 单元 


图 3.21 所 示 是 三 维 Lagrange 单元 , 它 的 插值 函数 可 直接 表示 成 三 个 坐标 方向 
Lagrange 多 项 式 的 收 积 ,例如 
М, = Мұ = D21951 (3.4.80 
Дф m, я, 户 分 别 代表 每 ~- 坐标 方向 的 行列 数 减 1, 也 即 每 -坐标 方向 Lagrange 多 项 式 
HRR. JK 表示 结 点 守 在 每 一 坐标 方向 的 行列 号 。 


图 3. 21 =Z Lagrange 单元 


3.4.4 三 角形 棱柱 单元 (五 面体 单元 》 


为 了 更 方便 地 离散 形状 复杂 的 三 维 求解 域 ,在 某 些 边界 区 域 采 用 三 角形 楼 柱 单元 党 
常 是 必要 的 。 此 单元 如 图 3.22 所 示 , 依据 矩形 面 上 的 结 点 配置 特点 ,也 可 区 分 为 
Serendipity 楼 柱 单元 和 Lagrange 棱柱 单元 。 这 种 单元 的 播 信函 数 可 以 通过 结 台 二 维 的 
三 角形 单元 和 Serendipity (或 Lagrange) 单 元 的 播 值 函数 而 得 到 。 例如 对 于 图 3. 2206087 
示 的 二 次 单元 。 f 
айы N, = 1.01, -ра+ о = FLU O: % 


三 角形 的 边 内 结 点 Nu = 211,014 D 等 (8.4.9) 
矩形 的 边 内 结 点 м, = LQ р S | 
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ПКА Д Д 
Гатағағау, 


| ланд 
512 


图 3.22 SAPERET 
(a) 线性 的 (b) 二 次 的 (er 三 次 的 


3.5 阶 谱 单元 
3.5.1 一 维 阶 谱 单 元 


以 前 各 节 所 讨论 的 C, 型 单元 ,都 可 称 之 为 标准 型 式 的 Co 型 单元 。 它 们 的 各 个 结 点 参 
数 都 具有 相间 的 物理 意义 ,也 即 是 结 点 的 函数 值 ,因此 单元 的 插 信 函数 具有 我 们 已 热 知 的 
性 质 , 即 每 个 插值 画 数 在 自己 所 对 应 的 结 点 上 等 于 1, 而 在 其 他 结 点 上 等 于 0; 同 时 所 有 插 
值 函数 之 和 等 于 1。 但 是 这 类 单元 也 有 一 固有 的 缺点 , 即 当 低 阶 单元 升 为 高 阶 单元 时 , 低 
阶 单元 的 各 个 插值 函数 也 都 随 之 变化 .这 将 为 通用 程序 的 编制 带 来 不 便 ,特别 是 不 适合 用 
于 自 适 应 有 限 元 的 分 析 .因为 在 自 适应 有 限 元 分 析 中 ，, 当 发 现 利 用 较 低 阶 单元 对 一 问题 进 
行 分 析 的 精度 不 满足 给 定 的 要 求 时 ,可 能 需要 在 单元 网 格 划 分 不 变 的 条 件 下 提高 单元 的 
阶 次 。 这 时 希望 已 形成 的 低 阶 单元 的 刚度 等 特性 矩阵 保持 不 变 地 仍 被 利用 。 显 然 如 果 采 
用 的 单元 是 标准 型 式 的 单元 是 不 可 能 实现 上 述 希 望 的 。 因 为 这 时 低 阶 单元 的 揪 值 函数 己 
经 改变 , 则 相应 的 单元 刚度 等 特性 矩阵 势必 重新 形成 。 而 本 节 所 讨论 的 阶 谱 单元 (hier- 
achical element}) 刚 可 以 实现 上 述 目的 。 

从 本 章 第 2 节 的 讨论 已 知 ,一 维 Lagrange 单元 中 ,单元 内 场 函数 值 可 以 表示 成 


$= Умов (8.8.10) 
ДР 5 BAR ЖОШ. М,Н г 的 插值 函数 ， 
一 维 线性 单元 具有 两 个 结 点 , 即 + 一 2。 这 时 相应 的 插值 函数 是 
№= 401-9, №= аф (іё) (8.5.2) 


当 单 元 内 增加 结 点 3, 使 之 成 为 二 次 单元 时 ,如 按 变 结 点 单元 播 值 函 数 构造 方法 , 则 
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它 的 各 个 插值 函数 可 以 写成 


Ni =Ñ, м, N= Ñ, — bN, N, = 1 — ё (3. 5.3) 


у = la. vl | 
其 中 | Ni~ 501-0, М, zate (3.5.4) 


ЖЕНЕ EAM. 
现 将 (3. 5. 3)(3, 5.4) 式 代入 (3. 5.1060 a=3), ЕЕ N, N: MN, 将 表达 式 重 
新 排列 , 则 可 以 将 单元 内 场 函 数 表示 成 


i= ой + Ñ + N [8 — й) (3.5.5) 
还 可 以 将 上 式 进一步 改写 成 
3 
$= УІН, Фа, (3.5.6) 


其 中 H =N., HD = N,, H(t) = N, 
(3.5.7) 
а=, а =, а = EEA 


H,, H, 即 原来 线性 单元 的 播 值 函数 ,ai，as ККАН с а A ЖГ (ES Ж). 
H, 是 在 结 点 1,2 为 0, 在 结 点 3 等 于 1 的 二 次 函数 ,as TEERAA 3 的 函数 值 ,而 是 它 和 
漂 线 性 单元 在 结 点 3 RRENA. 这样 一 来 , 当 单 元 从 线性 升 阶 为 二 次 单元 时 , 诛 线 性 单 
元 的 插值 函数 保持 不 变 。 这 将 意味 着 在 进一步 形成 二 次 单元 的 各 个 特性 矩阵 时 , 原 线性 单 
元 的 相应 部 分 可 以 保持 不 变 地 而 被 继续 使 用 ,从 而 达到 节省 程序 编制 和 运算 的 时 间 。 这 就 
基 阶 谱 单元 的 基本 概念 。 

需要 指出 ， 在 阶 谱 单元 中 ,由 于 结 点 参数 不 一 定 都 具有 结 点 函数 值 的 物理 意义 ,因而 
原来 标准 型 C。 型 单元 插值 函数 所 具有 的 性 质 现在 也 不 再 保持 了 。 例 如 从 (3. 5. 7) 式 可 见 ， 
Н.Н. ETHE CESORESF 0, H,+ H,+ H, 也 不 再 等 于 1。 正 因为 现在 的 
Н..Н..Н. 不 再 具有 标准 型 的 C, 型 单元 插值 函数 所 具有 的 性 质 ,为 区 别 起 见 ,今后 称 它 
们 为 阶 谱 函 数 ,并 用 符号 号 表示 。 但 是 应 该 指出 ,单元 的 收敛 性 质 并 未 改变 ,因为 现在 只 


是 重新 定义 了 第 三 个 结 点 参数 的 意义 为 a， (=%—- (+) ;而 单元 内 函数 # 的 插值 表 


示 的 实质 并 未 改变 。 

需要 指出 的 另 一 点 是 : 阶 谱 函 数 H, 在 以 上 的 讨论 中 采用 了 1 一 如 的 形式 ,但 这 并 非 
唯一 可 能 的 选择 .实际 上 只 要 是 在 结 点 1.2 保持 为 0 的 任 一 二 次 函数 都 是 可 能 的 选择 , 当 
然 这 样 一 来 结 点 参数 的 意义 也 将 相应 地 改变 。 而 且 在 实际 分 析 中 ,对 结 点 参数 的 理解 
也 不 一 定 非 村 和 某 个 结 点 的 具体 物理 量 相 联 系 不 可 。 

循 上 述 思路 继续 前 进 ,如 果 将 一 维 二 次 单元 升 阶 为 三 次 单元 。 在 标准 型 一 维 单元 中 ， 
我 们 将 增加 结 点 4, 通 常 还 要 调整 结 点 3 的 位 置 ,并 重新 构造 插值 函数 N, Nas М.. 而 在 
阶 谱 单元 中 ,我 们 保持 阶 谱 函 数 H, H H, 不 变 , 当 然 结 点 3 的 位 署 也 保持 不 变 , 只 要 
求 新 增加 的 H, 是 在 结 点 1.2 等 于 0 的 一 个 三 次 函数 。 例 如 将 Н, 表示 成 

Н. = Eq- ё) (3. 5, 8) 
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这 时 | H,(— 1)= H,(1) = 0 


并 且 но = 0, 49 =! 
如 将 单元 的 函数 # ЖИЙИ КОЕ 
жэ = Ун, а, (8.5.9) 
则 可 识别 新 增加 的 参数 w 的 物理 意义 为 — 
«-( |, Lig $? (3.5.10) 


即 函 数 在 单元 中 点 (一 0) 的 斜率 | E] танялнж1-9,-өо2 ж. HIER 
理 意义 就 比 a; 更 加 不 那么 明显 ,因此 正如 前 面 所 说 ,对 于 阶 谱 单元 的 各 个 “ 结 点 ”( 其 实 并 
不 一 定 和 某 个 具体 结 点 相 联系 ) 参 数 不 一 定 要 通过 某 个 具体 结 点 的 物理 量 去 理解 它 ， 
如 按 上 述 思路 继续 下 去 ,我们 可 以 构 埋 更 高 阶 的 阶 谱 函 教 例如 
H, = ё(1—&{), H= ËQ | Ppr (3.5.11) 
不 过 此 时 与 之 对 应 的 参数 ssyas 的 物理 意义 更 不 易 识 别 , 昌 然 这 种 识别 不 一 定 是 必要 的 。 
正如 我 们 在 前 面 已 痢 出 , 阶 谱 函 数 的 形式 不 是 唯一 的 , 另 一 种 方便 的 形式 可 以 表示 如 
F: | 
(а = 3,5) 
Н, = Ф — 01 ? (3.5.12) 
Go DE E) (р-4,6,--9 


从 上 式 可 以 得 到 
H= ү —1), H. = + — O 
1 1 (3. 5.13) 
н,= 10-10, H,= 106—0 % 
和 和 以 前 形式 的 阶 谱 酒 数 相 比较 ;五 ;, He HWA RA, H, 及 其 更 高 阶 的 Н. Н, 等 
则 有 所 区 别 。 现 在 的 阶 谱 函 数 具 有 以 下 性 质 


d'H, — N (j= 2,3, p — 2) 
dë |<, |1 (j= р = 1) 8,5,14) 
这 样 一 来 me (82 关 3) 就 被 赋予 了 简单 的 物理 意义 (并 非 一 定 必 要 ) , 邵 
. #—1 
¿= ы, (р > 3) (3.5.15) 


从 此 也 更 便于 理解 , 当 阶 谱 单 元 用 于 二 维 、 三 维 情况 时 , 在 单元 交界 面 上 ,如 有 共同 的 参 
数 , 则 自动 满足 了 单元 间 Ce 连续 性 的 要 求 。 0 
在 本 节 开 始 已 指出 , 阶 谱 单 元 的 优点 之 一 是 用 于 自 适应 分 析 时 ,可 以 节省 程序 编制 和 
计算 的 时 间 , 现 在 再 进一步 加 以 阐述 。 如 时 问题 采 骨 二 结 点 的 线性 单元 进行 分 析 , 当 计算 
结果 的 误差 被 估计 不 满足 精度 要 求 时 ,在 网 格 保 持 不 变 的 情况 下 ,我 们 可 以 采用 高 阶 的 阶 
谱 单 元 进行 重 分 析 { 即 提高 p 的 数值 ,这 种 自 适应 的 重 分 析 , 叫 做 p 方案 )。 线性 单元 的 刚 
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度 和 矩阵 可 以 表示 成 


кр Ki? 
Ko = [i ке. (3.5.16) 
щй = лї ІН Е #| Br ЛЫН FFE , E T В ЖЕ ГЛ 
别 表 示 为 
ке КР кор 
K = IK Кр Kh 
ке KP KẸ 
KP кр кр KP 
КР Кр KF К 
ко = (3.5.18) 
KP Кр Кр КЇ 
ке Ki Kh K? 
AEREI A , 24 3É pü ИГ. ЕТ НЕЕ ВЕЕР, ЕТІ НІНЕ БЕГ БЕТКІ Жі 
用 。 并 且 还 可 根据 阶 谱 函 数 形式 不 存在 唯一 性 的 特点 ,进一步 考虑 选择 一 种 优化 的 形式 ， 
使 刚度 的 非 对 角 项 消失 (即使 高 低 阶 函 数 之 间 不 看 合 ) , Bp 


(3.5.17) 


K;= Къ = 0 G= jB і ус 3) 3.5.19) 
对 于 一 维 弹 性 力学 问题 
K, = K, = j: сш dr = 2 = 2 ШЫ іе (3.5.20) 


其 中 : 上 是 截面 刚性 系数 ,! 是 单元 长 度 。 
ЕЙ, КК, ШІ tE— 1<£<1 区 间 内 满足 正 交 性 条 件 .我 们 
已 知 Legendre EWR 
1 ， 
Р) = GD 2- ше 1] (8.5.21) 


是 满足 此 条 件 的 一 种 多 项 式 函 数 , 因 此 可 议 通 过 对 它 аны 
1 


Ны = |Р, = с-та ее — D22 
_ _ 1 _ d” — 15-2 
或 Н, = [р,- ае = p= е-е (3.5. 22) 
从 上 式 可 以 得 
Н; = 6—1, H, = (ЁЁ — t) 3 (3.5. 23) 


和 前 面 得 到 的 另 一 种 阶 谱 函数 (3. 5.12)《3. 5.13) 式 比较 ,对 于 H, MH ,两 类 函数 
也 仅 相差 一 系数 ,而 对 于 ЫН 及 其 以 后 的 阶 谱 函数 两 者 是 不 同 的 。 

从 本 小 节 的 讨论 可 以 看 到 ,一 维 阶 谱 单 元 阶 谱 函 数 的 构造 方法 是 ,首先 利用 线性 插值 
联 数 构造 分 别 与 单元 两 端 结 点 相 联 系 的 线性 项 H, MH. ПЕ H, Ho H, 等 高 阶 阶 谱 
函数 是 在 两 端点 取 0 值 并 依次 为 二 次 ,三 次 ,四 次 等 的 任意 隙 数 。 和 一 维 变 结 点 单元 插值 
基数 的 构造 方法 相 比 , 互 ;, 豆 ,所 ,等 的 具体 形式 不 像 N;，N,，N; 等 那样 只 有 唯一 的 选 
择 ,而 且 对 应 的 “ 结 点 ”参数 不 一 定 和 某 个 结 点 的 具体 物理 量 相 联系 ; 另 一 方面 最 重要 的 
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是 , 当 单 元 阶 次 增加 时 ,已 形成 低 阶 阶 谱 函 孝 不 需要 修改 或 重新 构造 .认识 上 述 特点 ,可 以 
方便 或 比较 方便 地 构造 二 维 . 三 维 阶 谱 单 元 的 阶 谱 函数 。 


3.5.2 二 维 、 三 维 阶 谱 单元 


对 于 图 3. 23 所 示 二 维 四 边 形 单元 ,1,2,3,4 是 角 结 点 ,用 符号 “0" 表 示 .5,6,7,8 是 各 
边 中 点 所 在 位 置 ,用 符号 “ ”表示 ,以 示 和 结 点 的 区 别 , 因 
为 和 它们 相 联 系 的 “ 结 点 ”参数 不 一 定 是 一 个 ,而 县 依赖 于 


7 
Š 1 
ЕТЕ ИНК. HATAREE аян 7. | | 
H, Ha Н, 四 个 ,它们 和 双 线 性 Гаргапре 单元 相同 М 8 
| 77% | g 


H, = N, = та +G + фар) (3.5.24) 


当 单 元 升 阶 为 类 似 Serendipity 型 二 次 单元 时 , 阶 谱 函 数 3 7 i 
Hs Hoe. Hr Hs 的 构造 原则 是; 它们 应 分 别 是 在 除 自身 所 图 3.23 二 维 四 边 形 单元 
在 的 三 个 边 取 0 值 的 二 次 函数 ,例如 采取 以 下 形式 

н, =а-ёа+р. н, = а-а m 


4 4 
(3. 5. 25) 


Hm =ta- D4- Hi= LG + 0— P) 


如 果 希 望 构造 类 似 于 Lagrange 型 的 二 次 单元 , 则 再 增加 H, , 它 的 表示 式 可 取 如 下 形式 
Н, = та — Ё) (1 — 9) (3. 5. 26) 
从 形式 看 Hs, How, H, 和 Serendipity 二 次 单元 及 Lagrange 二 次 单元 的 N，， 
Мұ» “4, xs 相同 ,但 现在 НІ. Н,, Н,. Н, 仍 保持 线性 单元 的 形式 而 不 必修 改 。 如 果 要 求 
单元 升 阶 为 类 似 Serendipity W Lagrange 型 的 三 次 或 更 高 次 单元 ,需要 增加 的 阶 谱 函 
数 可 用 类 似 的 方法 构造 。 正 如 在 一 维 阶 谱 单 元 的 讨论 中 所 见 , 从 二 次 阶 详 函 数 开始 ,其 形 
式 有 和 多 种 可 能 的 选择 ,包括 使 之 满足 一 定 正 交 性 的 选择 ,以 达到 单元 刚度 矩阵 中 各 个 阶 次 
之 加 不 相 耦 合 ,从 而 达到 计算 简化 的 目的 。 例 如 利用 (3. 5. 12) 式 给 出 的 一 维 阶 谱 函 数 ,我 
们 可 以 构造 二 维 Serendipity 型 的 阶 谱 单元 , 它 的 二 阶 以 上 阶 谱 函 煞 可 以 表示 如 下 : 
1 


(@— DG т (р-2,4.-9 


>хм 
Н» = 5 "à 
зх BI 二 (фр = 3,5,4) 
1 
了 又 1)(1 一 上 (р=2,4,--) 
H, = 


1 
хр? = De (р=3,5,.) 


1 
_ Вы” 一 DG 一 及 (p=2,4.°) 


1 
ы” ға 7) (p = 3,5) 
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一 (六 -PA H (р-2,4,49 
2х р! 
Н, = (3.5. 26) 


и” — p) (1 + š) (р = 3,52 


式 中 “p*” 代 表 阶 次 。 当 p= 时 ,从 上 式 就 得 到 (3. 5. DRA h ЛИЕ ИНЖ. 

依据 阶 谱 单 元 的 基本 概念 以 及 构造 阶 谱 函 数 的 一 般 原 则 ,不 难 徇 造 出 二 维 三 角形 以 
及 三 维 四 商 体 、 五 面体 .六 面体 等 形状 的 阶 谱 单 元 及 其 阶 谱 固 数 , 这 里 就 不 一 一 列举 。 必 和 要 
时 读者 可 查阅 其 他 文献 (例如 本 书 末 页 所 附 主 要 参考 书目 4 的 第 七 章 )。 


3.6 小 结 


本 章 着 重 讨论 了 标准 型 C, 单元 及 其 插值 函数 的 构造 方法 ,其 中 包括 二 维 三 角形 单 
元 ,四 边 形 的 Lagrange 单元 和 Serendipity 单元 ,三 维 四 面体 单元 .五 面体 和 六 面体 的 
Lagrange 单 元 和 Serendipity 单元 。 它们 搬 值 函数 的 构 井 方法 都 可 以 归纳 如 下 : 对 于 三 角 
形 单元 和 四 面体 单元 一 般 可 以 直接 利用 广义 的 Lagrange WER ЖЕРЕ (El 2025 yp Т 
们 的 揪 信 阔 数 ;而 对 于 四 边 形 单元 和 六 面体 单元 等 一 般 可 以 利用 变 结 点 单元 的 方法 构 坦 
它们 的 插值 画 数 , 即 首先 利用 双 线 性 或 三 线性 Lagrange 函数 表示 它们 角 结 点 的 插值 浮 
数 ,然后 根据 实际 结 点 设置 的 需要 利用 划 线 法 构造 它们 边 内 或 看 内 结 点 的 播 值 函 数 ,并 对 
已 形成 的 角 结 点 擂 值 函数 作 相 应 的 修正 。 当 然 这 种 方法 也 可 用 于 三 角形 单元 和 四 面体 单 
元 插值 请 数 的 构造 

以 土 两 种 方法 构造 出 的 搬 值 函数 都 能 够 满足 插值 函数 的 基本 要 求 。 即 在 自身 的 结 点 
等 于 1, 而 在 其 他 结 点 等 于 0, 并且 所 有 捅 值 函数 之 和 恒 等 于 1 。 

变 结 点 单元 插值 函数 构造 方法 的 原理 可 以 推广 用 于 阶 谱 单元 ,并 且 更 为 简单 ,因为 这 
时 边 内 或 面 内 “ 结 点 ”的 阶 谱 函 数 可 以 有 不 基 唯 一 的 选择 ,并 且 单 元 升 阶 时 已 形成 的 低 阶 
阶 谱 函 数 不 必 修正 或 重新 构造 。 

最 后 应 该 指出 ,本 章 所 讨论 的 单元 都 是 建立 于 自然 坐标 内 的 规范 化 的 单元 ,在 实际 分 
桥 中 ,为 适合 一 般 几 何 形 状 的 要 求 ,通常 首先 需要 通过 坐标 变换 将 它们 变换 到 物理 坐标 
《例如 笛 卡 尔 坐 标 、 图 柱 坐 标 等 ?内 .变换 的 方法 及 相应 的 数值 运算 技巧 将 在 下 一 章 中 进行 
讨论 。 


习题 


3.1 证 明 一 维 1.agrange 单元 的 插值 函数 满足 Ум = 1 HER O 是 结 点 数 )， 


3.2 利用 构造 变 结 点 数 单 元 播 值 函数 的 方法 ， 构造 图 3. 24 F 9 结 点 单元 的 插值 函 
数 ,并 和 利用 构造 二 维 Lagrange 单元 插值 函数 方法 得 到 的 结果 进行 比较 。 
3.3 利用 构 阁 变 结 点 数 单 元 插值 函数 约 方 法 ,构造 图 3. 25 所 示 三 次 三 角形 单元 的 
插值 通 数 ,并 和 (3. 3. 5) 式 的 结果 进行 比较 。 
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图 3.24 图 3.25 


3.4 # FR 352625 Ж St uY НУГЕ Е Е 3. 22( 刀 所 示 五 面体 单元 的 插值 
函数 ,并 验证 它们 是 否 符合 播 值 函数 的 性 质 。 

3.5 在 (一 1,1) 区 域内 构造 1 阶 Hermite 单元 的 捅 值 函 数 , 并 讨论 所 构造 黎 数 的 性 
质 。 

3.6 有 一 物理 问题 的 方程 是 4 一 $= 二 0, 问 点 条 件 是: $8 一 0, 在 z= 二 0; $=] 在 z=1， 
现在 用 标准 型 和 阶 谱 型 的 线性 和 二 次 单元 求解 ,导出 它们 的 单元 刚度 第 阵 , 并 比较 二 类 单 
元 的 特点 。 
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Жав 等 参 单元 和 数值 积分 


4.1 5l 言 


前 一 章 讨论 了 经 常 应 用 的 一 些 单元 形式 ,从 中 可 以 看 到 , 随 着 单元 结 点 数目 的 增加 ， 
揪 值 函数 的 方 次 也 增加 了 ,因而 用 于 实际 问题 的 分 析 时 、 可 能 达到 的 精度 也 随 之 提高 了 。 
对 于 一 个 给 定 问 题 的 求解 域 ,预期 用 较 少 的 单元 即 可 获得 需要 精度 的 解答 .但 是 用 较 少 的 
形状 规则 的 单元 离散 几何 形状 比较 复杂 的 求解 域 常会 过 到 巷 难 ,因此 需要 寻找 适当 的 方 
法 将 上 一 章 讨论 的 规则 形状 的 单元 转化 为 其 边界 为 曲线 或 曲面 的 相应 单元 。 在 有 限 单元 
法 中 最 普遍 采用 的 变换 方法 是 等 参 变 换 , 即 单元 几何 形状 的 变换 和 单元 内 的 场 函 数 采 用 
相同 数目 的 结 点 参数 及 相同 的 插值 函数 进行 变换 。 采 用 等 参 变换 的 单元 称 之 为 等 参 单元 ， 
借助 于 等 参 单 元 可 以 对 于 一 般 的 任意 几何 形状 的 工程 问题 和 物理 问题 方便 地 进行 有 限 元 
离散 ,因此 ,等 参 单 元 的 提出 为 有 限 单 元 法 成 为 现代 工程 实际 领域 最 有 效 的 数值 分 析 方 法 
迈 出 了 极为 重要 的 一 步 。 

由 于 等 参 变 换 的 采用 使 等 参 单元 的 刚度 ,质量 .阻尼 .载荷 等 特性 矩阵 的 计算 仍 在 上 
一 章 所 表示 单元 的 规则 域内 进行 ,因此 不 管 各 个 积分 形式 的 矩阵 的 被 积 函数 如 何 复杂 ,都 
可 以 方便 地 采用 标准 化 的 数值 积分 方法 计算 ,从 而 使 各 类 不 同 工 程 实际 问题 的 有 限 元 分 
析 纳 入 了 统一 的 通用 化 的 程序 。 

本 章 第 2,3,4 节 依 次 讨论 等 参 变换 的 概念 和 单元 矩阵 的 变换 ,等 参 变换 实现 的 条 件 
和 等 参 单元 的 收敛 性 条 件 , 等 参 元 用 于 分 析 弹 性 力学 问题 的 一 般 格 式 。 第 5,6 节 讨论 数值 
积分 的 方法 及 计算 等 参 元 刚度 矩阵 时 数值 积分 阶 次 的 选择 。 


42 等 参 变换 的 概念 和 单元 矩阵 的 变换 
4.2.1 等 参 变 换 


为 将 局 部 (自然 ) 坐 标 中 几何 形状 规则 的 单元 转换 成 总 体 ( 笛 卡尔 ) 坐 标 中 包 何 形状 要 
曲 的 单元 ,以 满足 对 一 般 形状 求解 域 进行 离散 化 的 需要 ,要 建立 一 个 坐标 变换 


L, 
= & 

L, 
bs ү 或 f L (4.2.1) 

z š L 

图 4.1 和 图 4.2 所 示 就 是 这 种 变换 的 某 些 例子 。 
为 建立 前 面 所 述 的 变换 ,最 方便 的 方法 是 将 (4, 2. 1) 式 也 表示 成 播 值 函 数 的 形式 

z= Ума, у= Хм», z= Ума (4.2.2) 
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торгует) 
TITTT] 


AR 
TAWA 
р? 


54.2 某 些 三 维 单元 的 变换 


其 中 m 是 用 以 进行 坐标 变换 的 单元 结 点 数 ,z;,y;,z; 是 这 些 结 点 在 总 体 ( 币 卡 儿 ?坐标 内 
的 坐标 值 ,N: 称 为 形状 沙 数 ,实际 上 它 也 是 用 局 部 (自然 ) 坐 标 表 示 的 植 值 酒 数 。 

通过 上 式 建立 起 两 个 坐标 系 之 间 的 变换 ,从 而 将 自然 坐标 内 的 形状 规则 的 单元 ( 母 单 
元 ) 变 换 为 惫 卡 儿 坐 标 内 的 形状 扭曲 的 单元 ( 子 单元 )。 


我 们 还 可 以 看 到 坐标 变换 关系 式 (4. 2. 2) 和 范 数 的 插值 表示 式 ;$ 一 YIN 在 形式 
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上 是 相同 的 。 如 果 坐 标 变换 和 关 数 插值 采用 相同 的 结 点 ,并 旦 采用 相亲 的 播 值 函 数 El m 
一 2 一 Ni 则 称 这 种 变换 为 等 参 变 换 。 如 果 坐 标 变换 结 点 数 多 于 函数 捅 值 的 结 点 数 , 即 
m>n 则 称 为 超 参 变换 。 反 之 ,m<<n, 则 称 为 次 ( 亚 ) 参 变换 ， 


4.2.2 ”单元 矩阵 的 变换 


在 有 限 元 分 析 中 ,为 建立 求解 方程 ,需要 进行 各 个 单元 体积 内 和 面积 内 的 积分 ,它们 
的 一 般 形 式 可 表示 为 


| сау = [| G(z,y,|z)drdydz (4.2.3) 
v, Y, 


和 | #45 = (Ке y,z)48 (4.2.4) 


ТЇ GA 中 还 常 包含 着 场 函 数 对 于 总 体 坐 标 x,y,z 的 导数 。 

由 于 在 现在 的 情况 下 , 场 函 数 是 用 自然 坐标 表述 的 ,又 因为 在 自然 坐标 内 的 积分 限 是 
规格 化 的 ,因此 我 们 希望 能 在 自然 坐标 内 并 按 规 格 化 的 数值 积分 方法 进行 上 述 积分 .为 此 
需要 建立 两 个 坐标 系 内 导数 .体积 微 元 ,面积 微 元 之 间 的 变换 关系 ， 

1, 导数 之 间 的 变换 

按照 通常 的 偏 微分 规则 ,函数 N. 对 上 的 偏 导数 可 表示 成 

ӘМ, IN Ir aN ày ӘМ, ах 
2E = ar oct Әу 了 十 了 аё 
АГРАР ЛЕК О, ,可 写 出 类 似 的 表达 式 , 将 它们 集合 成 矩阵 形式 , 则 有 


aN, Әл Яу дү |Ə N, а N, 

аё ӘС аё аё ax Әл 

ӘМ) ar Әу ðz| Јам, ӘМ, 
ЕГІ 3; ag эў 12у(7эУ( (4.2.5) 
aN, dr ду Әл IN; 3N; 

ә Әб ag 94) |9; дк 


上 式 中 了 称 为 Jacobi ERE, TIBIE a (жьу,22/9 6,7,0, 利用 (4. 2.2? 式 ,了 可 以 显 式 地 表 
示 为 自然 坐标 的 函数 


j= > y z) „ оын > Sy 
= =1 


> 
м» УР ЦУ? 
2 


CE t Ən f 7 аң 
— 9 N: ӘМ ам, 
T УУ түй 
2 J% > a% әс 
амі ам; DA 
аё ә ё |а у А 
NI ам; ам | |а у» т 
ШЕР 27 97 : (4,2,6) 
ам әм ӘМ, Жа Ут Жы 
aš аб РДА 
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这 样 一 来 ,N; 对 于 x,y,z 的 偏 导数 可 用 自 然 坐标 显 式 地 表示 为 


aN, ӘМ, 
Әл 24 
ӘМ; _ ӘМ, | 
155 ( f ' 37 (4.2.7) 
ам, ӘМ, 
Fz э 
ЖЕ J E J ЖЕ RE, 2 n] АИЛЕ 
1 一 ql £ 9 
J ІЛ” (4.2.8) 


1 是 了 的 行列 式 , 称 为 jacobi ІЛГЕН ЕНЕ J; EJ Ж /的 
代数 余子 式 。 
2. 体积 微 元 .面积 微 元 的 变换 
从 图 4.2 可 以 看 到 dë sdn df ЕЛА рТ АА УТЕ 
dV = dë + (dn x dt) (4.2.9) 


EETILINE 
46-24 4-24) 十 了 edek 


dn = Zani + Sarj + озат (4.2.10) 
d£ — zat + 25) + 32 | 
RP iA k ЕЛДА ry 和 = 方向 的 单位 向 量 。 将 (4. 2. 10) 式 代入 (4. 2. 9) 6,09 
到 


ак 


5% 
н 
> 
к 
о; 


х оа 
ы "w 
v ш 
< m 
лы 
т 


2 
ar z 
ag а аё 
关于 面积 微 元 ,例如 在 上 一 常数 (c) 的 面 上 
dA = |d} x 此 |:-. 
(52 де 2Әуде 


dV = 


== |48415 = | |9474 (4.2.11) 


а) аш 
w -3 
а 
=з 


z (2:9: gz Əx) 2 


9790 apay Ээй gt dy 
ат ду aaay) T” _ 
+ | azat 2797, J 9 = Айт (4.2. 12) 


其 他 面 上 的 da 可 以 通过 轮换 上 ,7? 光 而 得 到 。 
在 有 了 以 上 几 种 坐标 变换 时 的 关系 式 以 后 ,积分 (4. 2. 3) 和 (4. 2. DRR 
到 自然 坐标 系 的 规则 化 域内 进行 ,它们 可 分 别 表示 成 


ЕН! С" 2,5945 (4.2. 13) 
. 120 。 


ШІ. 
(&= +1 Е.с +1) 
其 中 


对 于 二 维 情况 ,以 上 各 式 将 相应 晓 化 ,这 时 Jacobi 矩阵 是 


“әм әм 
, зве М эр» 
了 一 (т, у) |5 i=1 
Әср) "aN ам 
204% 2) эт? 
ӘМ) әм; ЖАЛЫ 
|96 vE ЕНЕ 
(әм; әм; әм, 
97 27 ЖЕЛЕ 
二 个 坐标 之 间 的 偏 导数 关系 是 
ам, aN: 
дт = J! аё 
ам| N, 
ду Iy 
dë #l dy ÆHF JU PRP R RATE 
dA = |J |dd} 


ё=с 的 曲线 上 ,dn 在 笛 卡 儿 坐 标 内 的 线段 微 元 的 长 度 是 


Ар 


3. СИВО АЧ JU bn 2 НЕЛЕ 


2,1,5) = GLE TE ye TE ,En | | 
ARCO EQ) 一 ETc ns y(c,7, 5) se) 


(4.2.14) 


(4.2.15) 


(4.2.16) 


(4.2.17) 


(4.2.18) 


以 上 关于 JAV ,dA,ds 等 的 公式 原则 上 对 于 任何 坐标 和 笛 卡 儿 和 坐标 之 间 的 变换 都 是 


适用 的 ,但 是 当 自然 坐标 是 面积 或 体积 坐标 时 要 注意 两 点 ; 


(1) 面积 或 体积 坐标 都 不 是 完全 独立 的 ,分 别 存在 关系 式 ; FL, L= LH 
上 3 十 二 1。 因 此 可 以 重新 定义 新 的 自然 坐标 ,例如 对 于 三 维 情况 ,可 令 


£= Ln = L,,t = L, 


(4.2.19) 


日 有 1-6-4-6-1, 
这 样 一 来 ,(4. 2. 5) 一 (4. 2.12) 式 形式 上 都 保持 不 变 , М, 也 仍 保持 它 的 原来 形式 ,只 是 它 
Яғ ӘЖІМІ ЕЗ, 
ӘМ, ӘМ,21, aa aar ӘМ,21, ӘМ ƏN, 
96 7 аі, аё "51,26 TL дё al, аё ƏL aL 
ӘМ, ӘМ, әм, ә 
27 alL, aL, (4,2,20) 
ӘМ, _ ƏN, ам, 


at аг, ƏL, : 


.121, 


对 于 二 维 情况 , 则 因为 可 令 


Есі, =L, 1-46-4-і, ` (4.2.21) 
ӘМ, ӘМ, 9 М, Әм, IN, ӘМ, 
所 以 5 一 5 (4.2.22) 


(2) (4. 2.13), (4. 2. 14) 等 式 的 积分 限 诺 根据 体积 坐标 种 面积 坐标 特点 , 作 必要 的 改 


іП-І,ГІ-і,-і; 
ІШ | Се (Li Li L. )dL 41,41, (4.2. 23) 


DJ 0 


1 1-4; 
和 和 [| 27(0,1,,1,)41,41,% (4.2.24) 


(4. 2. 24) 式 用 于 五 =0 的 表面 ,类 似 地 可 以 得 到 用 于 L,—=0,L,= 0 和 L, = 0 Ж ШУ 
表达 式 。 应 注意 的 是 ,由 于 L, 可 以 不 以 显 式 出 现 , 对 于 工 ,二 0 面 上 的 积分 ,可 以 表示 成 


1 1-і, 
H ға-і,-1,,1,,1,)41,41, (4.2.25) 


оф 


43 等 参 变换 的 条 件 和 等 参 单 元 的 收敛 性 
4.3.1 等 参 变换 的 条 件 


从 微 积分 学 知识 已 知 ,两 个 坐标 之 间 一 对 一 变换 的 条 件 是 Jacobi GAR | 了 | 不 得 为 
0, 等 参 变换 作为 一 种 坐标 变换 也 必须 服从 此 条 件 。 这 点 从 上 小 节 各 个 关系 式 中 的 音义 也 
清楚 看 出 。 首 先 从 (4, 2. 11) 和 (4.2.17) 式 可 见 , 如 |7|=0, 则 表明 笛 卡 儿 坐 标 中 体积 微 元 
《或 面积 微 元 ?为 0, 即 在 自然 坐标 中 的 体积 微 元 аваас сат авар x КУ B E JU s 
标 中 的 一 个 点 ,这 种 变换 显然 不 是 一 一 对 应 的 。 另 外 因为 | 了 | 一 0, 广 ! 将 不 成 立 , 所 以 两 个 
坐标 之 间 偏 导数 的 变换 《4. 2.7) 和 (4, 2. 16) 式 就 不 可 能 实现 。 

现在 着 重 研 究 在 有 限 元 分 析 的 实际 中 如 何 防 填 出现 |7| 一 0 的 情况 。 为 简单 起 见 , 先 
讨论 二 维 情况 ,从 (4. 2. 17) 式 已 知 d4= |J1dédy, 另 方面 向 卡 儿 坐标 中 的 面积 微 元 可 直接 
表示 成 а4= |4 ё халі = |9 ё | |dnlsin(d ë ,dn)’ (4. 3. 1) 
所 以 从 上 式 和 (4 2. 17) 式 可 得 


а іп( 6, ' 


从 上 式 可 出, 只 要 以 下 三 种 情况 之 一 成 立 , 即 

d| =o, Ж |ал|=0, Ж sin(dë ,dn) = 0 (4.3.3) 
MSH | =0 的 情况 ,因此 在 篇 卡 儿 坐标 内 划分 单元 时 ,要 注意 防止 以 上 所 列举 情况 
HRE. 图 4. 3Ca} 所 示 单元 是 正常 情况 ,而 (5) ~ (ЭЖИ РУ ЕН ИА ЖЕ ЖЛ. 
(8) 所 示 单 元 结 点 3,4 退化 为 一 个 结 点 ,在 该 点 1d# | =0, Cc) 所 示 单 元 结 点 2,3 退化 为 一 
个 结 点 ,在 该 点 | 由 | 二 0,(4d) 所 示 单 元 在 结 点 1,2,3,sin(d# ,dn) >0, 而 在 结 点 4,sin (46, 
dn)<0, 因为 sin(de ,dn) 在 单元 内 连续 变化 ,所 以 单元 内 肯定 存在 sin(d& ,dn) 二 0, 即 dé 


* |46х4тІ ж 4ёхат (И; dEl, Ағ қ de ,dr 的 长 度 。 
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和 dn 共 线 的 情况 。 这 是 由 于 单元 过 分 下 曲 而 发 生 的 。 


С) 不正 党 uD ЖӨ 


图 4.3 单元 划分 的 正常 与 不 正常 情况 


以 上 讨论 可 以 推广 到 三 维 情况 , 即 为 保证 变换 的 一 一 对 应 ,应 防止 内 任意 的 生 个 结 点 
退化 为 一 个 结 点 而 导致 14 |, [ат |, idg | 中 的 任 一 个 为 0, 还 应 防止 因 单元 过 分 焉 曲 而 导 
致 的 d£ ,dm 此 中 的 任何 二 个 发 生 共 线 的 情况 。 


4.3.2 等 参 单元 的 收敛 性 


在 2.4 节 我 们 已 讨论 了 有 限 元 分 析 中 解 的 收 伍 性 条 件 , 即 单元 必须 是 苏 调 的 和 完备 
的 。 现 在 来 讨论 等 参 元 是 否 满足 此 条 件 。 | 

为 研究 单元 集合 体 的 协调 性 ,需要 考虑 单元 之 间 的 公共 边 ( 或 面 )。 为 了 保证 协调 , 相 
邻 单元 在 这 些 公共 边 ( 或 面 ) 上 应 有 完全 相同 的 结 点 ,同时 每 一 单元 沿 这 些 边 (或 面 ) 的 坐 
标 和 未 知 应 数 应 采用 站 同 的 插 信 函数 加 以 确定 。 显 然 , 只 要 适当 划分 网 格 和 选择 单元 ,等 
参 元 是 完全 能 满足 协调 性 条 件 的 。 图 4.4(a) 所 示 正 是 这 种 情况 ,而 (6) 所 示 是 不 满足 协调 
性 条 件 的 。 

关于 单元 的 完全 性 ,对 于 C, 型 单 元 ,要 求 插值 函数 中 包含 完全 的 线性 项 ( 即 一 次 完全 
多 项 式 )。 这 样 的 单元 可 以 表现 函数 及 其 次 导数 为 常数 的 情况 。 显然 ,本 章 讨论 的 所 有 
单元 在 自然 坐标 中 是 满足 此 要 求 的 .现在 要 研究 经 等 参 变 换 后 ,在 向 卡 儿 坐 标 中 此 要 求 是 
否 仍然 满足 。 

现 考查 一 个 三 维 等 参 单 元 ,坐标 和 函数 的 搬 值 表示 是 


r= у,Ма, у= X Nys == УМ, (4.3, 4) 
i=] t=} i=] 


# = 2, N$, (4. 3.5) 
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- J | 7 - 
2 Күйүү ЯЕ ka 
ИРЕШУ Wa КЕГЕ; ЖР ҖЫЕН ЙЕ 
PUER КЕЛЕ, К ЖЕ na 
ia) 一 次 变化 。 (h) 


图 4.4 单元 变 界 下 上 变量 协调 和 不 协调 的 情况 
(а> 变量 协调 (b) 变量 不 协调 


现 给 各 个 结 点 参数 以 和 线性 变化 场 函数 
Ф = a + bx + cy + dz (4.3. 6) 
相对 应 的 数值 , 即 
Ф = a + bx, + су + dz, G --1,2,--,п) (4.3.7) 
将 上 式 代 入 (4. 3.5) 式 并 利用 (4.3. 4) 式 ,就 得 到 单元 内 的 函数 表示 式 
= AN + bz + cy + dz (4. 3. 8) 
从 上 式 可 以 看 到 ， 如 果 插 信函 数 满足 条 件 
УМ. 一 1 (4.3.9) 


则 (4. 3. 8) 式 和 (4. 3. 6) 式 完全 一 致 ,说 明 在 单元 内 确实 得 到 了 原来 给 予 各 个 结 点 的 线性 
变化 的 场 函数 ,到 单元 能 够 才 示 线性 变化 的 场 函 数 , 亦 即 满足 完备 性 要 求 ， 

我 们 知道 在 构造 插值 函数 时 ,条 件 (4. 3. 9) 是 确实 满足 了 的 。 由 此 还 可 进一步 看 到 等 
参 元 的 好 处 ,在 母 单元 内 只 要 满足 条 件 (4. 3. 9 , 则 子 单元 可 以 满足 更 严格 的 完备 性 要 求 。 

如 果 单元 不 是 等 参 的 , 即 坐 标 插值 表示 式 (4. 2 2) 式 中 的 结 点 数 m SRE SR NE 
自 不 等 于 函数 揪 信 表示 式 :g 二 УМ, 中 的 结 点 数 n RSS N,, 这 时 可 分 为 两 种 情 
я. 

С BSATEN тот НЕО ETMEN. 

D 次 参 单元 , 即 m<n, 这 时 从 3, 3 节 关于 构造 变 结 点 单元 插值 函数 的 一 般 方法 可 
以 推 知 存在 下 列 关系 式 ; 

- Хе Мә g= Хе (4.3.10) 

其 中 Cv 是 常 系数 。 利 用 上 式 和 (4. 2, о, (A. з. 6) 式 可 变换 成 


ф -аум, 一 b Niz + сУм» + ама, 
i=] +=1 т=1 i=! 


=a XN, + bz + cy + de (4.3.11) 
i=l 
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这 样 就 得 到 和 (4. З. 8) 式 同样 的 结果 ,也 就 是 说 只 要 Ум, = 1 条 件 得 到 满足 , 则 次 参 单 


元 满足 完备 性 要 求 ,而 > N = 1 在 构 洁 插值 函数 时 已 得 到 保证 ， 


4.4 ”等 参 元 用 于 分 析 弹 性 力学 问题 的 一 般 格 式 


等 参 元 通常 也 以 位 移 作为 基本 未 知 量 ,因此 在 2. 3 节 中 用 最 小 位 能 原理 变 分 得 到 的 
有 限 元 一 般 格 式 对 等 参 元 同样 适用 。 差 别 在 于 等 参 元 的 插值 函数 是 用 自然 坐标 给 出 的 ,等 
参 元 的 一 切 计算 都 是 在 自然 坐标 系 中 规则 的 母 单 元 内 进行 ,因此 只 变 用 4. 2. 2 节 中 有 关 
的 转换 公式 对 2.3 节 中 的 一 般 格式 作 一 : 定 的 修正 即 可 得 到 等 参 元 的 一 般 格 式 。 

系统 方程 仍 是 Ka=P, 其 中 二 Y GKG, Р = YOP .计算 单元 矩阵 只 需 作 两 方 


面 的 修改 ,积分 变量 (了 权 自 然 坐 标 ) 及 积分 上限. 下面 以 三 维 单元 为 例 , 讨 论 单 元 矩阵 计算 公 
式 , 采 用 两 种 不 局 的 自然 坐标 系 。 
1. В 2,9,6 坐标 系 中 的 立方 体 单元 系列 。 可 以 是 8 结 点 的 一 次 单元 ,20 结 点 
的 二 次 单元 等 ， 自 然 坐 标 有 有 
-ішбші, -іклңт1, ISẸ] 
单元 矩阵 计算 时 ,可 和 将 52. 3.12) 式 以 及 (2, 3. 14) 式 中 的 dy 及 ds 用 (4, LIDER 
《4. 2. 12) 式 代入 并 确定 积分 上 下 界 即 可 得 到 


1 1 1 
к =f |] #psizlatamt (441) 
1 1 1 
Р; -| Í rasdndt (4.4.2) 
1 1 
р: | 人 weradgaecr лє E = 1 8 (4.4.3) 
1 1 1 
P, = | |] вті (4.4.4) 
КИЕ 
1 І I 
m -| Í [вто 17148436 але 
其 中 
ӛт ду да 
26 Jë 94! 
_ эк Әу 2z 
Л- 27 9, дт (4.4, 6) 
Әт ду 2z 
ӘС 25 22 
-= дуде 3yazl | /azar azar? 
9720 9294 ТЕНИП, 
Әхду aray Л: 
ШЕГЕ: JF z) (4.4.7) 
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在 求 作用 于 n=1 或 5 一 1 面 上 的 面 载 荷 引 起 的 等 效 结 点 载荷 时 ,只 需 将 (4.4, 3) 式 中 的 积 
分 变量 作 相应 的 变化 并 将 (4. 4. 7) 式 的 4 作 华 标 轮换 即 可 ，。 
2， 母 单元 为 四 面 锥 的 单元 系列 ,如 一 次 4 结 点 单元 .二 次 10 结 点 单元 等 ,自然 坐标 
ВОЖА Loloto AA ENTER me 
= Li, p = Ls ç = L, 


则 有 1-#-9-0= L 
对 于 (4,4.1) 一 《4.4.5) 式 可 以 改写 成 如 下 形式 
K= ПӘ | ' “ "'grpB|JlaL dLdl, (4.4.8) 
РУ = | ер атр аьаа (4.4.9) 
Р: = f | NTAdLAL, (4.4.10) 


(T 作用 在 五 = 0 的 面 ) 
在 上 述 计 算 中 ,计算 应 变 和 矩阵 B ЖЕЛІНІ Jacobi 4 RE REE BE 3548158 BB ЖОМ Ë Pk se $e 
的 求 导 转化 为 对 自然 坐标 求 导 。 

对 于 二 维 问题 只 要 将 以 上 二 组 公式 退化 即 可 以 得 到 母 单元 为 正方 形 系列 以 及 三 角形 
系列 的 二 维 等 参 元 的 相应 公式 。 

对 于 以 上 各 积分 式 表示 的 单元 矩阵 和 向 量 ,只 有 对 于 少数 规则 形状 的 单元 ,积分 可 以 
解析 地 积 出 。 对 于 三 维 单 元 , 怎 阵 和 向 量 可 以 解析 积分 的 是 棱 边 为 直线 的 四 面体 单元 , 平 
行 六 面体 单元 以 及 上 下 底面 为 全 等 且 平 行 的 三 角形 组 成 的 五 面体 单元 ,对 于 二 维 单元 ,可 
解析 积分 的 是 周边 为 直线 的 三 角形 单元 和 平行 四 边 形 单元 ,因为 这 些 在 楼 边 或 周边 上 无 
这 内 结 点 或 有 等 距 分 布 按 内 结 点 的 情况 下 ,Jacobi 矩阵 是 常数 矩阵 ,当然 相应 的 Jacobi 行 
УІ ЛТА 等 尺度 转换 参数 也 是 常数 ， 这 里 给 出 面 ( 体 ) 积 坐标 的 竺 函数 的 常用 积分 公 
式 。 
在 某 一 棱 ( 周 ) 边 (例如 纪 边 ?上 的 积分 公式 ， 


арду alb! 
[ua - с (4.4.11) 
在 某 一 三 角形 (例如 гё) ШЫ LARGAR 
rr 2а1б\с1 
(Қайт = G Th t. Fo (4.4.12) 
ТЕПН Ж Gm МЕН ЕВА 
. КҮТЕР 6alblcldi 
[urniay = рр HY (4.4.13) 


由 于 子 单元 形状 复杂 多 变 , 因 此 在 通常 情况 下 J AIJ RERE, ӨЛЕН 
算 中 ,尽管 采用 了 自然 坐标 后 积分 限 规 格 化 了 ,但 是 除了 上 述 少数 较 简单 的 情况 外 ,一 般 
都 不 能 进行 显 式 积分 而 需求 助 于 数值 积分 ,计算 单元 特性 矩阵 一 般 采 用 高 斯 数值 积分 , 例 
如 单元 刚度 矩阵 ,数值 积分 形式 可 以 表示 为 
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Ке х K = У Н,ВТРВ, |Ј,| (4.4.14) 


көн ERAS n 是 高 斯 积分 点 的 点 数 ,B,, в В. ТАЕН А Egt) 
的 取 值 。 


45 数值 积分 方法 
4.51 一 维 数值 积分 


首先 讨论 一 维 问题 的 数 信 积 分 | (6)dé, 其 基本 思想 是 :构造 一 个 多 项 式 %(6) ,使 在 
kG = 1, л) ЕЖ ФЕ) = RS) 然后 用 近似 函数 ФСО 的 积分 | уде 来 近似 原 被 


RER FO 的 积分 | FOE 称 为 积分 点 或 取 梯 点 ,积分 点 的 数目 和 位 置 决定 了 
НА ЕСЕ) 的 程度 , 因而 也 就 决定 了 数值 积分 的 精度 ， 

对 于 = 个 积分 点 ,按照 积分 点 位 置 的 不 同 选择 ,通常 采用 两 种 不 同 的 数值 积分 方案 ， 
Ё Newton-Cotes 积分 方案 和 高 斯 积分 方案 。 

1. Newton-Cotes 积分 

在 这 种 积分 方案 中 ,包括 积分 域 端 点 在 内 的 积分 点 按 等 间 虐 分 布 。 

对 于 个 积分 点 (或 称 取样 点 ) ,根据 积分 点 上 的 被 积 函 数值 P(& 7 可 以 构造 一 个 近 
MEAR KO ,使 在 积分 点 上 有 


pi = F (8,) G, = 1,2,0) (4. 5. 1) 
这 个 近似 多 项 式 可 以 通过 Lagrange 多 项 式 来 表示 
ФУ) 一 УНЕ) (4.5.2) 


HF ГТ? СУД a—1 Br Lagrange Е СЛ, 3. 2 Чу) 
по ее тт ТЕЛЕ ЕЕЕ аво 
由 于 Lagrange WARKA m THER 
LÈD = 86; (4.5.4) 
所 以 有 ЖЕ) = FÈ) 
(4. 5. ЗЭН ОЕ п 1 KATA ЯН ФО E n 次 多项式 。 СОН 
积分 


[оса -| BG 


>| [е фае ға) (4.5.5) 


f=] 
b 


$ H, =f lv)dé (4.5. 6) 


则 (4, 5. 3} 式 可 以 写作 
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Гев = Ун) (4.5.7) 


式 中 H, НЕН ЕН Аы, ІН (4.5.6. [И ЖЕП ЖЖ H 与 被 积 
Ai FF( 人 无 关 , 只 与 积分 点 的 个 数 和 位 置 有 关 。 
Newton-Cotes 积分 中 ,积分 点 的 位 置 按 等 间 耻 分 布 , 即 
ё = apih G= 0,1,2,“ - 1) (4.5.80 
其 中 上 是 积分 点 间距 有 二 8 一 a)/ (п 1), 


现在 用 | рае жыш Еа, ва. 5.7) 式 可 以 写 出 


[ае = УНР) +В, (4.5.9) 
: а = 
AP R ERM., 
为 了 使 权 系 数 使 用 规则 化 ,计算 权 系 数 时 ,(4. 5. ORPA PI URHE 3: ft18| 
入 
ë = — — a) (4. 5. 10) 
— a 
代入 (4. 5.6) 式 得 到 
H, = (аСт! (4.5.11) 
其 中 
C; ! = aa de (4.5.12) 


С 称 为 a 一 1 阶 的 Newton-Cotes BERAE RIT n ARIANE ninl 阶 的 数 
值 积分 常数 ,可 以 预先 计算 得 到 ,我 们 把 积分 阶 数 记 为 mm 二 wn 一 1) ,规格 化 积分 域 (0,1) 
土 的 m=1~6 С" 及 余 项 Rs 的 上 限 见 表 4,1, 其 中 m1 和 zm 一 2 就 是 著名 的 梯形 公式 
和 Simpson 公式 .作为 误差 估计 , 余 项 R, 的 上 限 是 原 被 积 画 数 F() 导 数 的 函数 ( 表 内 只。 
表达 式 中 下 的 右上 标 表示 函数 F($) 的 导数 的 阶 人 次 )。 从 表 中 可 以 看 到 mm 一 3,m 二 5 分 别 与 
mm 二 2,m 王 4 具有 同 阶 的 精度 ,因此 在 实际 计算 中 只 采用 mw 二 2,4 等 偶数 阶 的 Newton- 
Cotes 积分 。 

H T п 个 积分 点 的 Newton-Cotes 积分 构造 的 近似 函数 %(6) 是 ”一 1 次 多 项 式 , 因 此 
我 们 说 个 积分 点 的 Newton-Cotes 积分 可 达到 n 一 1 阶 的 精度 , 即 如 果 原 被 积 函数 F ce) 
是 ”一 1 次 多 项 式 , 则 积分 结果 将 是 精确 的 。 

Newton-Cotes 积分 用 于 被 积 函数 只 便于 等 间距 取样 的 情况 是 比较 合适 的 。 但 是 在 有 
限 元 分 析 中 ,编制 程序 计算 单元 内 任意 指定 点 的 被 积 函 数值 是 十 分 方便 的 ,因此 不 必 受 等 
间距 分 布 积分 点 的 限制 ,可 以 通过 优化 积分 点 的 位 置 进 一 步 提高 积分 的 精度 ; 即 在 给 定 积 
分 点 数目 的 情况 下 更 合理 地 选择 积分 点 的 位 警 以 达到 更 高 的 数值 积分 精度 。 高 斯 数值 积 
分 就 是 这 种 积分 方案 中 最 常用 的 一 种 ,在 有 限 元 分 析 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 
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表 4. 1 Newton-Cotes 积分 常数 及 误 丽 估计 


Ro ГЎЙ т 好 c7 Ст Сұ ст Cr С?т Р, 的 上 限 
1 1 I + 107 Фау Э 
2 + + + 10-3(6—a)sF" (E) 
3 + £ + + 10550-а F" E) 
4 而 32 基 3 2. 107% (6а) F" E) 
5 8 В A B 8 5 107*(В—а)'Е* (6) 
2， 高 斯 积分 


在 此 积分 方案 中 ,积分 点 所 不 是 等 间距 分 布 。 积 分 点 的 位 置 由 下 述 方法 确定 :首先 定 
X n REAR РО 


PE) = (E 6006 — 50-06-60) = [06 8) (4.5.13) 
由 下 列 条 件 确定 ”个 积分 点 的 位 置 
Гераме-о 0 = 0,1,6 р) (4.5.14) 


HEZETA. P (F) ТЕ 
(1) 在 积分 点 上 P(6)=0, 
(2) 多 项 式 POH EE, E e ETE a DRAEZ. HETA 个 积分 点 的 位 置 


СЕВО PEE, E EZH n KER PORRI Герое ~ 


0 的 解 。 
HERRAR FOSH 2m 一 1 次 多 项 式 ФОН 


yp = УНЕ) + DEPO) (4.5.15) 
н [yea IOLE T ca, 5.14) 式 , 则 仍 得 到 和 (4. 5. 9) 式 在 形式 上 相同 的 
结果 
b т b н-1 71 
[коче = i Fd + УВ] РЧ + R 


= УНЕ) + R (4.5.16) 
ізі 
其 中 
b 
H, =Í Ir- EdE (4.5.17) 
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应 该 指出 高 斯 积分 的 (4. 5. 16) 式 和 Newton-Cotes 积分 的 (4. 5. 9)? 式 虽然 形式 上 相 
同 ,但 实质 上 是 有 区 别 的 ,区 别 在 于 

(1) 在 高 斯 积分 中 gx 人 不 是 4 一 1 次 多 项 式 ,而 是 包含 F(E£)G=1,2,: n) 8 B.G = 
0,1,2, Нн - DA 2 个 系数 的 2n— 1 次 多 项 式 。 

(2) 积分 点 (二 1,2,*%' ,1n) 不 是 等 间距 分 布 ,而 是 由 C4. 5. 14) 式 所 表示 的 个 条 件 
确定 的 。 

EAA aO m-l 次 多 项 式 ,因此 个 积分 点 的 高 斯 积分 可 达 2n 一 1 阶 的 精度 。 
这 就 是 说 如 果 忆 (6 是 2n 一 1 次 多 项 式 , 积 分 结果 将 是 精确 的 。 

为 便于 计算 积分 点 的 位 置 MEEK H (а. 5.14) 式 及 (4. 5.17) 式 中 积分 限 
规格 化 ,可 令 a 二 一 1,8 二 1。 这 样 计算 得 到 的 和 H, 对 于 原 积分 域 (e ,6) ,积分 点 的 坐标 
和 积分 的 权 系 数 分 别 为 


а + Б - = ё ан, 


> (4. 5. 18) 
Яі 求 两 点 高 斯 积分 的 积分 点 位 置 及 积分 权 系 数 。 
е; 4-41 6 
PC = G — & (€ 6) 
求 积分 点 位 置 
| Posag -0 4-0,1) 
. l 2 
¿= 0, [е-е — EdE = £ + 258, = 0 
i=l: [ое ае ёва e Dm0 
得 到 的 联 立 方程 
| ёё, + + = 0 
É +E =0 
求 得 联 立 方程 的 拥 
1 
— ё, = 6, = —= = 0. 577350269189626 
т 5026% 
积分 权 系 数 为 
п š, £ 一 £ 
Н = 上 аё, н, = -f ¿Ed =], H, =f E pd = 1 


Ж 4.2 中 列 出 了 对 于 (一 1,1) 积 分 域 ap 一 1 一 6 的 积分 点 位 置 所 和 权 系 数 H, 的 值 
Жа: 高 斯 积分 的 积分 点 坐标 和 权 系 装 


ЯНА ё, 
0, 00000 00000 00000 
+0. 57735 02691 89626 
0.77459 66692 41483 


积分 权 系 数 H, 
2.00000 00000 00000 
1.00000 00000 00000 
0.55555 55555 55556 


яй 


MORER H. 
88888 88888 88889 
34785 48451 37454 
65214 51548 62546 
23692 68850 56189 
47862 86704 99366 
56888 88888 88889 
17132 44923 79170 
36075 15730 48139 
46791 39345 72691 


0, 00000 
+0. 6113 
+0, 33998 
4+0, 90617 98459 38664 
+0. 53846 
0, 00000 
259, 93246 
+0, 66120 
+0. 23861 


ррррррерур е 


下 面 我 们 将 用 Newton-Cotes 积分 及 高 斯 积分 计算 | (2 — =)dr, 由 此 可 以 得 到 两 种 
积分 精确 度 的 比较 。 该 积分 的 精确 解 

Ге — r)dr = a — 

(1) 两 点 Newton-Cotes 积分 

积分 点 位 置 = 0,r,=3 

积分 权 系 数 Н.--0.5,Н,г< 0,5 

积分 限 5 一 a 二 3 

积分 点 上 被 积 函 数值 
Ес)-2-0-1, Ғо)-2-3--5 


3 
| = 5.598865 
Q 


a 
ИПе-еөғ-о-аін,Ғо + HF] 
=3(0.5 X 1+ 0.5 x 5) = 9 
ЖЕ e= 60. 7% 
(2) 三 点 Newton-Cotes 积分 


fe 一 r)dr = аа) + (4)(1. 328427) + (1) (5) ] = 5. 656854 


182 є=1.04% 
(3) 两 点 高 斯 积分 
积分 点 位 置 与 积分 权 系 数 由 (4. 5. 14) 式 及 (4. 5.17) 确 定 


е [i+] 


H. =H =$ 


FC) = 0, 9178598, F (r,) = 2, 789164 
ӯ 
fe — rdr =. 9178598 + 2, 789164) 


= 5. 560536 
"131. 


АЖ £= —0. 685% 

由 上 例 可 见 , 由 于 优化 了 积分 点 的 位 置 ,高 斯 积分 能 达到 较 高 的 精度 

综 上 所 述 , 对 于 x 个 积分 点 ,Newton-Cotes 积分 可 以 达到 的 精度 是 "一 1 阶 多 项 式 ， 
误差 为 O02") 阶 ,hk 是 积分 点 间 巷 ;高 斯 积分 可 以 达到 2a— 1 阶 和 多 项 式 的 精度 ,误差 是 
OO) 阶 。 图 4.5 表示 精确 到 7 次 多 项 式 时 两 种 积分 方案 积分 点 的 数目 及 坐标 。 


Қаз Ға Е J 


; E 
-i 1 
0.33998 
0.89114 
ќа) th) 
图 4.5 两 种 积分 方案 (误差 O) 
(a) Newton-Cotes БР (2) 高 斯 积分 


4.5.2 二 维和 三 维 高 斯 积分 


将 上 一 节 中 讨论 的 一 维 高 斯 积分 用 于 二 维 或 三 维 数值 积分 时 ,可 以 采用 与 解析 方法 
计算 多 重 积分 相同 的 方法 , 即 在 计算 内 良 积 分 时 ,保持 外 层 积分 变量 为 知 量 .这 样 , 可 以 很 
简单 地 得 到 二 维 问 题 的 数值 积分 。 二 维 积分 


г= | [тавал 
Нет ЖЕЗ ОНЧ БИН | 
| FE = Унет 
用 同样 的 方法 进行 外 层 积分 就 得 到 ü 
г=| | кердй = f, LHF Epa = Ун, уН, @,,л) 


=) нне, = Уна (4.5.19) 
其 中 нн, 就 是 一 一 维 高 斯 积分 的 权 系 数 ,n 是 在 每 个 坐标 方向 的 积分 点 数 ， 如 果 


FE, = Уат, H ij < 2n 一 1, 则 (4,5,19) 式 将 能 给 出 积分 的 精确 值 ，。 
类 似 地 ,对 于 三 维 数值 积分 , 则 有 


I =| | | rena 
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一 2 2 D HHH nF GE DL) = У) НЕС) (4.5.20) 


#=] j=l f=] m.j i=l 


ШЕЕ р. = Jami, H ijem < 2n 一 1, 则 上 式 给 出 精确 的 积分 结果 。 

在 上 面 的 讨论 中 ,每 个 誉 标 方向 上 选取 的 积分 点 数 是 相同 的 。 实 际 上 ,在 $,w 和 各 
个 不 同 的 坐标 方向 上 ,可 以 选取 不 同 的 积分 点 数 , 即 可 以 根据 具体 情况 采用 不 同 阶 的 积分 
方案 。 


4.5.3 Irons 积分 中 


EARTE RRRA FE ORRE Ўзал P E Ah i jk КЕР 
达到 最 大 值 ,而 是 i 十 7 十 所 N,N 是 某 个 整数 ,因此 可 以 利用 更 为 有 效 的 积分 方案 ， 
Irons 提出 了 一 个 较 高 斯 积分 效率 更 高 的 积分 公式 ,该 积分 公式 直接 写成 一 次 求 和 的 形 
式 . 在 这 里 不 作 详 细 的 推导 ,只 是 给 出 其 结果 .关于 三 维 积分 Irons 给 出 的 公式 是 


f f | Её ,1,5)464746 = AF 0,0,0) + ВЕ (-6,0,0)-- Е(,0,0)) 
-І14-14/-1 


+ F(0, — b,0) + F(0,5,0) + Ғ(0,0,- b) + F(0,0,8) 

+ С. e, с — c) + F(e, — c, — c) + F(— c,c, — c> 

HEC с, — сс) Elese, — c) + == + F(c,c,c) ОЕ 8 )) 

+ DF d, — 2,0) + F(d, — 4,0) + ЕС 4,0, — d) 

-- Е(а,0,- d) + FO, — d, — d> + (12 ЖУ) (4.5.21) 
式 中 桶 系数 А,В, С ОПА А АҚТ дыз а“ 以 及 误差 均 列 于 表 4. 3 中 。 对 于 20 结 点 等 
参 元 ,由 (4. 5. 215585 BA 14 点 积分 方案 基本 上 可 以 达到 27(3X3X3) 点 高 斯 积分 同样 
的 结果 ,所 以 这 种 积分 方案 得 到 广 证 应用， 


表 4 3 Irons 积分 公式 的 权 系数 和 积分 点 坐标 


6 B,=8/6 б=1 O (h°) 

14 В, = 0. 886426593 8--0. 795822426 ой 
C= 0, 335180055 с= 0. 758786911 

27 A =0. 788073483 b=0, 848418011 
В. = 0. 499369002 с-а0, 652816472 ОСА?) 
Съ= 0. 478508449 4= 1. 106412899 
Гу = 0. 032303742 

«ЖНЖ с, 


4.5.4 二 维 三 角形 单元 和 三 维 四 面 锥 单元 的 Hammer 积分 


在 三 角形 单元 和 四 面 锥 单元 中 , 自然 坐标 是 面积 坐标 和 体积 坐标 ;积分 具有 如 下 形式 
二 维 I= Nl АКы, Lodd, 
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1 一 上 f1—L,—L, 
те I= | | | FCL LaLa, LòdLdLdL, 


积分 限 中 包含 了 变量 自身 。Hammer 等 导出 了 有 效 的 积分 方案 。 二 维 三 角形 单元 以 及 三 
维 站 面 锥 单元 的 积分 点 位 置 , 权 画 救 和 误差 量 级 分 别 列 于 表 4,4 表 4,5。 | 
Жал 三 角形 单元 的 数值 积分 
阶 次 ЕЖ 误差 积分 点 面积 坐标 қақ 


ZOR 111 
N R=O (hš) a 3313 1 


a 2,2-9 + 
二 次 R=OG 5 ot, iL 
| рә А 
эноо ч 


9 К-О Б 


1-11 
а %' 5 0. 22500,00000 


只 一 个 (人 с В.а, 


а делді 


9. 13239,41527 


™ 


G; ,8,, B, 
四 次 f ЕЛДІ 


Е 有 ,Pa 


9.12593,91805 


其 中 

а ==0. 0597158717 
В,=0. 4701420641 
в =0. 7974269853 


В =0. 1012865073 
一 
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#45 四 面体 单元 的 数值 积分 表 


单元 阶 次 图 形 误差 积分 点 ERER қақ _ 
= ; ‚буз 1 11 1 
线性 单元 К-ОЯА ) a 4 u 1 i 4 + 4 1 
| 1 
а = B.B 3 
1 
6 Ba dp + 
二 次 单元 ` R=OG) e 8.8.4.8 + 
3 1 
а B.B P a Т 


а= 0. 58541020 
A= 0. 13819660 


а l` 11 L А 

4747474 5 

b i 1 1 1 ЕЗ 

3767676 20 

— = =O: 1111 ЕД 
二 次 单元 Кой < 6787676 эб 
4 4 d 1 1 2 

6767376 20 

е 3 l l l 2 

28787673 20 


仿照 (4, 5. 21) 式 给 出 的 Irons 积分 ,二 维 三 角形 的 Hammer 积分 可 以 表示 为 


[[ ra „1,41, = AF] 1,1,1 
+ B,(F(a,a,b) + F(a,b,a) + F(b,a,a)) 
+ Cs(F0Gc,c,d) + Е(с,а,с) + F(d.,c,c)) (4,5. 22) 
= ЖЕК Hammer 积分 可 以 表示 为 


1р1 (1-5-2, 
[| | F (slas bb)dLdLdL, 
„у в 


1 1 1 
= arit) + BlF(lad b,b) 十 F@,a,b,b) 


+ F(b,b,a,b) + Е(6,5,5,а)) (4.5, 23) 

表 4.6 和 表 4.7 中 分 别 列 出 了 用 于 (4. 5. 22) 式 及 (4. 5. 23) 式 的 权 系数 .积分 点 坐标 和 误 

其 估计 。 采 用 上 述 表 达 形 式 可 以 很 方便 地 与 Irons 积分 一 起 编制 统一 的 计算 机 程序 进行 
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积分 点 数 МАЖ 积分 点 坐标 误 其 
1 | A= | 1/3,1/3.1/3 OO 
3 ЖЕРДЕГІ | -4-1/2,5-0 оз o 
4 | Ар=—278 | | u=1/5,b=3/5 оо» - 
B,=25/48 | 
7 | А,-0.72500.00000 а=0, 1012865073, 
B,= 0. 12593,91805 b= 0, 7974269853 OR) 
С,= 0. 13239,41527 с= 0. 4701420641. 
j 4-9. 0597158717 


* 未 列 出 的 权 系 教 为 0。 
表 4.7 ЧЕ Hammer ЯНАУ А 


积分 点 数 | жж | 积分 点 坐标 їй ж 
1 A =1 1/4,1/4,;/4,1/4 O (h°) 
4 В-1/4 а= 0, 58541020 | 

| (ОА?) 
| b=0. 13819660 
1 
i 4—45 | 1⁄3 %-1/6 да» 
一 173 8-і 
В,=5/20 4 


«ЖА ЖӘ 0. 


46 等 参 元 计算 中 数值 积分 阶 次 的 选择 


当 在 计算 中 必须 进行 数值 积分 时 ,如 何 选择 数值 积分 的 阶 次 将 直接 影响 计算 的 精度 
和 计算 工作 最。 如 果 选 择 不 当 , 甚 至 会 导致 计算 的 失败 。 

选择 积分 阶 次 的 原则 如 下 ， 

1. 保证 积分 的 精度 

以 一 维 问题 刚度 矩阵 的 积分 为 例 ,如 果 插 值 函 数 N 中 的 多 项 式 阶 数 为 ,微分 算 子 
工 中 导数 的 阶 次 是 m, 则 有 限 元 得 到 的 被 积 函 数 是 2Cp 一 mm) 次 多 项 式 ( 对 于 等 参 元 假设 
|17| 是 常数 时 ) 。 为 保证 原 积分 的 精度 ,应 选择 高 斯 积分 的 阶 次 a= pml AT 
确 积分 至 (p-m) 1 充 多 项 式 ,可 以 达到 精确 积分 刚度 矩阵 的 要 求 。 还 需 指出 ,由 于 位 
称 有 限 元 所 根据 的 最 小 位 能 原理 是 极 值 原理 ,所 以 当 单元 尺寸 不 断 减 小 时 ,有 限 元 解 将 
单调 地 收敛 于 精确 解 。 

对 于 二 维 、 三 维 单元 , 则 需要 对 被 积 函 数 作 进 … 步 的 分 析 。 例 如 二 维 4 结 点 双 线性 单 
元 , 它 的 插值 函数 中 包 会 1.6.7, 纯 项 ,在 假设 单元 的 |7| 是 常数 (单元 形状 为 矩形 或 平行 
MAROS F , 阶 度 第 阵 的 被 积 函 数 中 包含 LEE y E лї, ТЕЛЕ ЯШ т 
方向 的 最 高 方 次 为 2 所 以 要 达到 精确 积分 ,应 采用 2X 2 阶 高 斯 积分 .如 果 单 元 的 J| 关 党 
数 , 则 需要 选取 更 多 的 积分 点 。 对 于 二 维 8 结 点 单元 也 可 作 类 似 的 分 析 。 结 论 是 ;为 精确 
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积分 单元 刚度 矩阵 ,在 | 了 | 王 常数 条 件 下 ,应 采用 3X3 阶 高 斯 积分 。 如果 | 了 | 关 常 数 . 则 需 
要 采用 更 高 阶 的 高 斯 积分 。 正 如 前 面 已 指出 的 ,在 对 单元 刚度 矩阵 进行 精确 积分 的 条 件 
下 ;将 保证 当 单 元 尺寸 不 断 减 小 时 ,有 限 元 解 单调 地 收敛 于 精确 解 。 
但 是 在 很 多 情况 下 ,实际 选取 的 高 斯 积分 点 数 低 于 精确 积分 的 要 求 .例如 按 单 元 插值 
.函数 中 完全 多 项 式 的 阶 数 p 来 选取 , 仍 以 上 述 二 维 4 结 点 和 8 结 点 单元 为 例 ,它们 的 播 值 
函数 中 完全 多 项 式 阶 数 请 分 别 等 于 1 和 2。 由 完全 多 项 式 所 产生 的 刚度 矩阵 中 被 积 疯 数 
在 志方 向 和 3 方向 的 最 高 方 次 ,在 | 了 | 二 常数 策 件 下 为 2(p 一 m)=2《p 一 1), 即 对 上 述 二 
种 单元 分 别 为 0 和 2。 因此 保证 这 部 分 被 积 函 数 积 分 的 精度 ,只 需要 分 别 采用 1X1l 和 2x 
2 的 高 斯 积分 ,一 般 化 , 即 仍 按 n=p 一 m 十 1 来 确定 积分 方案 。 式 中 p ДАНОН 
多 项 式 的 方 次 m 是 微分 算 子 工 中 导数 的 阶 次 ,二 维 单元 和 三 维 单元 分 别 漆 用 nxXn 和 » 
ХлХа 高 斯 积分 来 进行 单元 刚度 拒 阵 的 计算 。 这 种 高 斯 积分 阶 数 低 于 被 积 函 数 所 有 项 次 
精确 积分 所 需要 阶 数 的 积分 方案 称 之 为 减 缩 积分 .实际 计算 表明 ,采用 减 缩 积 分 往往 可 以 
取得 较 完 全 精确 积分 更 好 的 精度 ， 这 是 由 于 ， 
(D 精确 积分 常常 是 由 播 值 函数 中 非 完全 项 的 最 高 方 次 要 求 ,而 决定 有 限 元 精度 的 
是 完全 多 项 式 的 方 次 。 这 些 非 完 全 的 最 高 方 次 项 往往 不 能 提高 精度 ,反而 可 能 带 米 不 好 的 
影响 。 取 较 低 阶 的 高 斯 积分 ,使 积分 精度 正好 保证 完全 多 项 式 方 次 的 要 求 ,而 不 包括 更 高 
次 的 非 完全 多 项 式 的 要 求 ,其 实质 是 相当 用 一 种 新 的 插值 函数 将 代 原 来 的 插值 沙 数 ,从 而 
一 定 情况 下 改善 了 单元 的 精度 。 这 种 积分 方案 又 称 为 优化 积分 方案 ,是 减 缩 积 分 的 一 种 。 
(2) 基于 最 小 位 能 原理 基础 上 建立 的 位 移 有 限 元 ,其 解答 县 有 下 限 性 质 . ШЖ = 
计算 模型 具有 较 实 际 结构 偏 大 的 整体 刚度 。 选 取 减 缩 积 分 方案 将 使 有 限 元 计算 模型 的 刚 
度 有 所 降低 ,因此 可 能 有 助 于 提高 计算 精度 。 
另外 ,这 种 减 缩 积 分 方案 对 于 泛 函 中 包含 罚 函 数 的 情况 也 常常 是 必须 的 ,用 以 保证 利 
罚 函 数 相应 的 矩阵 的 柯 蜡 性 ( 见 8.2 节 ) ,否则 将 可 能 导致 完全 和 焉 由 了 的 结 昌 。 
2， 保 证 结构 总 刚度 矩阵 下 是非 奇异 的 
求解 系统 方程 Ka 一 己 , 要 求 方程 有 解 则 必须 系数 矩阵 的 道 矩 阵 闫 :是 存在 的 , 即 在 引 
入 强迫 边界 条 件 后 下 OMERA. AIOE K 非 奇异 的 条 件 是 |KK| 关 0, 或 称 K 是 满 
秩 的 。 如果 外 是 入 阶 方 阵 , 则 要 求 它 的 秩 为 N ,数值 积 分 应 保证 的 满 秩 ,否则 将 使 求解 
失败 。 
关于 矩阵 的 秩 , 有 下 面 两 个 基本 规则 ， 
(1) ЖЕНЕ РАЛ) 
ж В = ПАУ (4. 6.1) 
则 Pe B < min(Pk О, ЖА, ҮҮ) 
秩 B MEERE B 的 秩 , 它 必然 小 于 最 多 等 于 相 乘 年 阵 中 秩 最 小 者 。 
(2) 和 矩阵 相 加 的 秩 规则 
Ж.С-А--В 
则 ЕС<ЖА--ЖВ (4.6.2) 
即 系 阵 和 的 秩 必 然 小 于 最 多 等 于 第 阵 秩 的 和 。 
现在 再 来 考察 单元 刚度 短 阵 的 计算 公式 (4. 4. 14) 式 
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. 一 > У HBI DBJ: | (4.6.3) 


ЯНЕ p 8 ax d Jr Ж D = -4. 了 是 应 应 变 分 基数 (或 独立 关系 数 )。 对 于 二 维 平面 
RE < 一 3, 轴 对 称 问题 4=4 ,三 维 问题 则 4 一 6 应变 矩阵 入 是 4xaxr 定 阵 ,ar 是 单元 的 结 
点 自由 度数 。 在 一 般 情 况 下 асн, ЕЛЖ Ва. {Ж ЕЕН ЖЕЛДЕ ДЕМИ Са. 6. DRR 
(4. 6. 2) 式 ,可 以 得 到 结论 ; 秩 下 所 ardn. 是 高 斯 积分 点 数 。 如 果 系 统 的 单元 数 为 对 ,再 一 
次 利用 (4. 6. 2) 式 可 得 


ЖК М-н, а (4. 6. 4) 
Н Е РЕ K 非 奇 蜡 的 必要 条 件 是 
Moned BN (4.6.5) 


是 系统 的 独立 自由 度数 ,也 就 足 系数 第 隆 K 的 阶 数 。 

(4. 6. 5) 式 表明 :假如 未 知 场 变量 a 的 元 素数 目 超过 全 部 积分 点 能 提供 的 独立 关系 
数 , 则 矩阵 站 必然 是 奇异 的 。 

实际 分 析 中 要 对 短 阵 下 是否 满足 非 奇 异性 进行 检查 的 是 采用 减 缩 积 分 方案 计算 算 
阵 故 的 情况 。 因 为 任何 有 别 于 刚体 运动 的 位 移 模式 加 于 一 个 真实 的 结构 系统 , 必 将 在 系 
统 内 产生 大 于 零 的 应 变 能 ， 如 果 采 用 精确 积分 方案 进行 站 的 计算 ,实际 上 就 是 对 应 变 能 
а'Ка 进行 精确 的 计算 . 因为 aKa >o, PTL K 必然 是 正定 的 ,也 即 关 是 非 奇 异 的 。 而 在 采 
用 减 缩 积分 时 ,情况 就 不 一 样 ,系统 的 应 变 能 并 未 被 精确 计算 ,对 于 某 些 除 刚体 运动 而 外 
的 位 移 模式 ,在 减 缩 积 分 点 的 应 变 可 能 正好 等 于 零 , 则 该 点 的 独立 关系 式 实际 上 就 不 能 对 
的 秩 作 出 贡献 ,因而 最 后 导致 K 非 奇异 性 的 必要 条 件 (4. 6. 5) 式 不 能 满足 . 图 4.6 Ж 
给 出 了 这 样 一 个 例证 。 对 于 二 维 8 结 点 单元 ,给 定 如 下 结 点 位 移 模 式 ， 


“| ы; Hs Hr 0] = VC — v; =— p =] 


и, = шь = т, = m = Ü 
可 以 验证 ,在 单元 减 缩 积分 方案 的 2 x< 2 高 斯 点 上 对 应 于 上 述 位 移 模式 的 应 变 正好 等 于 
90。 这 时 如 利用 2x2 高 斯 积分 计算 单元 的 应 变 能 则 有 
1,4 + єТрєїў =} P e} De, [J| = 3а У, D HBIDB,|J|}a 


=] зі ізі ізі 


=} lar SSHK) a = «Та = 0 


式 中 а 是 结 点 位 移 模 式 ， ЖҮ g,,= (Š, л) B= В(6,,%;) ‚к= К СЕ) $; s; Ж 
高 斯 点 坐标 , |41 一 a5p。 上 式 表明 通过 2 X2? 积分 计算 得 到 的 单元 刚度 矩阵 天 必然 是 奇异 
的 。 这 是 由 于 采用 减 缩 积分 导致 的 结果 ,如 果 采 用 3X 3 的 精确 积分 , 则 有 二 arKo> 0, 也 
K 是非 奇 异 的 。 这 种 由 于 采用 减 缩 积分 导致 的 使 应 变 能 为 零 .而 自身 有 别 于 刚体 运动 
的 位 移 模式 称 为 零 能 模式 , 它 的 存在 将 使 解答 失真 ,甚至 求解 无 法 进行 。 因此 在 实际 分 析 
中 ,必须 防止 零 能 模式 的 出 现 。 也 即 在 采用 减 缩 积分 时 ,必须 注意 检查 的 非 奇异 性 条 件 
是 咨 得 到 保证 。 
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图 4.6 给 定位 移 模式 下 的 8 结 点 单元 


图 4.7 给 出 了 二 维 4 结 点 单元 和 8 结 点 单元 组 成 的 系统 刚度 矩阵 奇异 性 检查 的 实 
例 。 从 图 可 见 , 在 只 有 刚体 的 昌 情 况 下 ,如 只 有 一 个 单元 ,这 两 种 单元 的 天 都 是 奇异 的 ;如 


网 格 增加 到 二 个 单元 ,4 结 点 单元 的 下 仍 是 奇异 的 ,而 8 结 点 的 奸 


已 不 再 奇异 了 . 当 网 格 


增加 到 16 个 单元 时 ,4 结 点 单元 的 天 也 不 奇异 了 .。 但 是 必须 指出 此 结论 是 根据 (4. 6. 5) 式 


得 出 的 ,而 此 式 给 出 的 仅 是 五 非 奇 异 的 必要 条 件 , 并 非 充分 条 件 ， 
以 团体 运动 约束 ,即使 16 个 4 结 点 单元 组 成 的 网 格 美 仍 是 奇异 的 


实际 计算 表明 ,如 仅 给 


。 由 此 可 见 , 对 于 4 结 点 


单元 ,改善 应 力 结果 的 减 毗 积分 方案 和 保证 系统 矩阵 非 奇 异 的 最 低 阶 积分 方案 并 不 一 致 ， 
这 是 此 单元 较 少 被 采用 的 原因 之 一 。 而 对 于 8 结 点 单元 ,这 二 种 积分 方案 是 一 致 的 , 即 在 
1 了 | 一 常数 情况 下 都 是 2X2 个 积分 点 ,这 也 是 它 能 得 钊 普遍 应 用 的 原因 之 一 。 当 然 由 于 
此 积分 方案 不 能 保证 对 刚度 矩阵 的 精确 积分 ,因此 也 不 能 保证 有 限 元 解 的 单 证 收 语 。 


x ба) 334 БЖ Су) 
ий Сала: 
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图 4.7 二 维 网 格 系统 刚度 矩阵 奇异 性 检查 
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以 上 分 析 的 原则 同样 适用 于 其 他 二 维 单元 以 及 三 维 单元 。 综 合 以 上 关于 选择 数值 积 
分 阶 次 的 讨论 ,在 表 4. 8 中 给 出 了 二 维 等 参 元 的 高 斯 数值 积分 的 推荐 阶 次 。 它 也 可 以 推广 
用 于 -- 维 或 三 维 单 元 刚度 矩阵 的 计算 。 
表 4.8 二 维 等 参 元 推荐 采用 的 积分 阶 数 


单 ж 通常 优化 积分 阶 数 最 高 积分 阶 数 
4 结 点 矩形 单元 
ЕЕ i е 
4 结 点 任意 四 边 形 单元 
8 结 点 矩形 单元 
8 结 点 出 边 单元 


最 后 再 次 强调 ,C4. 6. 5) 式 给 出 的 仅 是 保证 系统 刚度 第 阵 非 奇异 性 的 必要 条 件 。 这 是 
由 于 所 有 高 斯 点 的 应 变 分 量 所 提供 的 Med 个 关系 式 可 能 不 是 完全 独立 的 ,所 以 即使 (4. 
6. 5) 式 成 立 ,系统 刚度 矩阵 仍 可 能 是 奇异 的 ,这 时 系统 的 解答 中 可 能 包含 虚假 的 零 能 位 移 
模式 ,从 而 使 整个 解答 失去 意义 ,或 者 求解 过 程 因 KK 奇异 而 不 可 能 继续 。 保证 系统 非 奇 异 
性 的 严格 证 明 是 求解 系统 的 特征 值 问题 ,如 果 系 统 不 出 现 对 应 于 除 刚体 运动 而 外 位 移 
模式 的 0 特征 值 , 则 系统 下 的 非 奇 异性 得 到 保证 。 关 于 通过 求解 系统 特征 值 问 题 检 查 网 
度 和 矩阵 是 否 奇异 问题 可 以 指出 ,实际 上 只 要 求解 仅 给 以 刚体 运动 约束 的 一 个 单元 刚度 窍 
阵 的 特征 值 问题 就 可 以 回答 ,这 点 在 图 4.7 的 例子 中 已 得 到 证 实 。 并 将 在 第 10 章 板 单元 
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的 讨论 中 得 到 进 … 步 的 庶 用 和 讨论 。 
4.7 小 结 


等 参 元 在 有 限 元 法 的 发 展 中 占有 重要 的 位 置 ,由 于 它 能 使 局 部 坐标 系 内 的 形状 规则 
的 单元 变换 为 总体 坐标 系 内 形状 为 扭曲 的 单元 ,从 而 为 求解 域 是 任意 形状 的 实际 问题 的 
求解 提供 了 有 效 的 单元 形式 。 两 种 坐标 系 内 坐标 的 变换 通常 采用 和 位 移 函 数 相 类 同 的 播 
值 形式 ,依据 坐标 变换 插值 点 数 和 位 移 插 值 点 数 相 比 较 , 分 别称 之 为 等 参 元 、 超 参 元 和 次 
参 元 。 通 常 应 用 最 多 的 是 两 者 插值 点 数 相同 的 等 参 元 。 

等 参 元 的 表达 格式 和 第 2 章 中 已 讨论 的 广义 坐标 有 限 元 表达 格式 原则 上 是 一 致 的 。 
不 同 的 是 位 移 播 值 函数 不 必 通 过 较 繁 杂 的 计算 得 到 ,而 是 由 前 -- 章 讨论 的 构造 揪 值 函 教 
的 一 般 方法 直接 得 到 ,在 单元 特性 年 阵 的 形成 时 ,由 于 等 参 元 的 特性 矩阵 是 建立 于 单元 局 
部 坐标 系 的 ,因此 必须 进行 导数 .体积 ,面积 .长度 等 的 变换 ,掌握 它们 的 变换 方法 是 等 参 
元 应 用 中 的 重要 环节 。 同 时 为 保证 上 述 变换 能 够 进行 ,必须 保证 等 参 变换 能 够 实现 ,其 基 
态 点 是 要 保证 单元 的 形状 不 过 分 扭曲 ,这 在 实际 应 用 中 应 给 予 足够 注意 。 

等 参 元 应 用 中 另 一 重要 问题 是 数值 积分 方法 和 阶 次 的 选择 ,虽然 由 于 等 参 元 的 特性 
短 阵 是 建立 于 局 部 坐标 系 的 规则 域内 ,为 数值 积分 方法 的 采用 提供 了 很 大 的 方便 ,同时 高 
斯 积分 也 已 被 证 实 是 最 方便 而 有 效 的 方法 而 被 广泛 采用 ,但 积分 阶 次 的 选择 仍 是 等 参 元 
应 用 中 需要 认真 对 待 的 间 题 ,本章 给 出 了 选择 数值 积分 阶 次 的 一 般 原 则 ,并 就 几 种 常用 音 
元 形式 推荐 了 常 采用 的 积分 阶 次 。 至 于 概 壳 单 元 , 非 协 调 单元 .以 及 用 于 非 线性 分 析 的 情 
况 , 单 元 矩阵 的 数值 积分 仍 有 一 些 需要 研究 的 专门 问题 ,这 将 在 以 后 有 关 章 节 了 予以 讨论 。 


в 


41 图 4.8 所 示 为 二 次 四 边 形 单元 , 试 计算 3 N./2 z ЯД д N,/Ə у ЖЕ Ë #R 55 $p D 
《1/2,1/2) 的 点 Q@ 的 数值 (因为 单元 的 边 是 直线 ,可 用 4 个 结 点 定义 单元 的 几何 形状 )， 
42 图 4.9 所 示 为 二 次 三 角形 单元 , 试 计算 3N4/3x 和 3N,/3y 在 点 P(1.5,2, 0) 
的 数值 ， 
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43 证 明 边 界 为 直线 的 三 角形 和 平行 四 边 形 的 二 维 单元 的 Jacobi ЕЕ ЕЕЕ 
BE. 

4.4 ”证明 楼 边 为 直线 的 四 面体 和 平行 闪 面 体 的 三 维 单元 的 Jacobi 矩阵 是 常数 于 
ÉE. 

4.5 ШИНЖ) ЧАКЕ КН НД ALIDA G 4. IDRA A 4.13) 
Ж. QER АСО А RAST] 的 关系 消去 被 积 函 数 中 的 一 个 坐标 ,并 注意 积分 
上 下 限 的 设置 )。 

4.6 利用 面积 坐标 堵 函 数 的 积分 公式 ,导出 6 结 点 三 角形 二 维 单元 刚度 扼 阵 的 显 式 

4.7 证 明 9 结 点 二 维 单元 经 次 参 变换 (坐标 用 4 点 播 值 . 场 函数 用 9 点 插值 ) 仍 满足 
АЕ. 


4.8 EPEC LOKARN ЕЖ АНЕ Т-А, 


т 
则 曲线 下 的 面积 和 直线 下 的 面积 相等 。 

49 试 导出 一 维 3 阶 高 斯 积分 点 的 位 置 及 权 系 数 。 

4. 10 二 维 4 结 点 等 参 元 ,在 r,y «Шел НАТЫН х,у 平行 , 边 长 为 a ,56， 
确定 下 列 载荷 情况 下 的 结 点 载荷 

(1) 在 正方 向 有 一 分 布 载荷 作用 在 5-1 的 边 上 ,载荷 在 ?9 一 一 1 为 0 在 ?一 1 为 
qa | ТЕЛЕ, 

(2) E i=l 的 边 上 作用 有 均 布 载荷 g。,; 方 向 压 向 单元 。 

(3) 在 y 正 方向 上 作用 有 均匀 的 体积 力 铝 。 

4.11 上 题 是 8 结 点 等 参 元 时 , 结 点 载 集 向 量 各 是 什么 ? 

4. 12 三 维 一 次 (8 结 点 ) 和 三 维 二 次 (20 结 点 ) 等 参 单元 ,在 x,y,z 坐标 中 单元 各 边 
与 坐标 困 г.у. 平行 , 边 长 为 a,8,e, 在 4. 10 题 的 三 种 载荷 情况 下 (假设 载荷 沿 站 方向 不 
变 }, 结 点 载荷 向 量 各 是 什么 ? 

4.13 讨论 下 列 单 元 的 优化 积分 方案 及 精确 积分 方案 (假定 :了 | 为 常数 ) 所 需 的 高 斯 
积分 阶 次 。 单元 是 :二 维 三 次 Serendipity 单元 ;三 维 8 结 点 线性 单元 ;三 维 20 结 点 二 次 单 
26 
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第 5 章 有 限 单元 法 应 用 中 的 若干 实际 考虑 
51 53) Ë 


通过 前 4 章 的 讨论 ,我 们 已 对 有 限 单元 法 的 基本 了 原理 .表达 格式 以 及 常用 的 单元 形式 
有 了 基本 的 了 解 , 为 有 限 单元 法 应 用 于 实际 问题 的 分 析 ,特别 是 为 最 常见 的 连续 实体 结构 
的 线 弹性 分 析 提 供 了 必要 的 准备 ， 当 人 们 应 用 有 限 单元 法 于 实际 分 析 时 ,方便 ,快捷 地 得 
到 可 区 的 结果 ,无疑 是 共同 追求 的 目标 。 这 当中 涉及 合理 的 计算 模型 的 建立 .适当 的 单元 
形式 和 计算 方法 的 选择 ,以 及 完备 的 前 后 处 理 程 序 的 研制 等 多 方面 的 问题 ,本 章 主要 从 理 
论 和 方法 角度 讨论 其 中 的 几 个 方面 。 

在 5.2 节 首 先 讨 论 的 是 应 力 计算 结果 的 处 理 和 改善 ,这 是 由 于 最 常用 的 .也 是 广泛 应 
用 于 各 个 大 型 通用 程序 的 是 以 位 移 作为 基本 未 知 量 的 单元 (简称 位 移 元 ), 从 位 称 经 过 求 
导 得 到 的 应 变 和 应 力 相 对 精度 较 低 ,而 从 实际 的 工程 分 析 的 目的 考虑 ,常常 最 关心 的 是 应 
力 计算 结果 .本 节 所 讨论 的 是 在 理论 上 弄 清 位 移 元 应 力 结 果 的 性 质 和 特点 的 基础 上 ,如 何 
采用 实际 可 行 的 方法 来 处 理 和 改善 应 力 的 计算 结果 ,从 而 使 之 能 较 好 满足 工程 实际 的 要 
求 。 

在 5. 3 一 5.5 节 所 讨论 的 内 容 , 实 质 上 都 是 服从 于 一 个 目的 , 即 减 少 计算 模型 的 未 知 
量 数 ,从 而 达到 降低 对 计算 机 资源 的 要 求 和 提高 计算 效率 的 目的 。 对 大 型 复杂 的 结构 而 
言 , 如 果 直 接 对 全 结构 进行 离散 并 建立 求解 方程 ,无 疑 方程 的 规模 很 大 。 造 成 对 计算 机 储 
存 过 高 的 要 求 ,而 且 计 算 量 也 可 能 过 大 。 如 利用 结构 在 构造 和 括 何 上 的 特点 ,将 它 分 解 为 
若干 子 结构 , 先 在 子 结 构 的 基础 上 进行 离散 和 自由 度 的 缩减 ,然后 再 集成 的 结构 总 体 的 求 
解 方程 的 自由 度 可 以 大 大 减少 , 且 在 有 相间 形状 子 结构 的 情况 下 还 可 进步 省 去 形成 相 
同形 状 子 结构 矩阵 的 计算 工作 量 。5. 3 节 所 讨论 的 就 是 关于 子 结构 方法 的 有 关 表达 格式 
和 算法 问题 。5. 4 节 所 讨论 的 基 针 对 在 几何 形状 上 具有 对 称 性 和 周期 性 的 一 类 结构 ,着 重 
阐述 如 何 利用 对 称 性 和 周期 性 的 特点 ,只 在 结构 的 一 部 分 上 建立 计算 模型 和 求解 方程 ,再 
从 这 部 分 结构 的 计算 结果 推广 得 到 整个 结构 的 结果 的 方法 其 中 包括 面 对 称 结构 , 轴 对 称 
结构 和 旋转 局 期 结构 。 对 于 轴 对 称 结构 还 包括 轴 对 称 载 荷 和 非 轴 对 称 载 荷 两 种 情况 。 对 
于 旋转 周期 结构 还 包括 周期 性 载荷 和 非 周期 性 载荷 两 种 情况 。5. 4 节 中 关于 上 述 各 种 情 
次 ,对 数学 模型 的 建立 和 求解 方程 的 形式 以 及 整个 结构 计算 结果 的 才 达 都 给 予 了 具体 的 
讨论 。5.5 节 中 讨论 在 实际 分 析 中 已 被 较 广泛 应 用 的 Wilson 非 协调 元 。 其 特点 是 保持 低 
阶 单元 自由 度 不 增加 的 情况 下 ,通过 增加 内 部 自由 巍 来 提高 单元 的 精度 ,但 带 来 了 在 单元 
交界 面 上 不 满足 协调 性 要 求 的 缺点 。 因 此 又 简要 地 介绍 了 如 何 检查 非 协 亩 元 的 解 是 否 满 
足 有 限 单元 收 伍 准则 的 分 片 试验 方法 ,以 及 使 Wilson 非 协 调 元 通过 分 片 试 验 的 一 种 简便 
方法 。 
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5.2 应 力 计 算 结果 的 处 理 与 改善 


应 用 位 移 元 进行 有 限 元 分 析 时 , 末 知 场 函 数 是 位 移 , 从 系统 平衡 方程 解 得 的 是 各 个 结 
点 的 位 移 值 。 而 实际 工程 问题 所 需要 的 往往 是 应 力 的 分 布 ,特别 是 最 大 应 力 的 位 置 和 数 
信 。 为 此 ,要 利用 以 下 公式 由 已 解 得 的 结 点 位 称 来 求 出 单元 内 的 应 力 。 

є= Ва, ос = De = Da (5.2.1) 

我 们 知道 应 变 矩阵 中 是 插值 函数 对 坐标 进行 求 导 后 得 到 的 矩阵 。 求 导 一 次 ,插值 
多 项 式 的 次 数 就 降低 一 次 。 所 以 通过 导数 运算 得 到 的 应 变 e 和 应 力 o 精度 较 位 移 降低 
了 , 即 利用 以 上 两 式 得 到 的 和 ec 的 解答 可 能 具有 较 大 的 误差 。 应 力 解 的 误差 表现 于 

(1) 单元 内 部 不 满足 平衡 方程 ; 

(2) 单元 与 单元 的 交错 面 上 应 力 - - 般 不 连续 ; 

D 在 力 的 边界 Se 上-- 艇 也 不 满足 力 的 边界 条 件 。 

因为 平衡 方程 式 、 力 的 边界 条 件 以 及 单元 交界 面 上 内 力 的 连续 条 件 是 证 函 H, 的 欧 
拉 方 程 ,只 有 在 位 移 变 分 完全 任意 的 情况 下 , 欧 拉 方程 才能 精确 地 满足 .在 有 限 单 元 法 中 ， 
只 有 当 单元 尺寸 趋 于 零 时 ,才能 精确 地 满足 平衡 方程 . 力 的 边界 条 件 以 及 单元 交界 面 上 力 
的 连续 条 件 ; 当 单元 尺寸 为 有 限 值 时 ,这 些 方程 只 能 是 近似 地 满足 。 除 非 实际 应 力 变 化 的 
阶 次 等 于 或 低 于 所 采用 单元 的 应 力 的 阶 次 ,得 到 的 只 能 是 近 亿 解答 。 因 此 ,如 何 从 有 限 元 
位 移 解 得 到 较 好 的 应 力 解答 ,就 成 为 需要 研究 和 解决 的 问题 。 

在 这 一 节 中 我 们 将 首先 讨论 位 移 元 应 力 解 的 性 质 以 及 等 参 元 应 力 解 的 特点 。 然 后 介 
绍 几 种 应 力 解 的 处 理 和 改善 方法 ,这 些 方法 不 仅 适用 于 等 参 元 ,也 适用 于 广义 坐标 有 限 
元 。 其 中 有 一 些 是 简单 易 行 而 又 行 之 有 效 的 ,在 实际 计算 中 经 常 采用 有些 则 伴随 有 相当 
大 的 计算 工作 量 , 必 要 时 才 采 用 。， 


521 应 力 近 似 解 的 性 质 


在 1.4.4 节 中 我 们 已 指出 用 最 小 位 能 原理 求 得 的 位 移 解 具有 下 限 福 质 。 由 于 近似 解 
的 总 位 能 一 般 总 是 太 于 真正 解 的 总 位 能 ,而 近似 解 的 应 变 能 一 般 地 总 是 小 于 真正 解 的 应 
变 能 。 因 此 ,得 到 的 位 移 解 总 体 上 偏 小 。 但 是 用 以 求 得 的 应 变 和 应 力 解 的 性 质 如 何 呢 ? 
H 1.4, 4 节 中 最 小 位 能 原理 可 知 , 对 于 弹性 力学 问题 ,如 果 位 称 的 真正 解 是 ,相应 
的 应 变 和 应 力 的 真正 解 是 e 和 ea, 并 有 近似 解 a" e Ro ,近似 解 可 写作 
и* =u + ди, Ғ--е--де(и), o'= о дб (u) (5.2.2) 
REO. 4. За) ЕЕЕ РЕ ЖоК. Д 


п.ш у= | є" De * dV — | u" t faV - | “7748 
2 Jr v s, 


= cet бє уре + делу 一 K 
. ү 
一 | а + диутаѕ 
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1 я 
_ ХІ єт рейу — | чуду 一 | tas Ып, 


+ | e7 Dë £ dV — | бит [ау 一 | би TdS 
у Ұ 8, 


=â, 
z 
+ Af бе? ровду >81, 
2 Ју 
= pCa) ап, + èH, (5.2.3) 
ЕРЕ Ж-Е ЖОӘП,-0.|8 5.2.30 АҒЫНЫ ЖИН АУ ЕРУ ЕВ n E— zb 3 828 
Пи") = П, + + | 一 erDe — sydy (5.2.4) 


对 于 一 个 有 具体 给 定 问 题 , 它 的 真正 的 总 位 能 П, ОЕ ЖЕН ЫАЖ П, ) 的 极 
小 值 问题 归结 为 求 ФП, 极 小 值 的 问题 。 我 们 把 ОП, БАЈЕ КЭНЕ х 
хе = PE е) 一 二 | Ge 一 erDte 一 edy 


та е 1 . __ T + т 
=>], z (6° — e )'D(e*— e )dV (5.2.5) 

式 中 凡是 系统 离散 的 单元 总 数 。 对 于 线 强 性 问题 ,上 趟 还 可 以 表示 为 
xG) = >| +a ayca алау (5.2.6) 


ІН (5.2. DA G. 2.5) 式 以 及 (5. 2. ORT AR L Ga ) 极 小 值 的 问题 ,从 力学 上 解 
释 是 求 位 移 变 分 би 所 引起 的 立 变 能 为 极 小 值 的 问题 ;从 数学 上 解释 是 求解 应 变 差 值 
“一 é 或 应 力 差 值 a' 一 a 的 加 权 二 乘 最 小 值 问题 。 由 此 我 们 可 以 认识 应 变 和 应 力 近 似 解 e- 
和 o "的 性 质 ,它们 是 真实 应 变 e 和 真实 应 力 g 在 加 权 最 小 二 乘 意义 上 的 近似 解 。 近 似 解 应 
Же” (或 应 力 a*) 和 真正 解 应 恋 e (或 应 力 a ) 的 差 值 应 满足 加 权 рО СОН АТЖ, 

从 以 上 结论 我 们 可 以 得 到 应 变 解 或 应 力 解 的 一 个 重要 特点 ,应变 近似 解 和 应力 近似 
解 必然 在 真正 解 上 下 振荡 。 HEREA 上 ,近似 解 正好 等 于 实 实 解 ,也 即 在 单元 内 存在 最 
佳 应 力 点 。 应 力 解 的 这 个 特点 将 有 助 于 我 们 处 理应 力 计算 的 结果 ,改善 应 力 解 的 精度 。 


5.2.2 等 参 元 的 最 佳 应 力 点 


在 上 一 小 节 中 ,已 把 利用 位 移 元 进行 有 限 元 应 力 分 析 归 结 为 求 浴 沙 X 的 极 小 值 问 
题 。 即 求解 下 式 


M 


xG") = X|, (0m азда "ау = 0 (5.2.7) 


z=] 


M 
буа” u) = >| (La* — Lu)'Dó(Lu* )dV = 0 (5.2.8) 
e=] t 


БАШ а р 次 多 项 式 ,L Ж m 阶 微分 算 子 , 令 a= pm Де “或 "是 4 次 多 

项 式 , 为 了 使 上 面 二 式 能 够 精确 积分 ,至 少 应 采用 十 1 阶 的 高 斯 积分 。 当 取 十 1 阶 高 斯 

积分 时 ,由 4.4 节 可 知 ,积分 精度 可 达 2(xn 十 1) 一 1=2n 十 1 次 多 项 式 ,也 就 是 该 被 积 通 数 
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是 22 十 1 次 过 项 式 的 情况 仍 可 达到 精确 积分 。 这 说 明 在 现在 的 情况 下 ,如果 Jacobi 行列 式 
是 常数 ,即使 (5. 2. 7) 式 中 的 真实 应 力 s 是 =* 十 1 次 多 项 式 ,数值 积分 仍 是 精确 的 。 即 数值 
积分 式 


[Ms 


M m+1 
| (а*— в ХСбасау = > Y Hot 6, Côa; = 0 (5, 2.9) 
v, 21 з= 


是 精确 成 立 的 。 

车 每 一 单元 中 的 各 高 斯 积分 点 上 ба G=, 2 十 1 的 每 一 分 量 的 变 分 是 独立 的 ， 
上 式 成 立 必 须 有 f 

q; — 6, = 0) (5.2.10) 
ВИН Е. ЕЁ Го 可 以 是 十 1 RETA MA ЕҚ РЕ Е 34) еу 可 以 
达到 atl KARRE ТАИ R На” Ë Sp (a 次 多 项 式 ) 高 一 次 的 精度 。 

归纳 以 上 讨论 ,可 以 得 到 如 下 结论 ;如 果 位 移 近 似 解 w' 是 p 次 多 项 式 ,L Ж т 阶 微分 
算 子 , 应 变 近 似 解 e “或 应 力 近似 解 o "是 n=p 一 m {К #7, 若 真 正解 或 是 4 十 1 次 多 
项 式 , 则 在 = 十 1 阶 高 斯 积分 点 上 ,近似 解 s “(或 e *) 和 真正 解 (或 e ) 在 数 售 上 是 相等 的 、 
о" (或 e') 在 积分 点 上 具有 比 本 身高 一 次 的 精度 。 

但 应 指出 ,在 以 上 讨论 中 是 假定 了 单元 中 反映 华 标 变换 的 Jacobi FAE ЛЕЛ. 
同时 也 假定 了 每 个 单元 内 oi (айв ) 的 每 个 分 量 的 变 分 是 独立 的 。 所 以 上 述 结论 只 是 对 结 
点 是 等 间距 分 布 的 一 维 单元 是 严格 的 ,而 对 于 二 维和 三 维 单元 则 只 能 是 近似 的 .在 一 般 情 
帝 下 我 们 不 能 判定 真正 解 多 项 式 的 次 数 ,但 是 可 以 得 到 如 下 实用 的 推论 ;在 等 参 元 中 , 单 
元 中 ?十 1 阶 (n= 一 m) 高 斯 积分 点 土 的 应 变 或 应 力 近似 解 比 其 它 部 位 具有 较 高 的 精度 ， 
因此 我 们 称 人 十 切 阶 高 斯 积分 点 是 等 参 元 中 的 最 佳 应 力 点 。 

图 5. 1 所 示 为 真正 解 的 一 息 定 的 二 次 变化 曲线 , 当 采 用 二 次 单元 求解 时 ,可 以 得 到 
它 的 分 段 线性 近似 解 兰 。 在 "十 1 一 2 高 斯 积分 点 上 ,两 者 的 数值 相等 。 


z ETRE 
taran a a DE E к“ 2 


图 5.1 -次 应 变 e НАН 0 


从 有 前面 的 讨论 中 已 知 ,由 位 移 元 得 到 的 位 移 解 在 全 域 是 连续 的 ,应 变 和 应 力 解 在 单元 

内 部 是 连续 的 而 在 单元 间 是 不 连续 的 , 即 在 单元 边界 上 发 生 突 跳 。 因 此 同一 个 结 点 ,由 围 

绕 它 的 不 同 单元 计算 得 到 的 应 变 值 和 应 旋 值 是 不 同 的 。 另 方面 在 边界 上 应 力 解 一 般 地 也 

与 力 的 边界 条 件 不 相符 合 。 等 参 元 虽然 在 十 1 阶 高 斯 积分 点 上 应 力 具 有 较 高 的 精度 ,但 
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在 结 点 上 计算 得 到 的 应 力 精 度 却 较 整 。 通 常 实际 工程 问题 中 我 们 感 兴趣 的 是 单元 边缘 和 
结 点 上 的 应 力 ,因此 需 对 计算 得 到 的 应 力 进行 处 理 , 以 改善 所 得 的 缚 果 . 从 5.2.3 节 开 始 ， 
一 直到 5. 2, 7 节 , 我 们 将 介绍 几 种 应 力 处 理 的 方法 ,可 根据 不 同 要 求 ,适当 地 选用 . 


5.2.3 单元 平均 或 结 点 平均 


最 简单 的 处 理应 力 结果 的 方法 是 取 相 邻 单元 或 围绕 结 点 各 单元 应 力 的 平均 值 。 

1. 取 相 邻 单元 应 力 的 平均 信 

这 种 方法 最 常用 于 3 结 点 三 角形 单元 中 。 这 种 最 简单 而 又 相当 实用 的 单元 得 到 的 应 
力 解 在 单元 内 是 常数 。 可 以 将 其 看 作 是 单元 内 应 力 的 平均 值 ,或 是 单元 形 心 处 的 应 力 。 由 
于 应 力 近 似 解剖 是 在 真正 解 上 下 振荡 ,可 以 取 相 邻 单元 应 力 的 平均 信 作 为 比 二 个 单元 合 
成 的 较 大 四 边 形 单元 形 心 处 的 应 力 。 这 样 处 理 十 分 逼近 真正 解 ,能 取得 良好 的 结果 。 图 
5.6(a) 中 ,一 厚 壁 贺 球 党 离散 为 一 系列 3 结 点 三 角形 单元 。 图 (c) 中 小 三 角形 为 计算 得 到 
的 单元 应 力 值 , 可 以 看 到 它们 在 真正 解 的 上 下 振 费 。 小 圈 为 相 邻 单元 应 力 的 平均 值 , 基 本 
上 洲 在 真正 解 上 。 

取 平均 应 力 可 以 采用 算术 平均 , 即 

平均 应 力 = 于 (单元 四 应 力 十 单元 国 应力) 


也 可 以 采用 精确 一 些 的 面积 加 权 平 均 , 即 


单元 加 应 力 X 单 元 四 的 面积 十 单元 国 应 力 X 单元 国 面积 
平均 应 力 - ШЕ + зс ОНЯ 


(5.2.11) 
当 古 邻 单元 面积 相差 不 大 时 ,二 者 的 结果 基本 相同 .在 单元 划分 时 应 避免 相 邻 单元 的 面积 
相差 太 多 ,从 而 使 求解 的 误差 相近 。 
2， 取 围绕 结 点 各 单元 应 力 的 平均 值 
取 围 绕 该 结 虚 周围 的 相关 单元 计算 得 到 该 结 点 应 力 的 平均 值 


o = Ул (5.2.12) 


1~m 是 围绕 在 1 结 点 周围 的 全 部 单元 。 取 平均 信 时 也 可 进行 面积 加 权 。 
应 注意 这 样 得 到 的 结 点 应 力 值 是 围绕 该 结 点 的 有 限 区 域内 的 应 力 平 均值 ， 这 种 处 理 
方法 对 于 等 参 元 来 说 并 不 能 从 根本 上 改善 结 点 应 力 精度 差 的 问题. 


5.2.4 总 体 应 力 磨 平 


前 面 已 经 措 出 用 位 移 元 解 得 的 应 力 场 在 全 域 是 不 连续 的 ,我 们 可 以 用 总 体 应 力 磨 平 
的 方法 来 改进 计算 结果 ,得 到 在 全 域 过 续 的 应 力 场 ， 

总 体 磨 平 应 力 方法 就 是 构造 一 个 改进 的 应 力 解 a ,此 改进 解 在 全 域 是 连续 的 。 改 进 
Жә 与 有 限 单元 法 求 得 的 应 力 解 o* 应 满足 加 权 最 小 二 乘 的 康 则 。 也 就 是 说 ,可 以 建立 如 下 
ZA 


M 
Ama) = D| E- ayeo ady (5.7.13) 
а=], 
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AF M 是 单元 总 数 ,c" 是 利用 已 求 得 的 结 点 位 务 代 人 (5. 2. 1) 式 得 到 的 应 力 解 ;o 是 待 求 
的 应 力 改进 值 , 它 在 单元 内 的 分 布 也 取 插 值 的 形式 , 即 设 


s= X Ño, (5.2. 14) 


其 中 上 是 待 求 的 改进 后 的 结 点 应 力 值 ;m 是 单元 的 结 点 数 ,总 EBI РЕ ЖОЮ КЕ, TEN 
播 值 的 单元 结 点 可 以 同 于 求解 位 移 时 的 结 点 ,这 时 应 力 播 值 葬 数 N. 同 于 位 移 插值 函数 
No5 庶 力 持 值 也 可 来 用 与 位 移 播 值 不 同 的 结 点 数 ,例如 求解 位 移 时 采用 二 次 单元 ,求解 应 
力 改进 值 时 可 用 一 次 单元 。 

将 代入 人 (5.2.13) 式 并 进行 变 分 ,并 考虑 到 бо, 的 任意 性 ,可 得 


аА 
Эт, 


= 0 (з == 1,2, N) 


м 


即 有 >|, (e"'— o 'CÑdV = 0 (--1,2,.-,М) (5.2.15) 


e=1 


式 中 М 是 进行 应 力 磨 平时 全 部 单元 的 结 点 总 数 。(5. 2.15) 式 是 NXS 阶 的 线性 代数 方程 
组 ,S 是 应 力 分 量 数 。 求 解 (5. 2. 15) 式 可 以 得 到 各 个 结 点 的 应 力 改 进 值 , 再 将 求 得 的 结 点 
应 力 改 进 值 代入 (5. 2. 14) 式 就 可 以 得 到 各 单元 的 应 力 改 进 值 。 

СТИ АРА И Ñ. 是 协调 的 ,此 应 力 改 进 解 在 单元 交界 面 上 是 连续 的 ,也 即 在 全 域 是 
连续 的 。 恕 果 在 求解 方程 组 (5, 2. 15) 式 前 已 将 力 边界 S 上 的 应 力 边 界 条 件 引 入 (其 方法 
与 引入 给 定位 移 边 界 条 件 相 同 ), 则 此 应 力 改进 解 也 将 满足 力 的 边界 条 件 。 虽 然 经 总 体 麻 
平 改进 后 的 应 力 解 a 在 单元 内 部 仍 不 能 精确 地 满足 平衡 方程 ,但 一 般 地 说 将 较 原来 的 应 
力 解 有 所 改善 。 总 体 应 力 磨 平 示 意图 见 图 5. 2。 


Й 


са) 磨 平 前 的 应 力 O 麻 平 后 的 应 力 
图 5.2 总 体 应 力 磨 平 示意 


应 力 总 体 磨 平方 法 的 主要 缺点 是 计算 工作 量 十 分 庞大 。 方 程 组 (5. 2.1550 АИ 
NXS, 当 求解 位 移 场 和 应 力 总 体 磨 平时 采取 相同 的 结 点 数 N 时 ,方程 组 (5. 2. 15) 的 总 阶 
数 将 大 大 超过 原来 求解 结 点 位 移 时 的 系统 方程 组 的 阶 数 ,这 是 由 于 应 力 分 量 数 S 总 是 大 
于 结 点 位 移 自 由 度数 ,总 体 应 力 磨 平时 ,需要 形成 和 求解 这 样 庞大 的 方程 组 以 及 需要 耗费 
甚至 比 原来 求解 位 移 场 时 更 多 的 机 时 ,实际 上 采用 这 种 方案 改进 应 力 解 ,相当 于 进行 二 次 
有 限 元 的 计算 , 一 次 求 位 移 场 ,一 次 求 应 力 场 。 
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5.25 单元 应 力 磨 平 


为 了 减少 改进 应 力 结果 的 工作 量 , 可 以 采用 单 苑 应 力 的 局 部 磨 平 。 可 以 指出 : 当 单 元 
尺寸 不 断 缩 减 时 ,单元 的 加 权 最 小 二 乘 和 单元 未 加 权 的 最 小 二 乘 是 相当 的 ,由 于 函数 的 正 
定性 ,全域 的 加 权 最 小 二 乘 是 各 单元 最 小 - 乘 的 和 .因此 , 当 单元 足够 小 时 , 遍 平 可 以 在 各 
个 单元 内 进行 , 即 (5. 2. 13) 式 的 泛 画 只 取 . -个 单元 ,并 令 权 函数 已 = {Ж ЖН {ЕРУ Б 

A.G". = | to oTe dV (5.2.16) 


УЖ УЖ МО. Н ЕУ pa 的 插值 表示 


s = Уа, (5. 2. 17) 
Ете 是 经 改进 的 结 点 应 力 , 高 : 是 改进 应 力 的 插值 函数 ,上 式 代 入 (5. 2. 16) 式 并 变 分 
A = 0 (= ], 2y) 
或 有 
| (0 оу = 0 G = 1,2,-5, т.) ` (5.2.18) 


上 式 是 以 为 未 知 量 的 线性 代数 方程 组 ,利用 解析 表达 式 或 高 斯 积分 求 出 各 方程 的 系数 
后 ,可 解 得 ® ,进而 利用 (5. 2. 17) 式 可 计算 得 到 单元 内 任何 一 点 的 应 力 值 。 

由 于 采用 了 不 加 权 的 最 小 二 乘 , 在 (5.2.16) 式 中 各 应 力 分 量 不 再 类 合 , 因 此 按 
©5. 2. 18) 式 磨 平 度 力 相当 于 将 各 个 应 力 分 量 分 别 磨 平 。 由 此 我 们 可 以 只 磨 平 主要 应 力 分 
基 或 我 们 有 兴趣 的 应 力 分 量 , 而 不 一 定 将 全 部 应 力 分 量 都 进行 麻 平 。 例 如 在 实际 问题 中 
о. 为 主要 应 力 ,我们 可 以 单独 磨 平 mx 。 这 时 有 


А, = |, > а; 一 а,уау 55.2. 19) 
其 中 о, 是 待 求 的 z ЕЛУ СНА зо 是 原 有 限 元 的 计算 值 。 念 
s, = У, (5.2.20) 
RAG. 2.19) 式 变 分 则 有 Е 
|, (о; - ao pN dV =0 (4-1,2,--,л,) (5. 2.21) 


这 时 需求 解 的 方程 组 (5. 2. 21) 只 是 有 限 的 .个 ,不 需 费 多 少 计 算 量 就 可 以 很 方便 地 求 得 
cz 在 结 点 的 改进 值 c=。 

对 于 等 参 元 来 说 ,有 了 单元 内 应 力 局 部 磨 平 的 方法 ,可 以 利用 畏 户 较 高 的 高 斯 积分 点 
的 应 力 值 来 改进 等 参 元 结 点 应 力 的 近 伺 性质。 以 二 维 单元 为 何 , 如 果 是 二 次 等 参 元 ,插值 
函数 中 的 完全 多 项 式 是 二 次 , 即 p=. 对 于 С, 型 单元 mw 一 1。 这 时 p 一 mw 十 1 二 2, 若 取 2 И 
高 斯 积分 , 则 在 3X2 个 高 斯 积分 点 上 有 限 元 的 应 力 计 算 值 a “有 较 高 的 精度 .如 果 进 行 应 
力 磨 平时 只 要 求 得 到 4 个 角 点 的 应 力 改 进 值 ,尽管 在 计算 位 移 时 是 8 结 点 二 次 等 参 元 ,但 
进行 应 力 磨 平时 ,单元 结 点 数 可 只 取 4 个 , 即 用 二 维 双 线性 单元 进行 应 力 磨 平 。 磨 平时 各 
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应 力 分 量 分 别 进行 ,这 时 应 力 磨 平 插值 孙 数 访 。 | 
应 采用 双 线 性 函数 ， ШІ 


-Х8 Ñ. = +G + @а + 99) ! 
(5.2.22) | 


令 在 2X2 高 斯 积分 点 上 有 =a, 4 个 高 斯 各 
分 点 的 坐标 ( 抑 图 5. 3)#T F 


-HF Dr НИШ БИРДЕН A 


| 1 1 ` j 1 ШЕ 
一 一 ,十 ; —, + — ii 
(жулу угу ‚ттен иинин 
| 1 | 1000: L __ куч 
рузи Уя | 
5.3 二 维 等 参 元 
高 斯 点 坐标 代入 (5. 2. 22) 式 得 到 下 面 的 等 
式 : 
fat Құс» ÑC12 МСТ) А.Т) [а 
ің Кү) Ж.с) NCI) жоо) 


о; Хә) NB} КО АИ) 

lo; NeNy ÑN) Ам) (М) 

AP 1,01 Gr Ga НЕН 4 НАВУ УУ Е оо, озо, 是 磨 平 

JS ЛИЙ НЕ НАЕ ЕЕН С5. 2, 2202 АЛАНИН SEP АА ИАР, 
H (5. 2.23) Ж ЫҒАЙ 


б; 


| (5.2.23) 


5, 


а b с bfai 
Ба Ё i di 
一 (5. 2. 24) 
б; | b a ° 6i 
„ ) c Ë а Е 
其 中 а-1- È, ь--2, с=1— УУ (5.2, 25) 


各 应 力 分 量 均 可 用 (5. 2. 24) 讲 行 求解 。 
《5.2. 21) 式 采用 4 结 点 磨 平 与 (5. 2. 24? 式 利用 2X2 高 斯 积分 点 应 力 值 外 推 得 到 的 
结 点 应 力 是 相同 的 。 但 使 用 (5. 2. 24) 式 更 为 方便 。 这 种 改进 结 点 应 力 的 方法 亦 称 之 为 应 
访 线性 外 扒 ， 求 得 改进 的 应 力 结 点 值 后 ,如 需要 求 单元 内 部 的 应 力 值 仍 可 按 (5, 2. 22? 第 -- 
式 进行 计算 。 
采用 单元 局 部 应 力 磨 平 的 方法 ,对 于 同一 结 点 ,由 不 同 相 邻 单元 求 得 的 应 力 改进 值 通 
常 是 不 相同 的 。 可 把 相关 单元 求 得 的 改进 结 点 值 再 到 平均 作为 最 后 结 点 的 应 力 值 。 
一 般 情 况 下 ,采用 局 部 应 力 磨 平 处 理 可 以 得 到 较 好 的 结果 ,而 计算 量 是 很 小 的 ,所 以 
得 到 较 广 泛 的 应 用 。 
例 图 5,4 所 示 为 一 受 均 布 载荷 的 悬臂 梁 , 梁 的 高 度 和 跨度 比 为 AM= 1/20。 分 为 四 
个 8 结 点 二 次 等 参 元 ,并 采用 2X2 高 斯 积分 。 解 出 的 位 移 和 正 应 力 o 的 结果 是 非常 好 
的 。 但 计算 得 到 的 剪 应 力 在 单元 内 旦 抛物 线 分 布 ,与 理论 解 相差 甚 远 ,而 在 高 斯 积分 点 上 
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计算 值 与 理论 值 符合 情况 十 分 良好 .多 应 力 局 部 磨 平 处 理 后 , 剪 应 力 的 改进 值 和 理论 值 十 
分 一 致 ,取得 良好 的 效果 。 


图 5.4 ZAHRI H р 


对 于 三 维 二 次 单元 ,车 有 2X2X2 闪 8 个 高 斯 积分 点 上 的 应 力 , 采 用 与 二 维 单元 相关 
也 的 线性 外 推 , 即 局 部 应 力 麻 平时 取 8 结 点 线性 单元 进行 插值 ,可 以 得 到 与 (5. 2. 24) 式 类 
似 的 结果 。8 个 结 点 上 的 应 力 改 进 值 о 可 由 下 列 方程 解 得 : 


а a b с b 5 с £ 
б; ба b c с b с dlls 
о; c b а b d c d c| 
б, Бг b a c а с Б |а 
+ 一 4 L . 2. 26) 
в b c d c a b c bilo; (5.2 
в c b c d bab tllo: 
@, d c b c c ba 514 
оф ce d c b P с 5а с) 
其 中 
а- БЕЗУ. b=- St (5.2.27) 
_ 3 —1 25-3У3 
e = 4 4 = — 


AP 01,01 oa 是 2X2X2 高 斯 积分 点 上 由 有 限 元 计算 得 到 的 应 力 。 高 斯 应 力 点 编号 
MEB 5.5。 
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图 5.5 三 维 等 参 元 
+ 用 于 己 务 插值 的 结 点 
O BJ F ЛИНА S 


5.26 子 域 局 部 应 力 磨 平 及 外 推 


鉴于 单元 局 部 应 力 麻 平 不 能 充分 利用 最 佳 应 力 点 应 力 具有 的 高 一 阶 精 度 , 同 时 一 般 
不 能 得 到 在 单元 交界 面 上 连续 芍 应 力 ,而 总 体 应 力 磨 平 的 计算 工作 量 又 太 大 ,为 了 得 到 比 
单元 局 部 磨 平 更 好 一 些 的 应 力 结果 而 计算 工作 量 又 不 太太 ,可 以 采用 子 域 局 部 应 力 磨 平 。 
子 域 可 选择 在 实际 工程 问题 最 感 兴趣 的 区 域 , 例 如 应 力 集中 区 域 或 是 需要 专门 校 核 应 力 
的 区 域 。 
子 域 局 部 应 力 磨 平 应 力 改进 解 的 形式 可 以 有 包 种 不 同 的 方案 ， 
L 应 力 改进 解 仍 采 用 结 点 应 力 的 插值 表示 式 (5. 2. 14) 
这 种 方案 和 5. 2. 4 节 所 述 总 体 应 力 磨 平方 法 相同 , 仍 采 用 (5, 2. 13) 式 定义 的 证 函 , 只 
是 单元 数 M 只 限于 子 域内 的 单元 。 例 如 二 维 四 边 形 单元 可 采用 4 个 单元 作为 子 域 。 
2. 应 力 改进 解 采 用 解析 函数 形式 
这 种 方案 是 在 整个 子 域内 假设 改进 后 的 应 力 解 的 解析 表达 式 , 这 个 解析 表达 式 中 包 
含有 得 定 参 数 ,要 求解 析 解 o 和 原 有 限 元 应 力 解 a* 满 足 加 权 或 不 加 权 的 最 小 二 弛 , 以 此 
确定 解析 表达 式 中 的 待定 参数 。 例 如 改进 应 力 解 s 的 解析 表达 式 可 采用 多 项 式 的 形式 
o = a + br + cy + dr + ery + fy (5. 2.28) 
式 中 abed e “БЕНЕН. 
将 (5, 2. 28) 式 代入 (5. 2, 13) 式 并 变 分 ,得 到 
34-6, 2A o, s=, .. (5. 2.29) 
由 (5. 2. 29) 方 程 组 可 和 解 得 待定 参数 e,5,…。 如 果 预 先 使 各 个 应 力 分 量 的 待定 系数 满足 平 
衡 方程 和 力 的 边界 条 件 , 则 可 以 得 到 更 好 一 些 的 结果 。 例 如 满足 平面 问题 平衡 方程 的 各 个 
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应 力 分 量 可 以 假设 为 
z, = a, Far + ау + ат + оху + ау + --- 
G, = ё, + Bar 十 Bay 十 Br 十 ry + Bay 十 (5.2.30) 


г Bz — ay — TB — 264, + B)zy — уау — 


多 项 式 次 数 的 选择 应 根据 实际 应 力 可 能 分 布 的 情况 进行 。 并 不 是 说 解析 表达 式 的 多 
项 式 次 数 越 高 就 越 精确 .由 于 有 限 元 的 应 力 解 有 在 真 解 附近 振 葛 的 特点 ,过 高 次 数 的 多 项 
式 可 能 导致 改进 解 呈 虚假 的 波浪 形 分 布 。 实 际 处 理应 力 时 ,一般 取 2—3 次 多 项 式 是 合适 
的 。 
RHA F УРЫ АС ,a ) 可 采用 不 加 权 的 最 小 二 于 形 式 。 如 同 单元 应 力 局 部 磨 平 
的 情况 ,各 个 应 力 分 量 在 (5. 2. 29) 式 中 不 再 耦合 ,因此 各 个 应 力 分 量 的 麻 平 可 以 单独 进 
行 ,这 就 使 计算 工作 量 大 大 缩减 。 
确定 了 待定 参数 后 ,可 由 改进 解 的 解析 表达 式 求 得 局 部 区 域内 任 一 点 的 改进 后 的 应 
力 值 ,也 可 求 得 边界 上 任意 点 的 改进 应 力 全 .改进 后 的 应 力 场 在 这 个 被 磨 平 的 局 部 区 域 中 
呈 连 续 分 布 ,并 具有 与 原 有 限 元 应 力 解 符合 加 权 最 小 二 乘 的 性 质 , 当 各 个 应 力 分 量 分 别 魔 
平 ( 不 加 权 的 最 小 二 乘 ) 时 ,改进 应 力 解 与 原 谋 力 解 误 营 的 平方 在 被 磨 平 的 局 部 区 域 上 的 
和 达到 最 小 。 
当 网 络 划 分 合适 时 ,可 选取 一 个 单元 条 进行 局 部 应 力 处 理 . 磨 平 仍 采 用 不 加 权 的 最 小 
二 缚 ,因此 各 应 力 分 量 可 以 分 别 进行 魔 平 。 叉 因 局 部 区 域 是 一 个 狐 罕 的 单元 条 ; 因 此 可 以 
按 一 维 问题 沿 单元 条 方向 进行 磨 平 。 计 算 十 分 简单 ,只 要 单元 条 选取 合适 ,可 以 取得 良好 
的 效果 。 
我 们 以 厚 壁 球 沉 为 例 , 说 明 这 种 磨 平方 案 的 实施 方法 。 当 厚 壁 球 壳 受 内 压 或 外 压 时 ， 
应 力 分 布 只 与 r+ 有 关 。 采 用 三 角形 常 应 变 单元 进行 有 限 元 计算 时 ,上 典型 的 网 格 条 由 两 条 径 
问 射 线 构成 ,网 格 条 鞋 划 分 若干 三 角形 单元 。 可 取 一 个 单元 条 用 最 小 二 乘法 进行 应 力 磨 
平 ， 假 设 洛 鉴 厚 磨 平 后 的 应 力 а 分 布 为 ”次 曲线 ， 
алау + ar + аз? + = + ан" 45.2, 31) 
# Bñ u ak E3E m 个 单元 , 则 每 个 单元 有 一 个 由 有 限 元 计算 得 到 的 应 力 值 ar i= 1, 
2,… ,m4 被 认为 作用 在 单元 形 心 r 处。 
HERUR DRZE. ER: TALE O r 处 , 麻 平 后 的 应 力 值 是 
0607) = а Бағ + ат + = jam (-1,2,5-,т) (5.2.32) 
在 备 单元 形 心 上 磨 平 后 的 应 力 与 原 应 力 计算 秆 的 差 
e, = gG@,) -- с; 


全 部 单元 形 心 上 误 差 平方 的 总 和 为 
ye = Уло -o F 
建立 最 小 二 乘 泛 函 7 
Х = 1 > Го) — g; J (5.2. 33) 
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泛 函 变 分 应 有 


95-0 (;=,1,2,+ззл) (5.2.34) 
а; 
将 (5. 2. PARAE f 
= Diatr) - ] ee =0 (= 0,1,2 5450) 
由 于 
дас) _ 
да; т 
我 们 得 到 方程 组 
Slot) =a Y=0 G=01,2, n) (5.2. 35) 


上 式 共有 (na 十 1 ) 个 方程 ， 用 以 求解 (十 1) 个 待定 参数 ao 一 a,。 
把 方程 组 (5. 2. 35) 式 展开 并 写成 矩阵 形式 则 有 


r? oe Хит” а, эл ri (5. 2. 36) 


= < “T ы 


таталткет тте кеенатактаавалаайақтағаллатаанғант 
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由 展开 式 可 以 看 到 系数 矩阵 是 对 称 的 。 求 出 待定 系数 ооа, 后 ,可 由 磨 平 后 应 力 的 解析 
表达 式 (5. 2. 31) 式 求 得 单元 条 内 各 点 磨 平 后 的 庶 力 以 及 沿 单元 条 方向 内 外 表面 的 应 
力 值 。 

图 5. 6(a) 是 厚 壁 球 壳 网 格 划 分 。() 是 取出 典型 单元 条 及 按 一 维 问题 处 理 的 示意 图 ， 
(с) css o, 麻 平 后 的 结果 .它们 的 解析 表达 式 取 二 次 多 项 式 , 磨 平 后 的 应 力 与 解析 解 的 结 
果 符 合 得 非常 好 ,在 图 上 已 不 能 区 分 它们 的 差别 。(d) 是 选取 过 高 多 项 式 处 理 的 应 力 曲 
线 ,时 赴 假 的 波浪 形 。 

还 可 以 指出 ,如 将 每 两 个 相 邻 三 角形 单元 的 ar 值 平均 并 看 作 是 该 两 个 单元 共 问 形 
心 处 的 应 力 , 则 此 平均 值 也 正好 落 在 磨 平 后 的 应 力 曲 线 上 .因此 在 5. 2. 3 节 中 介绍 的 取 相 
邻 单元 应 力 平均 值 的 方法 正 是 常 应 变 单元 常用 的 应 力 处 理 方法 ,其 有 效 性 在 这 里 也 得 到 
了 证 明 。 


527 引入 力 的 边界 条 件 修 正 边界 应 力 


在 工程 实际 问题 中 ,所 关心 的 最 大 应 力 一 般 出 现在 边界 上 .为 了 在 边界 上 得 到 更 为 精 
确 的 应 力 值 ,可 以 直接 引入 力 的 边界 条 件 来 修正 边界 的 应 力 值 . 在 域 的 边界 上 建立 局 部 怀 
ЖУ .内 。 令 = 轴 滑 边界 外 法 线 方 向 ,之 及 y 则 沿 另 两 个 与 之 相 垂直 的 方向 ,例如 可 取 
在 男 二 个 主 应 力 方向 。 对 此 局 部 坐标 有 应 力 应 变 关系 ; 
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а) 网 格 划 分 


10, аста 


о АЕ 
— ЖАЛ 


。 有 限 元 解 的 单元 应 力 P 
-一 适当 的 麻 平 后 的 庶 力 曲线 


-~ 选取 过 高 多 项 式 处 理 的 主力 
曲线 号 建 假 的 波浪 形 


(c) 


图 5.6 ЖЕНИ ЛИ SYN ДЕУ Jy 88 F. 


__ EQ — v) у 

Руа = + ру + s.) ] 
а Е{1 — v) р 

gy = (1 + x) 2) Е 十 I yE -+ ev) | (5.2.37) 
__ E(] — x) 

а, 


+G 2) Е т р + ey) | | 
АЛЕН % ЖК ПЕ ЮУ ЈУ. = p fÀ LEE Ш.Ш A 56 
则 可 得 到 计算 -和 ay 的 修正 人 么 式 ， 


— Eler + rep) — УС + Wp 
1 — # 


Fr 


* 155 ° 


Е(є, + и.) — YU +) P 
бу т 1 — м — 
RP s, Же, ИЯ ЕТМЕ АЕ р Ж ЯН] БУЛУ, 
采用 以 上 公式 的 计算 结果 和 未 经 修正 的 (5. 2. 37) 式 所 给 出 的 结果 比较 ,边界 应 力 值 
有 相当 大 的 改进 ， 


(5.2. 38) 


5.3 子 结 构 法 


在 工程 实际 中 ,特别 是 土木 和 船舶 等 结构 中 ,有 时 利用 子 结构 法 进行 分 析 是 很 有 效 
的 .例如 图 5.7Ca) 所 示 为 一 个 四 层 三 跨 的 框架 结构 ,其 中 各 游 的 框架 梁 是 完 金 相同 的 ,每 
一 根 梁 上 有 三 个 孔 作 为 通过 管道 之 用 。 如 用 通常 的 分 析 方 法 ,离散 有 了 和 孔 的 梁 需 要 很 多 的 单 
元 和 结 点 ,如 时 采用 子 结构 法 可 以 大 量 减 少数 据 的 准备 和 和 输入、 单元 矩阵 计算 以 及 系统 方 
程 求 解 的 工作 量 ,还 可 以 减少 对 计算 机 存储 量 的 需要 。 可 以 选取 典型 结构 的 一 部 分 作为 结 
构 子 块 , 叫 作 一 个 子 结构 , 子 结 构 中 也 可 以 再 套子 结构 , 称 为 多 重子 结构 。 图 5.? (8) 中 的 
带 孔 梁 可 以 处 理 为 一 个 多 重 的 子 结 构 。 

第 一 层 子 结构 是 图 5.7(5) 所 示 的 带 有 三 个 孔洞 的 单 跨 梁 ,12 个 这 样 的 子 结构 和 模拟 
立柱 的 其 他 平面 框架 元 件 共同 组 成 图 5. 7(a) 所 示 的 框架 结构 。 如 将 图 5.7(6) 所 示 的 子 结 
构 进 一 步 划 分 为 更 简单 的 元 件 , 则 可 得 到 第 二 层 ,第 三 层 子 结构 如 图 5. 7(c) 和 2 所 永 。 

各 层 子 结构 中 用 以 和 其 他 子 结 构 或 其 他 单元 相 联结 的 结 点 称 为 交界 面 结 点 或 外 部 结 
点 ,其 余 结 点 称 为 内 部 结 点 。 例 如 图 5. 7 С 所 示 第 三 层 子 结构 有 限 元 网 格 划 分 如 图 
5. 8Ca), 共 32 个 二 次 单元 105 个 结 点 ,其 中 交界 面 结 点 只 有 16 个。 内 部 结 点 的 自由 度 在 
子 结 构 的 刚度 矩阵 形成 以 后 可 以 涂 宫 掉 。 这 样 一 来 第 三 层 子 结 构 可 以 看 成 是 16 个 结 点 的 
一 个 超级 单元 如 图 5.8C) 所 示 。 四 个 这 样 的 单元 可 进一步 通过 集成 和 凝 陵 成 为 一 个 10 
结 点 的 超级 单元 ,这 就 是 第 二 层 的 子 结构 如 图 5. 8(c) 所 示 。 最 后 三 个 这 样 药 单元 经 过 集 
成 和 凝 陵 ,再 将 端点 自由 度 进行 转换 ,可 以 得 到 一 个 2 结 点 的 梁 单 元 作为 子 结构 ,如 图 5.8 
《四 所 未。 实际 上 它 也 是 一 个 超级 单元 。 

RE 5. 8(47? 这 样 的 子 结构 在 原 框架 中 有 12 个 ,由 于 采用 子 结 构 方 法, 计算 子 结构 需 
要 的 数据 准备 和 刚度 矩阵 的 计算 只 需要 进行 一 次 ,而 其 余 11 个 相同 形状 的 子 结构 只 要 输 
入 交界 面 结 点 的 编号 以 及 表明 子 结构 方位 的 信息 就 可 以 了 。 此 外 ,系统 的 总 自由 度数 也 大 
为 减少 ,因此 无 论 是 计算 的 准备 工作 还 是 计算 机 的 运行 时 间 都 可 大 量 节 知 。 

可 以 采用 子 结构 方法 的 两 种 情况 : 

(1) 结构 中 可 以 划分 出 多 块 相同 的 部 分 ,可 取 相 同 部 分 的 结构 作为 子 结构 ,例如 上 面 
所 说 的 框架 局。 相同 的 子 结构 块 数 越 多 ,计算 效率 越 高 。 

(2) 某 些 结构 方案 的 变化 只 是 在 局 部 ,而 其 余部 分 不 变 , 则 可 将 不 变 部 分 的 结构 划 作 
若干 个 子 结构 ,变化 部 分 划 成 另外 的 子 结构 。 当 结构 变化 时 只 要 改变 其 中 某 一 .两 个 子 结 
构 就 可 以 了 。 倒 如 容器 的 主体 是 确定 的 ,选择 联结 方案 ,可 把 主体 容器 编 成 一 些 子 结构 而 
联结 部 位 编 成 另外 的 子 结构 。 

子 结构 计算 中 需要 讨论 两 方面 问题 , (1) 内 部 自由 度 的 凝聚 ;(2) 坐标 转换 。 
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图 57 框架 结构 及 其 子 结构 分 解 


53.1 РЕВЕ 


在 内 部 自由 上 度 没 有 凝聚 之 前 , 子 结 构 实质 上 是 一 个 具有 相当 多 内 部 自由 度 的 超级 单 
元 。 为 了 减少 系统 的 总 自由 度 ,在 子 结构 与 其 他 子 结构 或 单元 联结 前 ,应 在 该 层 子 结构 内 
将 内 部 自由 度 凝 豪 掉 .为 建立 准备 凝聚 的 子 结构 的 系统 方程 ,我 们 假定 通过 适当 的 结 点 编 
号 ,使 子 结构 的 刚度 矩阵 以 及 相应 的 结 点 位 移 各 载荷 列 阵 可 以 写 戌 如 下 分 块 形式 


m eke- l (5.3.1) 
K, К.- і Р, 
Яңа, Жа ЛЕ З ЛЫШ ЯП РЧ ИКЕН ЕЛЕЙ Е 8] Bl, МЇ BF 3E БЕР Ж ЖШ УП ШЕШ ДН а, 
Жа, 相应 的 分 块 矩 阵 。 
由 (5. 3.1) 式 的 第 二 式 可 以 得 到 
a = КГР, — K.a,) (5.3.2) 
4157. 
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图 5.8 于 结构 的 网 格 图 


将 上 式 代入 (5. 3.1? 式 的 第 一 式 ,就 得 到 凝聚 后 的 方程 : 
(K, — KeK; 'Ka)a, = P, — ҚКСР, (5.3.3) 
可 以 简单 地 写成 如 下 的 形式 
Ka, = Ру (5. 3. 4) 
ят. 
K; = K, 一 ККК. (S.3.5) 
P; = Р, — K, K; ' P, 
需要 指出 的 是 从 (5, 3. 1) 式 经 凝聚 得 到 (5, 3. 4) 式 并 不 是 按 (5. 3.3) 式 所 示 的 矩阵 运算 进 
行 的 ,而 是 利用 高 斯 - 约 当 消去 法 进行 消 元 运算 ,如 果 @ 是 不 阶 向 量 ,对 方程 (5. 3. 1) 进 行 
& 次 消去 运算 便 可 得 到 方程 (5. 3. 4) 式 ,每 一 次 消 元 都 有 “ 正 消 "和 “ 反 消 ” 两 步 ( 见 第 6 
章 ) ,当然 现在 由 于 a 排列 在 a 的 下 面 ,消去 应 自 下 而 上 “逆序 ”进行 。 消 去 的 结果 得 到 
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к 1 (м) (5.3.6 
K; Illa Р; 
RE K; P; 就 是 (5, 3. ӨКФЫНЕНЕКТГЕМИШЕЯ БЕЛПЛ ЕЕ, ЕЕЕ 
修正 就 是 (5. 3. DAHER. Ka БОР; 是 电子 结构 交界 面 自由 度 转换 到 内 部 自由 度 的 相关 
矩阵 ,它们 由 原来 的 相应 矩阵 甸 过 的 消去 修正 就 是 ; 
Р; = КР, 
K; = K; 'Ka (5.3.77 
即 (5. 3. 2) 式 中 表示 的 关系 。 
上 述 计算 过 程 形 式 上 是 清楚 可 行 的 , 亿 它 要 求 特定 的 结 点 编号 , 即 每 一 子 结构 交界 面 
结 点 要 集中 编导 ,这 将 不 利于 得 到 最 小 带宽 ,使 得 机 器 内 存 和 计算 量 不 合理 地 增加 。 困 此 
必须 加 以 改进 。 
我 们 在 子 结构 内 按 最 小 半 带 宽 的 讲求 或 其 他 合理 的 方式 进行 结 点 编号 ,这 时 缚 梅 的 
内 部 结 点 称 交 界面 上 的 结 点 便 不 能 全 部 集中 在 一 起 ,一 盘 来 说 可 能 集中 成 若干 筑 。 现 以 上 
和 а, 各 分 成 2 段 为 例 , 子 结构 的 系统 方程 为 Н 
куо жы Кр? Ку? ас Ре 


йр 11 (123 (123 а (15 
K; кы» K; кұ а; В; | 
{212 21) 2 (922) z 
K; К Kë KË а” Р? 


= | (5.3. 8) 


кұ» кұр кгз кер ағ (2) 
通过 顺序 "和 ”逆序 "的 高 斯 - 约 当 消去 ,将 内 部 续 点 位 移 a, 1944 2: НЕЕ БЕН, Y 
单位 矩阵 ,方程 (5. 3. 8) 成 为 
Ir ке? 0 ГЕШ а (P 


0 коз 0 қыт ас ІР; 99 


о 69 1 құз | |Ә 一 Pp: (5.3.99 
0 K; 1) 0 кұс» ат Р; а 
由 上 式 可 得 ;对 于 交界 面 的 结 点 位 移 
к; алас» 十 к; азда = М гіз 
(5. 3.10) 


K; SD qO + K; D qI = Р; 49 
对 于 内 部 结 点 位 移 , 它 们 可 由 外 部 结 点 位 移 求 得 ， 
а? = P; ® 一 KV ag V — қа азда (5,3.11) 
а{® = Pi — Kg PaP _ Ki PaP 
把 子 结构 看 作 是 一 个 超级 “单元 ”时 ,5. 3. 10) 式 可 以 按 一 般 单元 表示 的 形式 为 
Ка = Р 
对 于 现在 的 “单元 ”有 
K = [ к. Р = Шыр a° = шы} (5.3.12) 
Крс) қ ру а ` 
这 时 仅 交 界面 上 的 结 点 自由 度 作 为 与 其 他 单元 联结 的 “单元 ”自由 度 ,而 全 部 内 部 自由 度 
者 已 凝聚 。 在 由 系统 求 得 交界 面 自由 度 后 , 回 到 子 结 构 内 部 ,利用 (5, 3. 11) 式 分 别 求解 各 
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子 结构 的 内 部 结 点 自由 度 ， 
Шаа 分 段 更 多 一 些 时 ,也 按 上 述 原 则 处 理 。 但 分 段 不 宜 这 多 ,否则 将 导致 餐 聚 的 不 
方便 。 


5.3.2 坐标 转换 


在 图 5. 7(c) 所 示 的 结构 中 ,于 结构 中 ,名 ,名 ,外 虽然 天 小 形状 相同 ,但 方位 都 各 不 相 
同 。 若 每 个 子 结构 都 取 图 5. 8() 所 示 的 局 部 坐标 系 orzy, 则 它们 对 于 局 部 坐标 系 的 单元 刚 
度 害 阵 是 相同 的 ,只 需要 计算 一 次 。 但 是 由 于 结构 名 ~ 四 梅 成 的 上 一 层 子 结 物 , 如 图 
5.8(c) 所 示 的 第 二 层 子 结构 的 总 体 坐 标 OXY 与 子 结构 中 一 外 的 局 部 坐标 олу 的 方向 是 
不 同 的 ,因此 在 集成 第 二 层 子 结构 前 需 进行 必要 的 坐标 转换 。 如 在 子 结构 交界 面 上 的 结 点 
位 移 , 在 子 结 榴 局 部 坐标 系 олу 中 为 as, 在 上 一 屋子 结构 (现在 是 第 二 层 子 结构 ) 或 结构 的 
总 体 坐 标 系 OXY 中 为 更, 二 者 之 间 的 转换 关系 为 
а, = Ай, (5.3.13) 


式 中 д = 


FERA s 个 子 结构 的 一 个 结 点 坐标 由 局 部 坐标 系 
转化 为 上 一 层 子 结构 或 结构 的 总 体 沟 标 系 的 转换 矩 
EARE A 的 个 数 就 是 * 子 结构 交界 面 上 的 结 
点 数 ( 亦 称 外 部 结 点 数 )。 对 于 一 般 情 况 ,我 们 假设 局 
部 坐标 系 的 z 轴 与 上 一 屋子 结构 或 总 体 坐 标 系 的 
ХВЕ & ,局 部 坐标 系 的 y 轴 与 上 一 层 子 结构 
或 总 体 坐 标 系 的 了 轴 夹 角 为 如 , 夹 角 以 于 ,了 i nhi 
转 到 х,у 的 角度 为 正 , 见 图 5. 9， 则 转换 子 和 矩阵 入 
为 


ix br 
А = N | 65, 3. 142 
Атаны MEARE, 图 5.9 датат 
图 5. 7《c) 中 四 个 子 结构 的 局 部 坐标 系 与 上 层 之 各 的 关系 


子 结构 图 5.8Cc) 中 的 总 体 举 标的 夹 角 分 别 为 
яғы 00.7; = (0,2, =0° 
HTAA |(92,-0%/(6,2:-5180: 
对 子 结构 @ (0,),=180°;(0,),=0° 
ЯҒ“) — (0.).=(0,),=180° 

因此 它们 的 坐标 转换 矩阵 分 别 为 


如 = Jaf °] 
o af 19-17 
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S| A 36 НЕВЕ BE АУАҒА ЖИЕ K; f P; 应 作 如 下 变换 
K = АҚ; ‹5.3.15) 
Р = АР; 
КЖ РЮОЕТЕН ЕРІНІҢ H BE BEF ЖЕ [ЕЕ Р AT A FJ Ы ЖЕБЕНІ 
度 和 矩阵 和 结 点 载荷 列 阵 。 
变换 后 可 作 子 结构 的 集 或 ,这 个 集成 过 程 和 一 般 单元 一 样 ,每 个 子 结构 的 作用 和 一 个 
”普通 单元 一 样 。 者 是 多 层 子 结构 则 每 层 孝 需 自由 度 上 凝聚 和 坐标 转换 ,然后 集成 ,再 自由 度 
凝聚, 直 全 最 外 一 层 子 结构 。 


5.4 结构 对 称 性 和 周期 性 的 利用 


工程 实际 中 ,很 多 结构 具有 对 称 性 和 周期 性 。 如 能 确 当地 加 以 利用 ,可 以 使 结构 的 有 
限 元 计算 模型 以 及 相应 的 计算 规模 得 到 缩减 ,从 而 使 数据 准备 工作 和 计算 工作 量 大 幅度 
地 降低 ,实际 上 前 一 节 在 建立 图 5. 7(a) 所 示 框 架 结构 的 有 限 元 模型 时 ,就 已 利用 了 结构 
的 对 称 性 和 周期 性 的 特点 ,将 结构 分 成 不 同 层次 的 子 结构 ,从 而 使 建立 结构 总 体 刚 度 矩 阵 
的 工作 量 得 到 缩减 ,并 使 总 体 求解 方程 的 自由 度 大 量 减 少 。 本 节 讨论 的 是 利用 结构 的 对 称 
性 和 周期 性 ,使 计算 模型 和 求解 规模 得 到 缩减 ,而 不 再 进一步 形成 总 体 刚 度 秆 阵 的 情况 。 
根据 结构 各 载荷 的 特点 ,可 以 有 以 下 三 种 情况 。 


5.41 具有 对 称 面 的 结构 


图 5,11(a) 所 示 为 一 具有 中 心 贺 孔 的 矩形 板 。oz 轴 和 оу 轴 是 结构 的 对 称 面 , 如 果 外 
加 载荷 对 称 或 反对 称 于 ox 轴 和 оу 轴 , 则 可 取 结 构 的 四 分 之 一 作为 有 限 元 计算 模型 ,例如 
可 以 到 第 一 象限 的 四 分 之 一 作为 计算 模型 如 图 5. 10(6) 所 示 。 至 于 对 称 面 ox 和 oy 上 的 边 
界 条件 可 以 按 以 下 规则 确定 : 

1. 在 不 同 的 对 称 面 上 ,将 位 移 分 量 区 分 为 对 称 分量 和 反对 称 分 量 。 例 如 在 ox ME u 
是 对 称 分 量 ,v 是 反对 称 分 其 ;而 在 oy 面 上 ,wv 是 对 称 分 量 ,前 ө 是 反对 称 分 量 。 

2， 将 载荷 也 按 不 同 的 对 称 面 , 分 别 区 分 为 对 称 分 晤 和 反对 称 分 量 。 

3. 对 于 同一 个 对 称 面 ,如 载荷 是 对 称 的 , 则 位 移 的 反对 称 分 景 为 0; 如 载荷 是 反对 称 
的 , 则 位 移 的 对 称 分 量 为 0， 

根据 上 述 规 则 ,我们 可 以 建立 板 在 不 同 载荷 作用 下 的 计算 模型 , 图 5. ауан 
形 板 上 下 两 边 (或 /和 左右 两 边 ) 作 用 有 均 布 拉 ( 或 压 ) 力 的 有 限 元 计算 模型 ( 赂 去 板 内 的 网 
格 划 分 ), 图 5. 11(8) 是 该 板 四 边 作 用 均 布 剪 力 的 有 限 元 模型 . 拉 ( 压 ) 力 对 于 ox ШШ оу E 
都 是 对 称 分 量 ,而 剪 力 则 都 是 反对 称 分 量 。 

图 5. 12(a ) 所 示 为 一 柱 形容 器 接管 或 管道 三 通 ,这 是 机 械 结构 应 力 分 析 中 典型 的 三 


维 结构 , 它 有 两 个 对 称 面 :ozy 和 oyz。 通 常 利用 此 对 称 性 , 取 结构 的 士 (如 图 5. 120 
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图 5.10 RA PORFA EE БЫ МЫН 
(a) 几何 形状 和 载荷 梢 况 《5) 二 的 有 限 元 模型 


(b) 


图 5.11 有 限 元 计算 模型 
(a) БІЛ ЗИ (e) ТОНУ WD] 


示 ) 建 立 有 限 元 模型 ,进行 各 种 载荷 作用 下 的 结构 应 力 分 析 。 例 如 对 于 内 压 载 荷 和 左右 两 
端 受 方向 轴 向 力 情况 ,由 于 载荷 对 于 两 个 对 称 面 都 是 对 称 的 , 扬 以 在 两 个 对 称 面 上 .上 反 
对 称 位 移 分 量 应 为 0, 即 在 oxy 面 上 ,mw 一 0; 在 oyz 面 上 .xs 一 0。 理 如 左右 两 端 受 相等 相反 
的 绕 x MHE M. 情况 。 由 于 载荷 反对 称 于 结构 的 对 称 面 ,因此 在 结构 的 对 称 面 上 ,对 
称 的 位 移 分 量 应 为 0, 即 在 оту 面 上 ,w 二 vz=0; 在 oyz 男 上 ,v 一 ww 一 0。 此 结构 最 一 般 的 载 
荷 傅 况 是 右 端 和 上 端 各 有 6 个 独立 的 载荷 分 量 , 即 PaP, Pas MoM, M, CERK RT h 
整个 结构 的 平衡 条 件 确定 ,是 非 独 立 的 ), 都 可 以 1⁄4 的 结构 作为 计算 模型 ,分 别 利用 对 称 
和 反对 称 于 олу 面 及 oy: 面 的 排列 给 合成 四 种 位 移 边 界 条 件 中 的 一 种 或 几 种 进行 分 析 ， 
.152» ， 


然后 登 加 得 到 最 后 的 解答 ,例如 图 5. 12Ce) 左 端 所 示 , 三 通 上 端 受 M1, 左 端 一 Mi 是 由 平 
衡 条 件 记 确 定 。 此 载荷 情况 可 以 认为 是 右 端 两 种 载荷 情况 要 加 而 成 。 右 端 第 1 种 载荷 情 
况 对 于 结构 的 两 个 对 称 面 都 是 反对 称 的 ,而 右 端 第 2 种 载荷 情况 对 于 оду 面 是 反对 称 的 ， 
但 对 于 оу 面 则 是 对 称 的 。 有 兴趣 的 读者 ,可 参见 文 [1]， 


图 5.12 三 通 结构 
Са) TAAA LAERA RERE O 四 分 之 一 的 计算 模型 O 典型 载荷 情况 的 分 解 


54.2 轴 对 称 体 受 非 轴 对 称 载荷 情况 


当 轴 对 称 体 受 有 非 轴 对 称 载荷 时 ,将 产生 非 轴 对 称 的 位 移 ,应 变 和 应 为 ,因此 , 它 是 一 
个 三 维 问题 。 众 所 周知 ,三 维 问题 由 于 结 点 未 知 量 数目 的 增加 ,计算 时 需 占 用 大 量 计算 机 
存储 ,耗费 较 多 的 机 时 ,计算 费用 是 昂贵 的 。 现 在 可 以 采用 部 分 离散 的 技术 将 三 维 问题 化 
为 若干 个 二 维 问题 进行 计算 ,这 将 大 量 地 减少 计算 工作 量 ， 降低 计算 费用 。 

什么 是 部 分 离散 ? 

在 前 面 的 章节 中 ,选取 近似 函数 #=Na 时 ,已 知 的 播 值 函数 N 是 求解 问题 的 全 部 独 
立 坐 标的 函数 ,而 a 只 是 一 系列 的 待定 常数 ,在 有 些 问 题 中 插值 函数 作 另 外 的 选择 可 能 会 
更 方便 些 。 例如 ,在 本 节 中 ,由 于 物体 的 几何 形状 只 是 坐标 >、z 的 函数 ,因此 可 以 在 r,z Ж 
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内 进行 离散 ЕН РА М RE r 的 函数 ,而 待定 参数 a 是 8 的 函数 , 即 
u = Ма, N= NGr,z), а = а) 

显然 ,a 和 a 对 于 8 的 导数 将 出 现在 最 后 的 方程 中 。 在 全 部 离散 中 所 得 到 的 是 一 组 用 
以 确定 待定 常数 的 代数 方程 组 ,而 在 部 分 离散 中 得 到 的 是 一 组 以 8 为 独立 变量 的 常 微分 
方程 组 。 这 种 在 部 分 独立 变量 的 肌 域 内 选择 已 知 函 数 的 方法 称 为 部 分 离散 。 

部 分 离散 较 多 地 应 用 在 涉及 时 间 变 基 的 问题 中 ,这 时 空间 域 吾 是 不 随时 间 : 而 变 的 。 
有 关 时 间 域 的 问题 我 们 将 在 第 13 章 及 第 14 章 进 行 讨论 ,在 本 节 中 我 们 将 载荷. 位移 等 沿 
4 方向 展 成 Fourier 级 数 , 而 在 x,z 域内 进行 有 限 元 的 离散 。 由 于 系统 在 2 方向 的 解答 可 
以 用 标准 的 解析 方法 得 到 ,所 以 这 种 方法 又 称 之 为 半 解 析 法 。 

1. 载荷 和 位 称 订 8 方向 的 Fourier 展开 

轴 对 称 体 的 坐标 ,位 移 分 量 见 图 5. 13(a)。 将 作用 在 轴 对 称 体 上 的 任意 载荷 Pr,z， 
8), ЖК >,=,2 分 解 为 三 个 分 量 尽 cryz, 的 .Zrz ;四 ,以 及 TGr,z, 外 ,并 将 它们 党 8 
方向 展 成 Fourier 级 数 。 


L L 
RGr,z,0) = Кък) + У R,G,z)cosI0 + P 1R,CGz)sini8 
Іі iel 
L L 
2052,0) = Zez) 十 2,2007 ,2)0410 + 272265,2) (5.4.1) 


Тоь2,0) = T,Cr,z) + Ут, z)sin/0 + Уут, (ғ,х)с05/0 
三 式 中 第 一 项 是 与 8 FAHRER, К,(ғ,2) 和 Z, (һә) ЯЕ ГАНГ 7, 
Тобоо 使 物体 产生 1 方向 的 位 移 , 即 扭转 变形 ,因此 它 是 扭转 载荷 。 三 式 中 的 第 二 项 


工 ГА ГА 
P IR,G z)cosl8, 51 Z,G,z)eost8 以 及 Tir,z)sinl8 使 物体 产生 对 称 于 2 一 0 平面 的 弯 
i=] іні i=] 


出 变形 ,我 们 简称 这 部 分 载荷 为 对 称 载 荷 .三 式 中 的 第 三 项 ОЭ ТЕ Еа 


反对 称 于 4 = 0 平面 的 弯曲 变形 ,简称 为 反对 称 载荷 , 见 图 5, 130%), 
与 载荷 相 类 似 , 轴 对 称 体 上 任 一 点 的 位 移 ,vw 也 可 以 按 Fourier 级 数 进行 展开 ， 


L L 
rl ulsz) = uz) + 2ш ›я)соз/д + 2 (r z)sint0 


х {б}: (0,2,0) = wlr) + Fert sa deostð + Vcr sa)sint 


ізі 
OR: u(r,z,0) = u,G,z) + Sie Cr,z)sint0 + Улак, ecos 
i=] іші 


(5. 4. 2) 
Я msz) ооо (еН ооо C z Е 向 扭转 位 移 .。 第 二 项 是 与 对 称 载 荷 相应 
的 与 6 二 0 平面 对 称 的 变形 ;第 三 项 是 与 反对 称 载荷 相对 应 的 反对 称 变形 ， 
下 面 讨论 在 对 称 载 荷 下 有 限 元 格式 的 建立 ,反对 称 裁 荷 情况 完全 与 之 关 同 。 
2 对称 载 荷 下 的 有 限 元 格式 
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图 5.13 ШАЯНЫ 
(а) АНИ (ә) 载荷 和 位 称 分 量 的 分 解 


载荷 为 对 称 时 

SRitryz)cosi8 

кету | T 
P Or, z 0) = (шер |- 51Z,G,z)cosl0 

То. о m 
>2Т,(ғ, гЭӘвіні08 

ісі 

与 载荷 相应 的 对 称 位 移 是 


L 
% ағ «кусов0 


i=] 


u(r,z,05 L 
u(r.z,0) = ете > izu (r ,zycos18 


u(r,z,0) A 


Dwr ,ysinid 


іші 


(5. 4. 3) 


(5.4.4) 


作 有 限 元 分 析 时 , 场 函 数 и 仅 作 部 分 离散 , 即 只 在 +,x 域内 离散 。 将 (5. 4. 4) 式 中 各 


Fourier 展开 项 的 系数 шуил ,vi 表示 成 单元 内 相应 结 点 值 的 插值 


Wr ye) = УМ, wrz) = Ум, u (r z) = УМ (5. 45) 
іті i=] іші 


Ем J г, BR 0 ARMER бы 是 单元 结 点 数 121 zl ui 是 结 点 i 的 位 移 分 量 це). 
v 的 第 ?项 窗 氏 级 数 展开 的 幅 值 ,此 时 它们 就 是 待 求 的 基本 未 知 量 。 现 在 (5. 4. 4) 式 可 以 


写作 单元 插值 的 形式 
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L ң 
У? У) Nadeost8 
t=1 = 
= L a 
u= | > УХ. Naechcosi8 
р 人 i=l 
М visini 


ti 
i £ : 
а; = tp, е 一 1,2,-“ п) 
vi 
a а) 
a; a, 
= y q = 
а! И 


RG 4, 0? 式 可 以 表示 成 


и = УГМА NA М.А? Jai 
ізі 
一 Ума; = Ма 
11 
其 中 
cosi 0 0 
А = | 0 co 0 |, N=[N N 
9 0 зіп 
ХЕЗЕМН ХЭ F ЕТЕ ЕКИ ЛГ 8 E: 
ди \ 
дт 
aw 
е. Bz 
© и 1а 
-一 - + = 一 一 
e= le 7 7 
у, 1 он + ðv — 2 
% к 90 r r 
1 де Әт 
790 Эде 
将 (5. 4. ҚАС. 4.10) 式 得 到 
! £ 
€ 一 > [8 B; Bi Ja; 


4-1 
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м] 


(5.4.6) 


(5.4.7) 


(5,4,8) 


(5.4.9) 


(5. 4. 10) 


L 
= Ба 一 Ва“ 
= 


(5. 4.11) 
其 中 

9700410 0 0 

0 Z eosi? 0 
т 

о ° --№соз/0 
В! = (5.4.12) 
! д М, а М; 
eco эу o 0 
一 二 Nasinlg 0 aN: М! зіл/0 
ғ ағ ғ 
ЕЕ — мыш СМ 
ғ де 


G= 1,2,* n) 


利用 (5.4. 3), (5. 4. 8), (5.4. 11) 式 以 及 表 1. 2 ЯШ КЕНДЕ D , u[ Е АА 
最 小 位 能 原理 建立 系统 的 有 限 元 方程 (2. 3. 10) 式 。 由 于 三 角 级 数 的 正 交 性 ,单元 刚度 矩阵 
кия, ЕЙ Fourier ЕРНІН АНЫ, 8р 


H іл 
К” = [втрв“ау = Е G = т) 


(5.4. 13) 
0 (¿== т) 
яң, 
кы 7 
K? 0 
K = 5 p (5. 4. 14) 
к” | 
ЖЕРЕ&Ж—1-ТЕ=Е 天 “的 展开 形式 是 
"Ki К!, КҮ, 
Кї, K; u к}, 
(К) = э. ; (5.4.15) 
对 : : 


(5.4. БОҚ 了 是 一 个 3X3 的 子 矩阵 , 它 由 下 式 计算 


к“ = | втрвау 
Y, 


因此 下 是 一 个 3nLX3nL 的 对 称 方 阵 。 式 中 ау =rdêdrdz, 
单元 的 载荷 向 量 可 以 表示 成 


(5.4.16) 
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Pi) É 

: Р 

к=! ру (5.4.17) 
Ры; Ë 


其 中 Pi 是 单元 第 7 W Fourier 展开 项 的 结 点 载荷 向 量 , 对 于 每 个 结 点 是 Р, 
对 于 面积 力 
Rilr ,z)cos!0 R,(r ,z)cos"/8 
P: ~ ranz an = |x. ДА, желіні (5.4.18) 
Tr,z)sind Tr,z)sindd 
ds 是 r,z 域 总 边界 的 颖 长 微 元 。 由 于 


Rilr ,2) 
Z,(r, (ЭЩ = 1,2, 
Rr sz) cos 10” | М ° 3 ) 
2 T(r ,2) 
| Zir ,z)cos310 У 0 = 4 (5.4.19) 
А т ) . 210 R{r ,2) 
722910 2л4 Z,(r,z) (34 = 0) 
Е, (5. 4. 18020,24 1=1,2, 
Rilr ,xz) 
Р = т| „ЕЁ э (5.4.20) 
Т.с”, ж) 
当 [一 0( 轴 对 称 载 荷 情况 ) 
Ес”) 
P; 一 аго а (5.4.21) 
同 理 对 于 体积 力 可 以 得 到 
Rlr,2) 
P= | жи we (Q = 1,129,592 (5.4. 22) 
2 
ТГ, х) 
Rlr ,2) 
Р? = Јао d= 0) (5.4.23) 
0 


由 于 三 角 冰 数 的 正 交 性 ,系统 方程 的 各 次 Fourier Pš Jr ji E HAB а РЕВ 
í 可 以 单独 求解 下 列 方程 
Kg = Р, (5.4. 24) 
其 中 К“,Р,,а, 分 别 是 系统 第 ! 阶 的 刚度 矩阵 ,载荷 列 阵 和 结 点 位 移 列 阵 , 它 们 分 别 由 单元 
相应 的 矩阵 集成 , 即 
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a, 
м M a, 

K: = VCR) Р, = УР; a=, (5.4.25) 
#=1 e=] Н 


a 
0) 
式 中 李 是 如 域 中 的 单元 总 数 ,六 是 结 点 总 数 。 
还 应 补充 指出 的 是 如 利用 奖 似 于 55. 4.19) 式 的 结果 ,刚度 第 阵 的 计算 5.4. 15) 式 可 
以 简化 为 只 在 +r,z 域 如 内 积分 。 这 时 栈 ; 可 以 表示 成 
к} = х || BrDBrdrdz (= 1,2, 
(8.4.26) 
K? = >= || В оваа (4-09 
#rh В: В (5. 4. 1705048 соке 和 sini8 HF. 

在 以 上 各 式 中 1=0 时 ,就 得 到 一 般 的 轴 对 称 载荷 情况 。 式 中 的 cosis RZ sing, 
вїп/@ 代 之 以 cosi8, 就 得 到 反对 称 载荷 的 情况 ,此 时 令 1=0 就 可 以 得 到 祷 转 载荷 情况 。 当 
” 然 ,对 于 一 般 轴 对 称 载 薪 情况 ,因为 周 向 载荷 荆 二 0, 因 此 周 疝 位移 vw 圭 0。 全 部 结 点 位 移 和 
结 点 载荷 向 量 都 缩减 为 只 有 二 个 分 量 。 应 变 和 应 力 向 量 也 分 别 只 有 四 个 分 量 。 对 于 扫 转 
载荷 情况 ,由 于 载 茶 尺 sZ 三 0, 因 此 位 移 4 三 w 二 0, 于 是 位 移 和 载荷 向 量 进一步 缩减 为 只 
有 一 个 分 量 , 应 变 和 应 力 缩 钱 为 各 有 两 个 分 量 , 这 时 方程 的 阶 数 痢 比 一 般 栖 曲 载 荷 情况 降 
低 , 因 此 计算 量 可 大 大 缩减 。 

采用 烤 解 析 法 求解 实际 问题 时 ,对 于 通常 的 载荷 情况 ,只 需 取 三 角 级 数 少数 的 几 项 就 
可 以 了 ,如果 载荷 很 复杂 ,必须 取 很 多 项 才能 将 近 实 际 问 题 时 ,就 不 一 定 用 半 解 析 法 ,而 可 
以 直接 用 三 维 有 限 元 来 求解 。 

B| 图 5.14ta) 所 示 是 一 个 受 非 轴 对 称 载荷 的 塔 , 塔 身 是 轴 对 称 体 。 利用 四 个 三 次 单 
元 求解 。 载荷 展 成 二 骨 级 数 , 图 5. 14(6) 所 示 用 5 阶 三 角 级 数 的 展开 来 近似 实际 载荷 ， 图 
5.140 ТЕН F AE PUS о, 的 分 布 。 图 上 分 别 表示 了 各 阶 三 角 级 数 引 起 的 应 为 以 
及 它们 组 合 的 最 后 结果 。 载荷 的 cos38 项 恒 为 零 , 见 图 5,14(5) 中 =3 的 三 角 函 数 , 实际 
计算 表明 计算 前 二 项 就 可 以 得 到 足够 精度 的 解答 。 


5.43 ”旋转 周期 结构 


有 一 类 结构 如 图 5. 15(a? 所 示 , 它 的 几何 形状 沿 周 向 旺 周期 性 变化 ,如 此 轮 、 汽 轮机 
和 水 轮机 的 叶轮 等 都 属于 这 类 结构 ,在 力学 上 称 它们 为 旋转 周期 结构 ,或 循环 对 称 结构 。 
它们 不 同 于 轴 对 称 结构 ,但 沿 周 向 可 以 划分 成 若干 个 几何 形状 完全 相同 的 子 结构 。 如 图 
5,15《4) 所 示 结 构 可 以 划分 为 6 个 这 样 的 子 结构 。 根 据 此 结构 特点 ,只 要 分 析 其 中 一 个 施 
加 以 适当 边界 条 件 的 子 结构 ,就 可 以 直接 (或 经 适当 的 综合 ) 得 到 整个 结构 的 解答 ,而 不 必 
进行 子 结构 的 集成 和 求解 ,从 而 使 整个 结构 的 分 析 和 求解 大 大 地 简化 。 现 按 载荷 是 次 也 具 
有 周期 性 分 别 进行 讨论 。 

1. 沿 周 向 周期 性 变化 的 载 薪 情况 

对 于 如 图 5, 15ta} 所 示 的 施 转 周期 结构 ,如 果 载 荷 沿 周 向 也 呈 周 期 性 变化 , 则 问题 相 
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та) 


(с) ААВ c, 的 分 布 图 


图 5.14 АЖЖ 
(a) 载荷 上 单元 划分 (5) 载荷 的 一 角 级 数 近 但 (с) ЙЕ Жоо, 的 分 布 疼 


B В 
a 
Ë A 
А 
(а) 


(2 


图 5.15 (а) ДЕНЕ, Сә АНА Ку 


对 比较 简单 ,只 要 分 析 其 中 的 一 个 子 结构 ,就 可 以 直接 得 到 整个 结构 的 解答 。 例 如 对 图 
5,15《5) 所 示 的 典型 子 结构 , 它 的 有 限 元 求解 方程 Ka 二 P 可 以 表示 成 以 下 分 块 形式 


Ka Ka Кав (а, Pa ` 
ú, >= + Р, (5. 4.27) 
dg Pe 


K K, Kae 
К?» к Kas 
其 中 asa, as 分 别 表示 典型 子 结构 的 内 部 结 点 ,44 边界 结 点 和 BB 边界 结 点 的 结 点 位 
BIBE, Pi PaPa 分 别 是 对 应 的 载荷 列 阵 。 刚 度 扼 阵 也 作 了 相应 的 分 块 。 
国 为 所 有 子 结构 形状 完全 相同 ,44 边界 和 BB 边界 上 结 点 分 布 也 相同 ,因此 ,在 载 
荷 也 旦 周期 性 变化 的 情况 下 ,如 果 在 两 条 过 界 上 各 自 建立 相似 的 局 部 坐标 {例如 沿边 界 的 
切 向 和 法 向 ), 则 在 相似 的 局 部 坐标 系 中 边界 结 点 位 移 ai 和 a3 应 相同 , 即 


= 


ад = Gà (5.4.28) 
若 取 子 结构 的 总 体 坐 标 和 其 中 一 条 边界 .例如 44 的 局 部 堂 标 系 相 同 , 即 
йд =й, 
则 利用 BB 边界 的 局 部 掌 标 系 和 总 体 党 标 系 之 间 的 转换 关系 可 以 得 到 
ар = Лав = Аад = Аад (5.4.29) 


ЖААНЫН, EA 5.1505) 所 示 情 况 下 ,由 于 AA 边界 和 BB 边界 之 间 的 夹 角 
ж = 3] ,所 以 A 可 表示 如 下 


сов) sing 1 > Уз 
А = Е sing ЫЛ ags a (5.4.30) 
2 2 
将 上 述 转换 关系 代入 (5. 4. 27) 式 ,并 用 知 前 乘 其 第 3 式 两 端 , 则 可 以 得 到 
Kaa Ka KasA | (а, Р, 
É K, Кый š -| Р, | (5. 4.31) 
ATKis A Kh АКА | (а, АТР, 


现在 独立 的 结 点 自由 度 只 有 和 aa, 因此 上 式 中 和 ms НЕРУ ЖОН БЕЛУ FA ЗЕ. 这 样 一 
.171: 


来 ,最 后 得 到 的 子 结构 求解 方程 应 表示 成 如 下 形式 


[^^ + Kis + Kist KA Kut = > К + P; | (5. 4. 39) 
KL + Kå K; а, Р, 
Ж Ее ж К АА НЯН Ek: 
Kis = К.А Кїз = A' Kis 
Кав = AK inà кы = АК 
К = К.А P; = АЇР, 


方程 (5. 4. 32) 式 实质 上 代表 了 整个 旋转 周期 结构 的 求解 方程 ,因为 利用 此 式 的 解答 
和 旋转 周期 性 可 以 得 到 整个 结构 的 全 部 解答 。 

关于 以 上 各 表达 式 的 推导 .特别 是 (5,4. 32) 式 中 刚度 年 阵 的 形式 还 可 补充 指出 ， 

(1》 如 果 在 形成 刚度 矩阵 和 求解 方程 时 ,采用 的 是 圆柱 坐标 系 , 则 边界 AA 和 边界 
ВВ 已 处 于 相似 的 局 部 坐标 系 , 可 以 不 用 坐标 转换 ,而 直接 将 条 件 a 一 as 代入 方程 (5. 4. 
27) 式 ,这 样 最 后 得 到 的 求解 方程 (5. 4. 32) 式 中 上 标 “ * ”将 消失 。 

《27 在 通常 的 子 结 构 的 网 格 划 分 中 ,边界 AA 和 边界 ВВ 之 间 是 不 直接 相互 看 合 的 
(图 5.15(53 即 是 此 种 情况 ), 此 时 以 上 各 式 中 站 4s 寺 0, 方 程 可 以 适当 简化 ,特殊 地 ,如 果子 
结构 内 网 格 划分 和 结 点 编号 成 分 块 形式 (如 图 5.16 所 示 ), 且 假设 边界 44( 现 在 子 结构 
只 的 1 边 ) 和 边界 B88( 现 在 是 子 结构 加 的 1 边 ) 已 处 于 相似 的 扁 部 坐标 , 则 最 后 形成 的 求 
解 方程 将 是 如 下 形式 


"А, В, B: а, Р, 
‚ВТ А, `, | а, | 
| мозу Ээ, : Е ; (5, 4. 33) 
А.) В, las | | 
„В, В. А, M | 
Н.А, -К,, В,-Қ,,,, (--1,2,-.н) 
ЖЕ ЖЕРЕ ЫҢ Р А ТЕН ТӘСІ, 
А, = KI U Ф КОО P, = рро L peon (5. 4.34) 
LIC 2) (и ЧО ЖАО 1—2 А n— 计算 得 到 的 (相当 于 (5.4. 32) 
中 的 К,,.Кав,РА.Р,), 
由 于 子 结构 的 网 格 划分 和 结 点 编号 具有 分 块 的 特点 ,最 后 形成 的 刚度 矩阵 具有 如 
《5,4,33) 式 所 示 的 带 状 加 边 的 特点 ,可 以 采用 提 阐 求解 计算 效率 的 算法 1。 
2. 沿 周 向 任意 变化 的 载荷 情况 
对 于 沿 周 向 任意 变化 的 载荷 情况 ,可 以 采用 和 轴 对 称 体 承受 非 轴 对 称 载 苟 情况 相 类 
似 的 方法 ,将 载荷 在 周 向 作 Fourier 展开 。 如 果 旋 转 周 期 结构 是 出 N 个 形状 完全 相同 的 子 
结构 所 组 成 ,参考 (5. 4. 1) 式 ,Fourier 展开 后 ,每 一 个 子 结 雹 上 的 载荷 可 以 表示 成 


Е (ы, 2.0) =R,(r,z,0) + Sp G — 1)2т{ 
Ху ШАҒУ,» AF т, )cos — 


һ-і ) 
十 >) R,(r ,2 ,0)sin о 102 
ізі 
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图 5.16 旋转 周期 结构 


м-і | 
пу, - А (7 — 1)2л{ 
279 6,,ш. D =Z. (r.z,05 + 2 Z,(r,z Deos — 


加 一 上 ` 
+ 2 Zir, Dsin У 2 


. N-i А 
Т (ғу ж =T (r ,z 0 + > T,(,z,B)cos сг” 
ізі 


十 SUT. z Dsin ыр 
(j= 1,22. N , 子 结构 编号 ) (5.4.35) 

ЕНФВАКЕТТЕМЕ TEJ S ж ММЕН ЛЕЙ. НАНЫ НТ — T 
道 过 对 称 轴 的 rz 平面 不 同 , 现 在 需要 分 析 一 个 在 周 向 展开 角 为 2x/ N 的 子 结构 。 载 荷 在 
Fourier 展开 后 ,现在 的 各 项 系数 不 再 只 是 r.z 的 函数 ,市 是 :,z, 少 的 函数 . 但 即使 对 于 最 
一 般 的 情况 ,展开 后 最 多 只 包含 N 项 ( 即 1=0,1,2,…,N 一 1), 国 为 [二 N,N 十 1,… 将 重 
复 :一 0,1,… 情 况 。 

由 于 结构 不 是 轴 对 称 的 ,对 于 载 殴 分 布 的 各 个 Fourier 谐 次 1 不 能 将 载荷 区 分 为 对 
称 情 况 和 反对 称 情 况 单独 进行 分 杜 ,并 为 进一步 表达 和 运算 方便 ,以 下 将 引入 复数 表达 形 
式 。 首 先 将 (5, 4. 35) 式 改写 成 


RPJ 
м1 
рі? = z = У Fe iba (5.4. 36) 
150 
тә) 
《了 = 1 ‚2, N) 
其 中 F, 是 载荷 的 各 阶 Fourier 系数 


K, ЁЛ 
F, 一 z +i z 
Т, 7 “ 


езе DW ы cos(j — 1)⁄4 — isin(j — Da 
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i= М1 л 27 


并 约定 Р 取 右 端 项 >ре 00" 的 实 部 。 
整个 结构 上 的 载荷 分 布 ,从 45.4. 36) 式 可 以 得 到 


ре Е, F 
ре м-1| Бас м1 М1 
P= = У) И = УжЕ,- ХР, (5. 4.37) 
: ре, : = 0 ten 
pus Буе 10—09 


其 中 Р; 是 载荷 的 各 阶 Fourier Е.Ф 是 表示 载荷 各 阶 Fourier 分 量 中 各 个 子 结构 相位 
关系 的 向 量 。 


И 
“іш 
P, = @F,, ф = Je (5.4.38) 
(5, 4, 37) 式 表示 载荷 P 是 由 它 的 各 阶 Fourier ЖЕР, 所 组 成 ,此 式 还 可 进一步 表示 成 
P = ФЕ (5.4.39) 
Жр: 
F, 
F 
#=[% Фф -- $ni» F= i 
Fy- 


以 下 导出 载荷 的 各 阶 Fourier 系数 F, 的 计算 表达 式 ,为 此 (5.4. 3905Ж БІЛІНЕ ó F) 
ИШЕ Ф" АЕА T 


Fe] 
КА i А 
Ф" = . [Lx em -- Fe 1 ] 
ФТ, 
(k = 0,1--,М-1) (5.4.40) 
由 于 
хі к N (k=l) 
у 1) 60—027 
7 = (5.4.41 
24° Tlo +0 ) 
所 以 
#* T$ 一 ax (5.4.42) 
于 是 得 到 计算 F 的 表达 式 
— lat 
Е-ұФТР 《5. 4. 43) 
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或 = 1 үте" TE 
和 载荷 相 类 似 ,旋转 周期 结构 上 每 -点 的 位 移 uwo 在 周 向 也 帮 Fourier ЖЖ 


и” 


а? = |е | = У за (5. 4. 14) 
Ж О 
(j = 1,2, М) 
EF x 是 位 移 的 各 阶 Fourier 系数 


成 


Гн; ter 
x, = і |41 7 | 
ің [ф, } 
个 结构 上 的 位 移 参 数 & 也 可 类 似 地 表示 成 
аі x 了 
а“) N- жез ы-1 м- 
а= | {= С = Jex = У\а, (5.4.45) 
: іле) H 51] {ч} 
ао же” (N dp 
"| 
x 
或 а-Ф, x= |? (5.4.46) 
| Н 
[Ку 


ERER a 也 是 由 它 的 各 阶 Fourier ЖА а, 所 组 成 。 

类 似 轴 对 称 体 受 非 轴 对 称 载荷 情况 ,现在 可 以 先 求 解 对 应 载 茶 各 阶 的 Fourier 系数 
F, 的 位 移 的 Fourier 系数 х,. 进一步 类 似 于 受 沿 周 向 周期 性 载荷 的 情况 ,只 要 对 一 个 典型 
子 结构 (例如 子 结构 中) 就 可 以 建立 起 求解 的 方程 。 区 别 在 于 子 结构 他 的 1 边 和 子 结构 
名 的 1 边 在 相似 的 局 部 坐标 中 不 再 相等 ,而 是 相差 e ” , 即 

ай = айе“ (5.4.47) 

АЯ F3AR21 83838 1, БОТО) ТАНЫСУ). ЖШ EHG. 4. 33) 式 相 
МІН, РИЯ ЖОН 3 R КЗ, 


А, В, меч 4|а41 [F] 
BT А, В, Ха F, 
= (5.4.48) 
А: В... Xini Ё, | 
е“ Bi А хы jJ LF. 


G = 0,11, N 1) 
应 当 指 出 此 求解 方程 是 复数 方程 , 文 [3] 中 给 出 了 一 种 比较 有 效 的 解法 ,有 兴趣 读者 
可 参考 该 文 。 当 各 阶 x 求 得 以 后 ,可 以 按 {5, 4.45) 式 登 加 得 到 结构 的 全 部 位 移 解 答 。 
4175. 


还 应 指出 ,实际 上 {5. 4. 48) 式 并 不 需要 对 于 全 部 (人 =0, 2 六 一 1 的 Fourier 系数 
Fi 求解 。 БОИ 4. 和 3) 式 可 得 


N 
1 5 Ее 
Fy ,二 二 P Ре DAN — = Ë De 
N N 


ігі 


=} У) poe Па = F; 
i=] 


(5.4. 49) 
因此 只 要 对 于 部 分 的 :求解 。: 的 取 值 如 下 : 
X N= 奇数 t= 012,01 
N (5.4. 50) 
当 = {ЩТ {== phano 
当 求 得 x, 的 解答 以 后 ,各 个 子 结构 的 位 移 解 答 利用 (5.4, 44), (5. 4. 45) 和 和 {5. 4. 49) 
等 式 可 以 具体 表达 如 下 : 
м N 是 奇数 时 
и a-o 
a” -i - X, + > (Xe 8-1 十 K; eu] 
ә е 


Ley 
том. 1) 


=X, + 2 У) [Кеб соз (у — Dø + Im(X,)sin(; -10ш1 


ізі 
图 н, F 
to; жоз()-- Dyd + <t; віп (у 1ed 
Ні | | | 


ы 1 - 
Ü EN 1) 
=н у 
r= 
Uo 


9, 
(j= 1,2,9" N) (5.4. 51) 
УВЕ, ARMS R 

и? ““ муз 

г 上 | Сс» Je А 
у Up Unya 

К, н н; 

2% ШЕ энне 1) ш (5.4.52) 
А ©, 1 


(у= lse, N) 


由 于 F, 和 КОҢ N= RORA ШИ, TELIRIS X, fll Xx, CW М ОНЖ 
实 部 ,而 且 7=0 就 是 前 面 讨 论 的 载荷 沿 周 向 呈 周 期 性 变化 的 情况 ， 


5.5 非 协 调 元 和 分 片 试验 


等 参 元 有 良好 的 适应 性 和 表达 格式 的 简明 性 ,因而 得 到 广泛 的 应 用 ,但 是 从 严格 的 童 
文 上 说 , 它 的 精度 和 效率 仍 是 不 够 高 的 ,以 二 维 单元 为 例 : 双 线性 单元 有 4 个 结 点 ,对 应 的 
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HERPES FA AT E pip СОК 8 个 结 点 ,对 应 的 插值 函数 中 包含 个 列 8 
1,6, Ep EET. ЕНЕ ВТ ЕН ЖЕ ЛОР ЕКІН 二 次 
的 ,它们 所 要 求 的 自由 麻 分 别 是 3 和 6, 即 只 需要 单元 的 结 点 数 是 3 和 5, 就 构成 决定 单元 
精度 的 完全 多 项 式 而 言 , 其 有 效 的 结 点 数 分 别 只 是 3 个 和 6 个。 从 这 个 意义 于 说 ,二 维 等 
参 元 中 有 四 分 之 … 的 结 点 崩 由 度 对 计算 精度 是 不 起 作用 的 。 另 -- 方 面 , 描 值 函 数 中 非 完 余 
的 高 次 项 一 般 说 来 非但 对 改善 精度 不 起 作用 .而 且 还 可 能 起 相反 的 作用 。 所 以 从 这 个 意义 
上 来 讲 , 等 参 元 的 精度 在 给 定 自由 度 的 条 件 王 是 不 够 理想 的 ,上 述 缺 点 对 三 维 等 参 元 来 说 
将 更 突出 。 因 为 在 三 维 坐 标 中 ,一 次 完全 多 项 式 居 4 项 :1,2,7, 二 次 完全 多项式 是 10 
项 :全 下 全 5 冲锋 , 而 三 维 线性 单元 和 二 次 单元 却 分 别 具 有 8 个 和 20 个 结 
点 ;也 即 三 维 等 参 元 中 有 二 分 之 一 的 结 点 自由 度 对 计算 精度 是 无 贡献 的 , 因此 ,FE. Wilson 
提出 的 二 维和 三 维 的 非 协调 等 参 元 ,对 改进 等 参 元 的 计算 精度 和 提高 计算 效率 是 很 有 意 
义 的 ,特别 是 对 于 三 维 问题 的 有 限 元 分 析 。 

现在 我 们 来 讨论 二 维 双 线性 单元 在 表示 纯 弯 应 力 状态 时 出 现 的 问题 ， 由 于 二 维 双 线 
性 单元 它 的 揪 值 函数 中 包含 有 非 完 全 的 二 次 项 总 ,因此 用 它 表 示 纯 弯曲 应 力 时 ,出 现 明 
显 的 误差 ,图 5. 17?(e) 表 示爱 纯 弯 作用 的 矩形 单元 ,其 精确 位 移 解答 如 图 5.17(5) 所 示 . 并 
可 表达 如 下 


и =G ry 


v =a (a — 二 了 — yD) (5.5.1) 


ç s= 。_ 


ба) 
= (| JH 
у E— 


(h) са) 


r YA М 


(e) 


图 5,17 SAE D E ТАР Ж + s: 
(а) FAEH о. (ОМАН (с) 4 结 点 起 形 元 的 近似 位 移 
(4) (e) ЖЕЛІНЕ г Мо, 


刊 用 平面 问题 的 几何 关系 和 物理 关系 可 以 得 到 
с, 一 (Еу, оу = т, = 0 (5.5.2) 
这 表示 单元 处 于 纯 读 应力 状态 ,从 而 证 明了 (5. 5. 1 起 的 位 移 模式 是 精确 满足 纯 村 应 力 状 
жік. | 
如 果 我 们 用 一 个 线性 矩形 单元 去 模拟 上 述 受 力 状态 ,得 到 的 位 移 将 如 图 5. 17(c) 所 
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z + Д 

u = фаху, ъ= 0 (5.5.3) 
所 以 C5, 5. 1) 式 的 第 二 式 位 移 o 的 表达 式 实际 上 表示 了 利用 一 个 双 线 性 单元 模拟 纯 弯 应 
力 状 态 时 所 出 现 的 误差 。 由 (5.5. 3) 式 表示 的 位 移 模式 计算 得 到 的 前 应 力 ,以 及 正 应 力 
s, 表示 在 图 5. 17(d) 和 《人 e)。 导 致 误差 的 原因 是 缺少 完全 的 二 次 多 项 式 , 即 缺少 兰 项 和 和 字 
项 。 


5.5.1 Wilson ҢЕР 


为 了 改善 .二 维 线性 单元 的 性 质 ,提高 其 精度 , Wilson 提出 在 单元 的 位 移 插 和民 函数 中 
射 加 内 部 无 结 点 的 位 移 项 中 。 当 单元 是 等 参 元 ,采用 自然 华 标 时 ,此 附加 项 为 a.(1 一 癌 ) 和 
sz(] 一 多 )。 从 形式 上 看 ,这 两 项 和 (5. 5. 1) 式 第 二 式 所 包含 的 项 次 相同 。 而 它们 正 是 利用 
二 维 双 线性 单元 模拟 纯 杰 应 力 状态 造成 误差 的 原因 所 在 。 增 加 附加 项 后 就 有 可 能 通过 通 
当 调 整 系数 а 和 a, 使 误差 降 到 最 小 。 从 数学 上 看 ,是 通过 引入 皇 及 池 项 ,使 插值 函数 中 
的 二 次 式 趋 于 完全 ,从 而 达到 提高 计算 精度 的 日 的 。 

可 以 看 到 附加 项 a.(1 一 条) 和 (1 一 及 ) 的 位 移 , 在 二 维 线性 单元 的 四 个 结 点 上 都 取 
零 值 , 即 它 对 结 点 位 移 没有 影响 ,而 只 对 单元 内 部 的 位 移 起 了 调整 作用 。 确 定 附 加 项 前 的 
待定 系数 a) Ша 与 单元 边界 上 的 结 点 无 关 , 这 种 仅 存 单元 内 部 定义 的 待定 参数 称 为 内 部 
НІН, 

包含 附加 的 无 结 点 位 移 项 的 单元 位 移 插值 表示 如 下 : 


а = УМ t а (1 ED + a, (1 — р) 
= 1 


s = Nutana Ë) 十 ae 人 79 (5.5.4) 
т=1 А 
其 中 ， М, = +G + 99) G = 1,2,3,4) 


Mott 为 内 部 自由 度 。 
将 (5. 5. 4) 式 表示 成 撼 阵 形式 


u == Ма + Маң (5.5.5) 
其 中 : 
нұ а 
И v а, 
и = 1 二 . gt = 
v : а; 
М а 
= 1 O 
N =[|IN, IN, ІМ, INJ], [= Ё | 
__ 1 — Ша -— 
N -| 8 1-р 0 0 | 
0 0 1-8 1-Ф 
代入 几何 关系 可 以 得 到 
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є == Ba: + Bor (5.5.8) 
将 ee 等 代入 位 能 泛 医 Л, ЖЕНДИ ПРЕ. ФУ РЕЛЕ ТУ ЭГЕН] РДЕ Ж 


Ki Кыла“ РД - 
| : 一 (5.5.7) 
к, Кыс Р“; 

其 中 К, = | твау 


(ER i 结 点 线性 单元 的 刚度 第 阵 》 
Ki = (Ко! = | ,BTDBdV 


Ke = ІШ av (5.5. 8) 
P: 一 [a fdV + | Tras 
P: = | Nifdv + | Nirds 
从 (5.5.7) 式 的 第 2 式 可 以 解 出 
x° 一 СК) [Р — Ка) (5,5. 9) 
利用 上 式 消去 (5. 5. DAR 1 式 中 的 内 部 自由 度 9, 则 得 到 凝聚 后 的 单元 求解 方程 
К = Р (5. 5.10) 


其 中 K = Koa — Ke (Ks) “Кә, 
Р = P. — KaKa) Pe 

Ж РЫ АТР МУ ЖЕЛИ за НЕ ҖЕ КЕЙП ЭГЕ. БЕЛЕ SRE EE ЕНІ! 
阵 内 增加 了 修正 项 而 得 到 。 消 去 内 部 自由 度 以 及 修正 单元 刚度 矩阵 和 载荷 列 阵 都 是 在 单 
元 分 析 过 程 中 进行 的 ,此 过 程 称 为 内 部 白 由 度 的 凝聚 。 经 凝聚 后 ,单元 的 自由 度 仍 是 原 四 
边 形 单元 的 自由 度 , 以 后 的 分 析 和 计算 步骤 也 和 标准 的 解 题 步 台 相 同 。 顺 带 指出 ,在 通常 
不 存在 体积 力 ( 即 f==0) 的 情况 下 ,FP: 中 的 第 2 项 也 一 并 略 去 ,可 减少 计算 工作 量 ,而 计算 
结果 表明 ,对 精度 没有 什么 影响 。 

现 以 图 5. 18 ло Е АИ, ЕВА 4 结 点 单元 增加 内 部 自由 度 后 对 精度 的 改进 。 对 
子 两 种 不 同 载荷 和 网 格 划 分 ,采用 丙种 单元 的 计算 结果 列 于 5.1, 在 现在 的 载荷 和 网 格 
划分 情况 下 , 原 线性 单元 , 即 无 内 部 自由 度 单元 的 计算 精度 是 相当 差 的 .将 改进 后 的 , 即 具 
有 内 部 自由 度 的 单元 和 精确 解 比 较 , 叮 以 看 到 计算 精度 有 显著 的 提高 。 


表 5.1 АЖИ 


озым. i 点 弯曲 应 力 Е 
| RHA 载荷 B REA 1 REE 
理论 解 10, 00 103.0 300.0 4050 
协调 元 网 格 1 6.81 70.1 218,3 2945 
协调 元 网 格 2 i 7.06 72.3 218.8 2954 
非 协调 元 网 糙 1 10. 00 101. 5 300.0 4050 
FERHAT 48 2 10, 00 101.3 300. 0 4050 
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а. 
ЕН / š d 
— 一 а 
! 10 一 | / 
| u =01(1--&) м" = (1 фр? 
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Жи л Ree ата 为 附加 非 协调 项 引起 的 单元 位 移 


图 5.18 ЕНЕМЕ АТИ, 图 5.19 二 次 非 协调 位 移 模 过 


和 内 部 自由 度 相 关 的 附加 位 移 项 在 单元 中 引起 的 位 移 表 示 在 图 5. 19 F, ade) 
和 aQ- MEET ?一 十 工 的 边界 上 是 二 次 撑 物 线 变 化 。ez 人 1 一 尖 ) 和 ast1 一 六 ) 项 则 在 
单元 5 一 士 1 的 边界 上 呈 二 次 梁 物 线 变 化 。a, azymyom 是 在 单元 内 部 定义 的 内 部 自由 度 ， 
所 以 这 些 附加 位 移 项 在 单元 与 单元 的 交界 面 上 是 不 保证 协调 的 ,也 就 是 说 由 于 单元 内 增 
加 了 附加 位 称 项 而 致使 单元 之 问 不 能 保证 在 交界 面 上 位 移 的 连续 性 。 这 些 附 加 位 移 项 称 
之 为 非 协调 项 。 引 入 非 协调 位 移 项 的 单元 称 为 非 协调 元 。 显 然 非 协调 元 是 违反 2.4 节 中 
ИА ВГ СЕНС ЭКМЕ ДИ ВЈ, 

然而 ,可 以 证 明 , 对 于 C, НЫНА, ИЕК ар КН ЈУ ТЕ. Gy k 5 Tis 
应 变 ) 下 ,位 移 的 连续 性 能 得 到 恢复 , 则 非 协调 元 的 解 仍然 趋 于 正确 解 .因此 问题 转换 为 检 
验 非 协调 元 是 否 能 描述 常 应 变 , 以 及 在 常 应 变 条 件 下 能 否 自 动 地 保证 位 移 的 连续 性 。 

为 了 检验 采用 非 浴 调 元 的 任意 网 格 划分 时 能 否 达 到 .上述 连 续 性 的 要 求 ,可 以 进行 分 
片 试验 。 若 能 通过 分 片 试验 , 则 解 的 收 傅 性 就 能 得 到 保证 。 


5.5.2 分 片 试验 


考虑 一 任意 的 单元 片 如 图 5. 20 所 东 , 其 中 至 少 有 一 个 结 点 是 完全 被 单元 所 包围 的 . 
如 图 中 的 结 点 i, 结 点 i 的 平衡 方程 为 


X Kia, — Р) = 0 (5.5.11) 


Бат 是 单元 片 包含 的 单元 数 , 结 点 7 代表 单元 片 内 除 i 
结 点 外 的 所 有 结 点 
分 片 试验 是 指 : 当 赋 了 予 单元 片 各 个 结 点 以 与 常 应 恋 状 i 
态 相应 的 位 移 值 和 载荷 值 时 , 校 验 (5, 5, 11) 式 是 否 满足 ,如 
-能 满足 ,出 认为 通过 分 片 试验 ,也 就 是 单元 能 满足 常 应 变 要 
“180. 


图 5.20 单元 片 


求 ,因此 当 单元 尺 二 不断 缩小 时 ,有 限 元 解 能 够 收 合 于 真正 解 。 
例如 在 平面 后 | 是 中 ,与 常 应 变相 应 的 位 移 是 线性 位 移 。 


u = 8, + Вх + By, v = B, + Bz -+- у (5.5.12) 
赋 子 各 结 点 以 与 常 应变 状 态 相 应 的 位移 , 即 令 结 点 位 移 为 
ир Ë, 十 дъх; + Йу, т, 一 В, + бт, 十 Bey, (5.5.135 


H "F IB] [n Д BJ Яа па, ЕЛУ CB 34835 T $£ Z JJ 3835485 BJ 38 ЖЕРЕ ЛУ Н КН 
力 为 零 , 同 时 在 : 结 点 上 也 不 能 作用 集中 为 (包括 面 积 方 的 等 效力 ) ,因此 Р; 也 必须 为 零 。 
所 以 此 时 ,通过 分 片 试验 的 要 求 是 ; 当 赋 各 结 点 以 (5. 5. 13) 式 所 示 位 称 时 ,下 式 仍 成 立 。 


5 Kia, = 0 (5.5.14) 
=1 


如 果 上 : 式 不 成 立 , 说 明 当 单 元 片 各 结 点 具有 与 常 应 变 状 态 相 应 的 位 移 时 , 结 点 ; 不 能 
保持 平衡 , 必须 在 结 点 : 施加 相应 的 外 载荷 , 即 给 ; 结 点 以 某 种 约束 ,平衡 元 能 维持 。 这 就 
说 明 这 种 非 协 调 元 不 能 满足 常 应 变 的 要 求 。 为 满足 常 应 变 的 要 求 就 必须 施加 必要 的 约束 
力 ,该 约 划 力 所 作 的 功 等 于 单元 交界 面 上 位 移 不 协调 而 引起 的 崖 加 应 变 能 。 

分 片 试 验 的 另 一 担 法 是 : 当 分 片 的 边界 结 点 赋予 和 常 应 变相 应 的 位 移 值 时 ,求解 方程 
(5.5. 14) 式 ,得 到 分 片 的 内 部 结 点 i 的 位 移 值 a;, 如 a 和 常 应 变 状态 相 一 致 , 则 认为 通过 
分 片 试验 ,如 a 与 常 应 变 状态 不 一 致 , 则 认为 通 不 过 分 片 试验 , 通常 认为 前 一 种 提 法 应 用 
更 方便 些 , 因 为 后 一 种 混 法 要 涉及 矩阵 求 着 的 计算 。 

现在 来 研究 Wilson 的 4 结 点 平面 非 协调 元 通过 分 片 试 验 的 条 件 . 这 种 非 协 调 元 的 位 
移 插 值 表示 式 是 (5. 5.4) 式 。 我 们 知道 , 当 单元 的 位 移 插 值 不 包含 非 协调 项 时 ( 即 о, = а, = 
аза, == 0) ,是 满足 收敛 条 件 的 ,当然 也 必定 通 得 过 分 片 试 验 。 因 此 , 当 单 元 片 各 结 点 赋 千 
与 常 应 变相 应 的 (5., 5. 13) 式 前 位 移 值 时 ,应 有 的 二 如 一 对 一 和 一 0。 另 一 方面 (5. 5.9) 式 及 
(5. 5. PRIA 


x =— (Кы) Koa 一 一 (Ke) | B'ppaVa (5.5.15) 
ЕЛТОН ЛУ ТЕ H u ЗЕ A Са"), Ш 
а = (а^), (Б. 5.16) 
因此 ,通过 分 片 试验 的 要 求 是 
а = — (К) "| BE DBdV саг), = 0) (5.5.17) 


XAA кылар ЖІ ОН fh УЕН Ж E (KL. 存在。 同时 还 因为 和 
常 应 变相 应 的 应 力 是 常 应 力 , 即 


DEG, = о, (5.5.18) 
ЖУК, АЧАК К рр H G. 5. 17) 式 简化 为 
[| may = МЕЗ IJ | dëd7 = 0 (5.5.19) 


其 中 | 了 | 是 单元 相应 等 参 变换 的 Jacobi ЖЕЛІ. 
如 将 上 式 的 被 积 疯 数 按 显 式 展开 , 它 将 包 售 下列 各 项 , e (a zx/9 60,602 2/9 т). 
(9 у/а EEA у/а тд х/9 6), 09 2/9 73,79 у/9 ёз а у/ат), 其 中 
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插值 函数 是 
М, = та + &)01 + Ф) 


Н] БУ Е, ЕТЕ НПЗ ЕСЕН Ж ОІЫ,2:/24,2х/29%,2у/26,Әу/9 ЖЕЖ 
数 ,因此 | 了 | 也 是 常数 。 这样- Э, (5.5. Т9) НН ЛЕ АЛАМ Г] ҖЕ ЖИ ЕЖ sk: 
平行 四 边 形 单元 时 , 非 协 调 元 能 通过 分 片 试验 。 当 单元 尺寸 不 断 减 小 , 非 协调 元 的 解答 将 
KAFEER. 

ШК, EER ЛУН Я EAR H EEF A E Б.Н ЖЕН 
且 也 是 不 现实 的 。 为 了 使 非 协调 元 在 任意 四 边 形 的 单元 中 也 能 通过 分 片 试验 ,Wilson Ж 
议 在 计算 下. 时 ,35/98,9r5/379,9y196,0y/399 取 单 元 中 心心 =n=0) 处 的 数值 来 代替 单元 
中 各 点 不 同 的 各 个 偏 导 数值 ,因此 单元 中 | 了 | 仍 是 常数 。 这样 (5. 5. 19) 式 将 恒 被 满足 ,也 
就 达 旬 了 通过 分 片 试验 的 要 求实 践 证 明 效 果 良 好 。 

Wilson 还 将 上 述 4 结 点 平面 非 协 调 元 的 想法 推广 到 8 结 点 和 20 结 点 的 三 维 元 以 及 
16 结 点 的 厚 者 元 上 。 例 如 8 结 点 三 维 非 寥 调 元 的 位 移 插入 表示 式 是 


B 
一 25 Nisi +aN, + a,N, + а,М, 


= Хм» + a,N, + а, aN (5. 5. 20) 


w = Ума + aN. + М, + „М, 


i=l 


Ж: 


м = аёо + DQ + ED | ， 

5.5.21) 

N= 0-0), а-ә. а-ә 

由 于 引入 了 非 协 调 项 ,使 三 维 8 结 点 单元 中 插值 函数 的 二 次 项 完全 了 ,从 而 提高 了 单 

元 精度 .这 种 三 维 8 结 点 的 非 协 调 元 在 计算 中 可 以 达到 与 三 维 20 结 点 协调 元 同 级 的 计算 

精度 ,但 是 前 者 的 结 点 数 只 是 后 者 的 2/5。 众所周知 ,在 有 限 元 分 析 中 ,计算 量 最 大 的 运算 

是 求解 系统 的 平衡 方程 ,而 解 方程 的 运算 量 是 与 结 点 数 的 三 次 方 成 正比 的 .所 以 采用 三 维 

非 协调 元 的 效果 是 非常 显著 的 。 在 许多 实际 结 宰 的 三 维 有 限 元 分 析 中 已 经 广泛 地 采用 这 
种 单元 。 与 二 维 非 协调 元 类 似 , 这 种 单元 道 过 分 片 试验 的 条 件 是 单元 形状 应 是 平行 六 

体 ， 对 于 一 般 形状 的 单元 亦 和 二 维 单元 类 同 ,计算 Ks 时 ,3z/38,3z/39,3y/38,… 等 采用 

单元 中 心心 一 7 一 5 一 0) 处 的 数值 来 近似 ,强迫 单 元 通过 分 片 试 验 ， 


5.6 小 结 
本 章 讨 论 了 与 有 限 元 法 实际 应 用 有 关 的 几 个 问题 。 首 先 在 5. 2 节 ,从 为 得 到 更 好 的 应 


力 结果 出 发 ,在 分 析 和 认识 基于 位 能 原理 的 位 移 元 应 力 结果 的 性 质 和 特点 的 基础 上 ,推荐 
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了 几 种 常用 的 处 理 和 改善 应 力 结果 的 方法 。 对 应 力 结果 性 质 的 认识 和 应 力 结果 改善 的 方 
法 是 当前 有 限 元 方法 发 展 的 重要 课题 之 一 , 即 自 适应 分 析 中 也 起 着 基础 性 的 作用 .所 谓 自 
适应 分 析 方法 就 是 在 第 1 次 有 限 元 分 析 以 后 ,对 应 力 结果 的 误差 作出 估计 ,如 未 达到 所 要 
求 的 精度 , 则 通过 自动 的 加 密 网 格 或 提高 单元 的 阶 次 ( 即 采 用 3. 5 节 的 阶 谱 单 元 ) ,进行 第 
2 次 分 析 , 如 此 继续 直到 满足 所 要 求 的 精度 为 止 。 为 对 应 力 结果 的 精度 作出 估计 ,对 它 性 
质 的 认识 ,并 通过 处 理 得 到 本 次 分 析 后 相对 比较 精确 的 数值 无 疑 是 必要 的 前 担 。 

在 5. 3 节 所 讨论 的 子 结构 方法 中 ,两 个 重要 的 问题 是 : 子 结构 的 合理 选择 和 划分 ,以 
及 内 部 自由 度 的 凝聚 方法 和 坐标 转换 的 方法 。 将 子 结构 方法 推广 用 于 动力 分 析 形 成 动力 
子 结 构 法 (又 称 模 态 综合 法 ), 可 以 大 幅度 地 缩减 系统 分 析 的 自由 度 、 提 高 计算 效率 ,是 复 
杂 系 统 动力 分 析 最 基本 的 有 效 方案 之 一 。 

5.4 节 讨论 了 在 建立 计算 模型 的 壕 程 中 如 何 利用 结构 的 对 称 性 和 周期 性 的 方法 。 结 
构 面 对 称 性 的 和 用 中 重要 的 是 要 分 清 位 移 对 于 该 对 称 面 的 对 称 分 量 和 反对 称 分 量 。 结 构 
轴 对 称 性 的 利用 中 重要 的 是 要 掌 所 对 各 载荷 分 量 和 各 位 移 分 量 进行 Fourer ЯНА 
的 方法 ,从 而 使 三 维 问题 简化 为 通过 对 称 轴 的 平面 上 的 二 维 问题 结构 旋转 周期 性 的 利用 
可 以 看 或 是 轴 对 称 性 的 推广 ,不 同 的 是 最 后 只 能 将 问题 缩减 为 一 个 典型 子 结构 的 三 维 问 
题 。 重 要 的 是 要 正确 捞 述 此 子 结构 和 其 前 后 相 邻 子 结构 交界 面 上 的 位 移 约 束 条 件 。 在 载 
荷 不 具有 相同 周期 性 的 条 件 下 ,此 约束 条件 是 复数 形式 ,导致 最 后 的 求解 方程 也 是 复数 形 
式 的。 旋转 周期 子 结构 方法 对 于 这 类 结构 的 动力 分 析 具 有 更 广泛 的 实际 意义 。 

5. 5 节 讨 论 的 非 协调 元 本 是 单元 的 一 种 形式 ,从 提高 计算 效率 的 实际 目的 出 发 故 放 
在 本 章 进行 讨论 , 它 在 应 用 中 的 重要 问题 是 内 部 自由 度 凝聚 相 计 算 的 方法 ,以 及 单元 收 合 
性 条 件 的 保证 。5. 5 节 所 引入 的 分 片 试 验 不 仅 对 Wilson 非 调 元 .而 且 对 其 它 各 种 非 协 调 
元 收敛 性 条 件 的 窒 查 和 建立 具有 普 电 意义。 此 外 ,从 实际 应 用 出 发 ,在 有 限 元 分 析 中 ,还 党 
引用 一 些 其 它 形式 的 特殊 单元 ,例如 断裂 力学 分 析 中 的 奇异 元 ,结构 与 基础 或 与 流体 相互 
作用 分 析 中 的 无 穷 元 等 ,限于 篇 幅 , 本 书 不 能 一 一 列举 和 讨论 。 

除 以 上 几 个 问题 而 外 ,有 限 元 分 析 中 方程 组 的 求解 方法 对 整个 计算 的 精度 和 效率 有 
重要 影响 ,这 将 在 下 一 章 专 门 讨论 ,关于 有 限 元 分 析 程 序 的 组 成 和 前 后 处 理 的 有 关 技 术 特 
在 第 7 章 专 门 讨论 ,并 给 出 一 个 教学 性 的 二 维 阿 题 程序 作为 范例 。 


J ош 


5 单元 具有 上 扎 次 多 项 式 的 位 移 函 数 , 泛 函 中 的 微分 阶 数 是 za, 形 成 单元 则 度 矩 阵 
时 采用 = 十 1 阶 Gauss 积分 (其 中 =p 一 m)。 为 什么 说 ,对 于 结 点 等 间距 分 布 的 一 维 杆 单 
元 其 应 力 的 近似 解 在 Gauss 积分 点 上 能 够 具有 比 自身 高 一 次 的 精度 ,而 对 于 其 他 情况 ， 
特别 是 二 维 、 三 维 单元 情况 ,上 述 结论 只 能 是 近似 的 ? 

52 牌 直 悬挂 的 等 截面 直 杆 受 自 重 作 用 , 蕉 面积 为 A, 长度 为 1。 质量 密度 为 p( 如 图 
5.21 所 示 )。 如 用 一 维 杆 单元 求解 杆 内 的 应 力 分 布 , 间 应 采用 多 少 结 点 的 单元 ? 在 什么 位 
置 有 限 元 结果 可 以 达到 解析 解 的 精度 ?并 给 出 它们 的 数值 。 

5.3 证 明 :对 于 8 结 点 二 维 平面 单元 的 各 个 应 力 分 量 分 别 采 用 4 ДЫЛЫ 
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进行 单元 应 力 磨 平 (参见 5.2.21 式 ) 和 利用 (5. 2. 24) 式 用 4 个 高 斯 点 的 应 
ЖИН 2 外 推 得 到 结 点 应 力 值 是 相间 的 。 
5.4 证 明 : 在 利用 位 移 元 求解 以 后 的 应 力 磨 平 ,如 果 恨 设 的 应 力 改进 
解 已 事先 满足 平衡 条 件 和 力 的 边界 条 件 , 则 А(о07,02(5.2.13 OMA", 
9)(5.2.16 式 ?的 变 分 分 别 和 在 给 定位 移 边界 上 和 单元 交界 面 土 的 位 移 条 
件 下 的 最 小 余 能 原理 相等 价 。 
5.5 有 中 心 椭 球 孔 的 斥 形 板 ,两 个 侧 边 受 线性 分 布 的 侧 压 ,如 图 
5. 22 所 示 。 如 何 利用 对 称 面 条件 减 少 求 解 的 工作 量 ,并 画 出 计算 模型 , 列 出 
计算 步骤 。 图 5.21 
56 高 度 为 ,宽度 为 9a 的 矩形 板 ,my/2 ЕШ ЕЖЗ ККМ 
形 孔 (如 图 5. 23 тл), ЖШ ФЕ Ar. ЖЖП ЖН ЕЛИМ РЕ T. fE 
Н.Н, НОР. | 


5.22 图 5.23 


57 图 5.11 所 未 三 通 结构 ,如 在 其 右 端 受 有 剪 力 Pa MAAAR 1⁄4 计算 模型 求 
Ж: 
58 利用 旋转 周期 结构 的 原理 和 方法 求解 图 5. 14 АА Е, ARE 


«Өт RE ЖЛ, p 一 pocos9, 在 了 <b< 了 区 域内 为 0。 假 定 取 塔 的 1/8 fE 
为 计算 模型 , 列 出 计算 步 又 ,并 具体 计算 出 载荷 的 各 阶 Fourier Ж Р. 


y (4.8) 
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59 图 5.24 所 示 是 一 平行 四 边 形 形状 的 4 结 点 Wilson 非 执 调 元 ,验证 它 是 通过 分 
和 片 试 验 的 。 
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第 6 章 线性 代数 方程 组 的 解法 


6151 Š 


迄今 为 止 ,我们 主要 讨论 了 带 力 平衡 问题 的 有 限 元 格式 .在 确定 了 离散 所 需要 的 单元 
形式 后 ,需要 进行 单元 特性 矩阵 的 计算 ,最 后 由 单元 特性 矩阵 集合 而 成 的 有 限 元 求解 方程 
Ka 一 P 是 一 组 联 立 的 线性 代数 方程 组 。 这 组 方程 在 静 力 平衡 问题 中 就 是 以 结 点 位 移 为 基 
本 未 知 量 的 系统 结 点 平衡 方程 ;在 求解 稳定 温度 场 的 问题 中 ( 见 第 13 章 ) 就 是 以 结 点 温度 
为 基本 未 知 量 的 系统 结 点 热平衡 方程 。 有 限 元 求解 的 效率 很 大 程度 上 取决 于 这 组 线性 代 
数 方 程 组 的 解法 ,在 第 2 章 中 曾 指 出 ,有 限 元 分 析 可 以 通过 细 分 单元 的 网 格 来 提高 解 的 精 
Ж. 因此 , 当 有 限 元 分 析 采 用 越 来 越 多 的 单元 离散 模型 来 近似 实际 的 结构 时 ,线性 联 立 方 
程 组 的 阶 数 越 来 越 高 。 曾 经 有 相当 一 部 分 的 研究 工作 是 围绕 如 何 有 效 地 求解 这 组 庞大 的 
线性 代数 方程 组 的 。 

在 线性 静 力 分 析 中 , 解 代 数 方程 组 的 时 间 在 整个 解 题 时 间 中 占有 很 大 的 比重 .而 在 动 
力 分 析 和 非 线性 分 析 中 这 部 分 比重 也 是 相当 大 的 。 若 采用 不 适当 的 求解 技术 ,不 仅 计算 费 
用 大 量 增 加 。 更 严重 的 是 有 可 能 导致 求解 过 程 的 不 稳定 和 求解 的 失败 。 

在 本 章 中 ,我 们 只 讨论 线性 代数 方程 组 

Ka = P (6.1.1) 

的 解法 .由 以 后 的 章节 可 以 看 到 ,这 章 讨 论 的 内 容 也 是 特征 解 和 直接 逐步 积分 的 基础 ,内 
此 有 必要 作 较 为 详尽 的 讨论 。 

在 有 限 单 元 法 中 ,需求 解 的 线性 代数 方程 组 (6,1. DE RUER 站, 即 刚度 矩阵 ,如 同 
第 2 章 2.2.6 节 中 所 述 , 具 有 大 型 .对称 、 稀 朴 、 捞 状 分 布 以 及 正定 . 主 元 占 优 势 的 特点 。 在 
求解 方程 组 时 必须 利用 上 述 特点 ,以 提高 方程 求解 的 效率 ,否则 将 无 谓 地 提高 计算 费用 。 

线性 联 立 方程 组 的 解法 可 以 分 作 两 大 类 :直接 解法 和 选 代 解 法 。 

直接 解法 以 高 斯 消去 法 为 基础 ,求解 效率 高 。 在 方程 组 的 阶 数 不 是 特别 高 时 (例如 不 
超过 10000 阶 》, 通 常 采 用 直接 解法 。 当 方程 组 的 阶 数 过 高 时 ,由 于 计算 视 有 效 位 数 的 限 
制 ,直接 解法 中 的 合 入 误差 , 消 元 中 有 效 位 数 的 损失 等 将 会 影响 方程 求解 的 精度 ,此 时 可 
用 选 代 解 法 。 

本 章 主要 讨论 几 种 常用 的 比较 有 效 的 直接 解法 ,如 等 带宽 高 斯 消去 法 .三 角 分 解法 以 
及 以 上 述 两 法 为 基础 ,适用 于 更 大 型 方程 组 求解 的 分 块 解法 和 波 前 法 等 。 对 于 和 迭代 解法 ， 
本 章 讨论 了 高 斯 - 赛 德尔 迭代 和 超 松 弛 和 迭代 这 两 种 基本 算法 ， 


62 系数 和 矩阵 在 计算 机 中 的 存储 方法 


有 限 元 法 中 ,线性 代数 方程 组 的 系数 矩阵 是 对 称 的 ,因此 可 只 存储 一 个 上 三 角 ( 或 下 
“186, 


三 角 ) 拭 阵 。 但 是 由 于 矩阵 的 稀 苏 性 ,仍然 会 发 生 零 元 素 占 绝 大 多 数 的 情况 。 考 虑 到 非 零 
元 素 的 分 布 呈 带 状 特 点 ,在 计算 机 中 系数 抢 阵 的 存储 一 般 采 用 二 维 等 带宽 存 鱼 或 一 维 变 
ЖЕН. 


621 二 维 等 带宽 存储 


对 于 阶 的 系数 矩阵 ,者 取 最 天 的 半 带 宽 D 为 带宽 , 则 上 三 角 阵 中 的 全 部 非 零 元 素 
都 将 包括 在 这 条 以 主 对 角 元 素 为 一 边 的 一 条 等 宽带 中 ,如 图 6, а. 二 维 等 带宽 存 


图 6.1 .二 维 等 带宽 存储 


储 就 是 将 这 样 一 条 带 中 的 元 素 , 以 二 维 数组 ,如 图 6. 1(2? 的 形式 存 鱼 在 计算 机 中 ,二 维 数 
组 的 界 是 nx 我们 以 具体 例子 来 说 明 这 种 存储 是 如 何 进行 的 。 图 6,2(a}) 为 一 个 假定 的 
8х8 刚度 矩阵 , 它 的 最 大 带宽 PD 一 4。 将 每 行 在 带宽 内 的 元 素 按 行 置 于 二 维 数组 中 ,图 
6. 2( 思 表示 的 是 原 刚 度 系 数 在 二 维 数组 中 的 实际 位 置 。 图 6. 2(c) 表 示 的 是 元 素 在 二 维 数 
组 中 的 编号 。 可 以 看 到 ,由 于 对 角 元 素 都 排 在 二 维 数组 的 第 一 列 , 因 此 二 维 数组 中 元 索 的 
列 数 都 较 原 来 的 列 数 有 一 错 动 ,而 行 则 保持 不 变 。 若 把 元 素 原来 的 行 , 列 码 记 为 i.j, 它 在 
二 维 数组 中 新 的 行 , 列 码 记 为 六 .六 ,由 有 
j =уу—{+1 (6.2. 1) 

如 原 团 度 元 素 К.Е E PE Кө. 

采用 二 维 等 带宽 存储 ,消除 了 最 大 带宽 以 外 的 全 部 零 元 素 , 较 之 于 沦 全 部 上 三 角 阵 大 
太 节 省 了 内 存 。 但 是 由 于 取 最 大 带宽 为 存储 范围 ,因此 它 不 能 排除 在 带宽 范围 内 的 零 元 
素 。 当 系数 矩阵 的 带宽 变化 不 大 时 ,采用 二 维 等 带宽 存储 是 合适 的 ,求解 也 是 方 合 的。 但 
当 出 现 局 部 带宽 特别 大 的 情况 时 ,采用 二 维 等 带宽 存储 时 将 由 于 局 部 带宽 过 大 而 使 整体 
系数 矩阵 的 存 赃 大 大 增加 ,此 时 可 采用 一 维 变 带宽 存储 。 


6.22 一 维 变 带 宽 存 储 


一 维 变 带 宽 存储 就 是 把 变化 的 带宽 内 的 元 素 按 一 定 的 顺序 存储 在 一 维 数组 中 。 由 于 
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它 不 搂 最 大 带宽 存 铺 ,因此 较 二 维 等 带宽 存储 更 能 节省 内 存 。 按 照 解法 可 分 为 按 行 一 维 变 
带宽 存储 及 按 列 一 维 变 带宽 存储 。 现 在 我 们 仍 浊 利用 图 6, 2ca) 中 的 系数 矩阵 ,进行 按 列 
的 一 维 变 带 宽 存 情 。 

按 列 一 维 变 带 宽 存 储 是 按 列 依次 存储 元 紊 , 每 列 应 从 主 对 角 元 素 直 至 最 高 的 非 零 元 
素 , 即 该 列 中 行 号 最 小 的 非 零 元 素 为 止 , 即 图 6. 2t4) 中 实 线 所 包括 的 元 案 。 由 图 可 以 看 出 
这 种 存储 较 二 维 等 带宽 存 钳 (图 中 虚线 表示 ) 少 存 了 一 些 零 元 素 , 但 是 对 夹 在 非 零 元 素 内 
HET- M 天 2, 天 se 等 出 必须 存储 .图 6. 2(2) 中 表示 的 是 这 些 元 素 按 列 在 一 维 数 组 中 的 
排列 。 

把 系数 年 阵 中 的 元 素 紧 凑 存 储 在 一 维 数 组 中 ,必须 有 辅助 的 数组 帮助 记录 咕 系 数 拒 
阵 的 性 状 ,例如 对 和 角 元 素 的 位 置 . 每 列 元 数 的 个 数 等 。 畏 助 数 组 Mat), MURER 
角 元 索 在 一 维 数组 中 的 位 置 。 对 于 图 6. 2(d) 的 一 维 数组 , 它 的 对 (8 十 1) 教 组 是 

М.[1,2,4,6,10,12,16,18,22] 
前 = 个 数 记 录 的 是 主 对 角 元 素 的 位 置 , 最 后 一 个 数 是 一 维 数组 长 度 加 Т. 

利用 辅助 数组 好 ,除了 知道 各 主 元 在 一 维 数组 中 药 位 置 以 外 ,还 可 以 用 以 计算 每 列 
元 素 的 列 高 N,, 即 每 列 元 素 的 个 数 , 以 及 每 列 元 素 的 直 始 行 号 m. 

N, = Ма +1) — MG) (6. 2.2) 
m = 1 — № + 1 
例 恕 求 第 四 列 元 素 个 数 N. 
N, = М(5) — М(4) = 10 — 6 = 4 
ЖИЖИ ЖАЗ ЖИ ТН Ns 及 ms 
N, =M) — М6) = 16 — 12 = 4 
т = 6—4 + 1]= 3 
有 了 辅助 数组 M 后 ,可 以 找到 一 维 数 组 中 相应 的 元 素 进 行 方程 组 的 求解 。 

一 维 变 带宽 存储 是 最 节省 内 存 的 一 种 存 赃 方法 ,但 由 于 寻找 元 素 较 二 维 等 带宽 存储 
复杂 ,由 此 程序 的 编制 亦 较 复 杂 且 计算 时 耗 用 的 机 时 较 二 维 等 带宽 存储 要 多 .因此 在 选用 
存储 方式 上 要 权衡 二 者 的 利 整 , 统 盘 考 虑 。 通 常 , 当 带宽 变化 不 大 ,计算 机 内 存 允 许 时 ,有 果 
用 二 维 等 带宽 存 情 还 是 合适 的 。 


6.3 高 斯 消去 法 


在 本 节 中 ,我 们 将 首先 讨论 通常 的 高 斯 消去 法 , 它 是 直接 解法 的 基础 ,而 高 斯 - 约 当 消 
去 法 则 是 它 的 变形 。 


6.3.1 高 斯 消去 法 


高 斯 循序 消去 法 的 一 般 公 式 ; 
对 于 及 阶 线 性 代数 方程 Ka 一 P, 需 进行 4 一 1 次 消 元 。 采 用 循序 消去 时 ,第 m 次 消 元 
以 m 一 1 次 消 元 后 的 第 m 行 元 素 作为 主 元 行 ,天 名 2 为 主 元 ,对 第 ; FARGAT 
公式 为 
“189. 


кет» 


кї? = KY — RETKY" (6.3.1) 
rnp 


[| 

式 中 天 加 ,P ，… 等 的 上 角 码 (mw) ,… 表 示 该 元 素 是 经 过 m 次 消 元 后 得 到 的 结果 。 同 样 ， 
"Шел m 次 消 元 后 的 系数 矩阵 和 载荷 阵 分 别 记 为 "及 Pw。(6. 3.1) 式 表明 第 
次 消 元 是 在 第 m—1 次 消 元 的 基础 上 进行 的 ， 

消 元 过 程 中 , 主 元 及 被 消 元 素 的 位 置 可 见 图 6. 3(ay。 图 中 阴影 部 分 为 已 完成 消 元 过 
程 的 元 案 , 主 元 行 以 下 的 拭 阵 是 待 消 部 分 。 在 进行 第 m 次 消 元 时 ,1~m 行 元 素 的 消 元 过 
程 已 经 完成 ,其 中 的 元 素 就 是 消 元 最 后 得 到 的 上 三 角 阵 中 的 元 素 。zm 行 以 下 的 元 素 消 元 
过 程 尚 未 结束 ,连同 э» 行 元 素 在 内 构成 一 个 待 消 的 方 阵 。 消 元 共 需 进行 * 一 1 次 。 


| — 
— (p) 


图 6.3 高 斯 消去 法 
消 元 完成 后 ,此 可 回民 求解 ,我 们 把 消 元 最 后 结果 记 为 KR”?=$,P"* 一 Vy,$ 为 上 三 
角 阵 , 回 代 公式 可 写作 


aa = 一 


Pe V. 
a 


а; =[Ре-> 2- У қозға [KYY (6.3.2) 


і-ін 
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=Í ү, = 5 Saas) fs. 
了 一 1 十 1 


{i = п —: l,a — 2,4 ,3.,2,10 


回 代 过 程 自 后 向 前 进行 。 当 回 代 求 解 а; Е ,а; ia, CARR. 回 代 示 意图 见 图 6. 30%) , 


阴影 部 分 为 已 求 得 解答 的 部 分 。 


在 计算 机 上 求解 时 ,为 节省 内 存 , 通 常 将 求 得 的 解答 a 放 在 PP 中 ,此 时 回民 公式 可 玻 


写 为 


Р, =[P,— > K,P,) /Ks 


Ci = y — lz — 2... 3, 2.1) 


(6.3.3) 


下 面 用 一 个 例题 来 说 明 高 斯 消去 法 的 进行 过 程 ,并 讨论 这 个 过 程 在 求解 结构 静 力 学 


问题 时 的 物理 意义 。 


Мі 图 6.4 中 所 示 的 简 支 梁 , 工 一 5,EI1 一 1, 用 差分 格式 求解 时 ,得 到 的 求解 方程 是 


B .=1Í 


7 81 a a, 4, 2 
ta) 
Н,-1 
4; а; а, Z 
(b; 
а 5 
27} F Í ri 
А А ё, 
(e) 
,了 
paT 
Ж E 
(dy “ 


图 6.4 梁 消 元 过 程 中 的 物理 模型 


5 一 站 1 ЗЕЙНЕЛ 0 

— 4 6 一 各 lila, | 

1 —4 6 --4||а: of 

Ü 1 — 4 5d la 0 

其 中 а-а, ВЕЖА НЕЕ. ҚӘНЕ ПІН ЕЕЕ К. ЕЖЕ 

桥 中 的 刚度 矩阵 有 共有 相同 的 性 质 。 因 此 (6. з. 4) 式 就 可 看 作 是 (6. 1. 1) 式 的 一 个 有 共 林 
例子 。 | 

用 高 斯 消去 法 求解 方程 (6. 3. 4》, 首 先 把 方程 全 作为 主 元 行 ,按照 (6. 3. 1) 式 ,对 于 被 


消 方程 @ 有 0-4. 
方程 @ 有 8-1-0 


HEDA 2-0. 0 
第 一 次 消 元 后 得 到 


(8.3.0 


K 一 : pu = 
0iC— 


Lo 1 一 4 5 


К, РОННИ СЯЛЯН EE т 次 清 元 后 得 到 的 结果。 AERA K, PORRE 
ЇЇ т КЎН Е, KE P 中 中 虚线 所 包含 的 方程 为 下 一 次 消 元 的 方程 组 , 称 为 待 消 
方程 组 。 

把 未 进行 消 元 的 初始 矩阵 记 为 站 ,PY , 上述 消 元 过 程 可 看 作 是 初始 矩阵 作 了 一 次 
线性 变换 , 即 前 乘 了 一 个 下 三 角 和 矩阵 LT 

ІПК = КО, LPP® = ро 

其 中 
0 


09091 

较 原 来 方程 组 阶 数 低 一 险 的 待 消 方程 组 可 以 看 作 是 另外 一 根 具 有 不 同 几何 特征 的 简 
支 梁 , 它 的 刚度 矩阵 是 K" 中 媚 线 包含 的 部 分 ,作用 有 P" 中 虚线 部 分 的 集中 载荷 ， 结 点 
位 移 有 es 一 +, 如 图 6.4(6) 所 示 。 这 根 梁 与 原 命题 的 梁 具 有 相同 的 aza sa 值 。 由 于 待 消 
方程 组 可 以 看 作 是 男 一 等 效 结构 的 求解 方程 组 ,因此 待 消 方 程 组 的 系数 矩阵 亦 具 有 对 称 、 
稀 朴 、 带 状 分 布 以 及 正定 、 主 元 占 优 势 的 特点 。 正 因为 如 此 ,在 消去 过 程 中 不 必 选 择 主 元 ， 
只 需 依次 循序 消去 即 订 。 
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继续 消 元 有 
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7 7 4 
s |7 00-1 
0 0 0 2 6 
L 261 22. 


第 二 次 消 元 后 的 待 消 方程 可 以 看 作 是 图 6. 4(c) 中 所 示 等 效 梁 的 求解 方程 , 它 具有 与 原 命 
题 梁 相等 的 位 移 cs 和 as。 第 三 次 消 元 后 的 最 后 一 个 方程 ,只 含有 一 个 未 知 量 cs 的 待 解 方 
程 可 以 看 作 是 图 6.4(d) 中 的 等 效 梁 。 
整个 求解 过 程 可 写作 
也 Ro = КӘ — $ 
Ly L; ДОР = Р = V 
得 到 最 后 求解 方程 
Ка = Р® 
由 上 式 最 后 一 个 方程 开始 ,1С(6.3. 2) 式 自 后 向 前 求 得 未 知 量 ayasvas 和 а, 


a82 a = 8/1 С 20/7)а, 12 
` 5⁄6 5? 3 15/7 5 
a = De — (Da, 113 0-(-Фа- (0а - (0)а, 8 
2 14/5 Tp т 5 5 
TERK n 阶 线 性 方程 组 (6. 1. 1) 式 ,经 过 nn 一 1 次 消 元 后 得 到 
Sa = V (6.3.5) 


ЗМЕНЕ. лико 
LL i K = S 
-i F- ar- (6. 3. 6) 
ҚАСЫ; Li ІР =V 
其 中 
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未 注 明 的 元 _ 
1 ФЕ 


— dm 1 


(6.3.7) 


ER L .就是 高 斯 消去 因 于 ,第 二 个 下 标 m 表示 第 m 次 消 元 时 前 乘 的 下 三 角 答 阵 La 
рї) ЖЖ. КИА Ко ERDER K i т 1 次 消 元 后 的 相应 元 素 。 


(6.3. 6) 式 可 以 简写 为 
L IK = S 
L ip = YV 
其 中 Н 
І = БЫ НЕ L) 
一 仍 是 一 个 下 三 角 惩 阵 ， 
《6. 3. 8) 式 可 以 写作 
| K = LS 
LT hce. 3. 10) 式 求 道 得 到 
L 一 ЕЕЕ, L,_, 
其 中 只 需 简 单 地 改变 L. 中 非 对 角 元 素 的 符号 就 可 以 得 到 


П 未 注 明 的 元 素 
1 HFR 
ы=т| “е” 1 
іе т 
[р т 
| ца 1 
(6.3. 12) 式 表示 的 工 矩 阵 是 
1 0 
ia 1 
la 1, 1 


“ға Ls іла 1 
Ljë — F FZ Е. 


(6.3. 8) 
(6. 3.90 


(6. 3.10) 


(6.3.10 


(6. 3. 12) 


(б. 3.13) 


(6. 3. 14) 


由 《6, 3. 1а 9), — ЕИ ВЕ K ОЯ 5—17 Е= ЯНЕ r. 0—1 
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上 三 角 短 阵 $ 的 乘积 。 由 于 有 限 单 元 法 中 系数 矩阵 帮 是 对 称 甜 阵 , 在 这 种 情况 下 分 解 得 
到 的 上 三 角 和 矩阵 5 ft FS óE L 存在 什么 关系 呢 ? 我 们 可 以 把 上 三 角 和 矩阵 $ 写作 
09-08. D ЯНЕ ЕВНА ЗЕР ВЖ а, = Su S ЖАНЕ КЕЯ 


Е 阵 , 它 的 对 角 元 素 为 1。 将 此 关系 代入 (6. 3.11) 式 得 到 . А 
K = 10% i 
ШТ K ЛЕВ, KK" ,可 以 得 到 ="， 因此 天 矩阵 的 分 解 可 以 写 为 I 
K = LDL" (6. 3. 15) 


2 对 于 例 1 中 的 方程 组 求 出 S.,L,D,V ER. 
根据 例 1 的 消 元 过 程 和 结果 ,我 们 可 以 直接 写 出 下 列 矩 阵 


[5 一 4 1 01 1 20 
14 16 4 
5 5 1 ç 1 
s = 15 20. L=] ү 8 
77 5. 7 1 
5 5 4 
L 0 61 0 14 70% 1 
r 5 И 1 “0 
5 0 
D= , V = <Š 
0 15 7 
7 7 
5. % 
6 


可 以 验证 S= DL: , 
分 析 上 述 求 解 过 程 ,可 以 得 到 高 斯 消去 过 程 的 一 般 规律 ， 
(1) нын 由 于 
Кт 


(m) __ im- 1) __ т-1) 
К? = Ке 7 качка 
K- 
(ш) __ н- 1) __ іт im- D 


женл Баяғы KOSK? , 则 可 由 上 面 的 关系 得 到 KP=KP. 因此， 
对 称 窍 阵 消 元 时 有 可 能 只 在 计算 机 中 存储 系数 矩阵 的 上 三 角 ( 或 下 三 角 ) 部 分 的 元 素 而 不 
必 存 储 全 部 系数 矩阵 。 

(2) 消 元 最 后 得 到 的 第 i 行 元 素 是 第 (i 一 1) 次 消 元 的 结果 , 即 

Ky D = КО = Sy, Рио = PHD шу, 

(3) 自由 项 列 阵 PP {ЛЕТИ ЕП BJ pu ЖЯ & ЖОЕ РЕНУАР. А 的 消 
元 可 以 与 系数 矩阵 六 同时 进行 ,也 可 以 在 消 元 完成 后 再 对 P 进行 消 元 。 

在 用 大 限 单元 法 解 题 时 ,车 有 多 组 载荷 , 即 多 组 P, 则 刚度 矩阵 只 需 进行 一 遍 消 元 。 
多 组 载荷 可 分 别 利用 消 元 后 的 结果 进行 消 元 和 求解 ,这 样 可 以 大 大 节省 求解 所 党 的 机 
时 。 Р 
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6.3.2 高 斯 - 约 当 消去 法 


一 般 的 高 斯 消去 法 是 将 方程 的 系数 矩阵 消 成 一 个 上 三 角 阵 ,而 后 进行 右 代 求解 。 高 
斯 - 约 当 消 去 法 是 将 方程 的 条 数 和 矩阵 消 成 一 个 单位 对 角 阵 ,这 样 经 消 元 后 的 自由 项 列 阵 就 
是 代数 方程 的 解 ,因此 高 斯 - 约 当 消去 法 没有 回 代 计 程 。 ТЯ ЗИП 1 中 的 方程 进行 
高 斯 - 约 当 消去 。 

Віз 用 高 斯 - 约 当 消 去 法 求解 例 1 中 的 代数 方程 。 为 了 方便 ,我 们 将 系数 矩阵 和 自 
由 项 列 阵 合并 为 一 个 增 广 和 矩阵 ,自由 项 列 阵 作 为 最 后 一 列 元 素 。 增 广 矩 阵 如 下 

5--4 1 0,0 
-4 6-4 111 
1--4 6-410 
0 1—4 510 


高 斯 - 约 当 消去 的 过 程 如 下 ， 
(1) 修正 第 1 行 元 素 , 使 主 元 为 1。 做 法 是 将 第 1 行 元 素 都 乘 以 175, 得 到 
1 — £ £ о 0 


тюе аза атаана еф яле ал+ аяатан 


LELETEETEETEETTETTETTETTETTETI 


EEL EE 


жота е чат 4... ............... 


‚з апи желе ешн кте ват+ачзы» 


‚сое Фев е Фо ета ит нк ъъя 


反 消 第 1 行 元 素 , 使 1 行 2 列 的 元 素 为 零 ,由 四 十 (475)。 国 得 到 


5 2 27 
10 7 7 了 | 

28 5 5 
91 7 14 14 


和 


СЗ) ИЯ 3 行 元 素 进行 消 元 ,将 第 3 行 中 第 1.2 两 个 元 家 都 消炎 , 故 消 元 党 进行 
“196. 


ЖЖ. W+) 外 得 到 


"те ланат тті яв яй аттана ттағетері ттт 


47 30 2 
0-4 % 7 7 


әчеаевата тал Фан ъй не өзі ттт ағ тте. 


[ 和 
1 20 8 
99 ç 7 7 


利用 第 3 行 元 素 反 消 第 1.2 行 元 素 , 使 该 两 行 第 3 列 的 元 素 为 零 。 首 先 反 消 第 1 行 ,由 
(D4- (05/75 + 8183] 


和 


反 消 第 2 行 元 素 用 图 十 (8/7) + 图。 结果 得 到 
r 
1 0 


© 
| 


© 

= 

о 
і 


© 

к=] 

= 
| 


cl ml со |ә 
| Sis ej 


(4) 对 第 4 行 元 素 也 进行 与 上 述 类 间 的 工作 。 首 先是 消 元 ,一 般 需要 进行 三 次 ， 
Ф+о - QD( 由 于 第 1 列 元 案 原 来 就 是 零 ,因此 这 次 消 元 实际 不 做 );@ 十 (一 1) 。@ 以 及 
Ф-а- Өзі 


тела яшн» Ее тта kanaa... 


ПАЗА Жз ита кюз алтан тенъ 
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第 4 行 元 素 乘 以 6/5 得 到 


CE 


талятаатечашн ачыт EE 


0001 = 
对 1~3 行 进行 反 消 ; 中 十 (2/3)， Ф; 加 十 (7/6)， © Ж@-+ (4/3) :外 ,最 后 得 到 : 

[1 соо $| 

отоо Ë 

0 0 1 O É 

0001 £ 


最 后 得 到 的 增 广 和 矩阵 , 它 的 最 后 一 列 就 是 线性 代数 方程 组 的 解答 ,右边 是 原 系 数 征 阵 
经 过 高 斯 - 约 当 消 去 后 得 到 的 单位 矩阵 。 
由 例题 可 见 ,对 于 一 个 я 阶 的 线性 代数 方程 组 ,循序 的 高 斯 - 约 当 消 去 法 的 执行 步骤 
如 下 : 
将 = 阶 线性 代数 方程 组 的 系数 矩阵 和 自由 项 列 阵 构成 [ax (十 1)] 阶 的 增 广 矩阵 误 
Кі K, + KLIK... 
Ka Ka "' к, Қ... 


ПЕ ЕЕЕЕЕТІРІІІІІ 


ERRER 着 自由 项 列 阵 
首先 将 第 1 行 元 素 的 主 元 天: 除 第 工行 所 有 的 元 素 , 使 天 中 =1 
КІР = К/К, G= 1.,2,+бе,л,п + 1) (6.3.16) 
以 后 的 第 2 一 = (ИЕК AFE 行 元 素 G 一 2,3，…m)， 
O 正 消 过 程 ”将 第 ; 行 元 素 中 的 前 ;一 1 个 元 索 消 为 零 元 素 , 即 要 使 KaK 
,i_! 消 为 等 元 素 。 消 元 血 进 行 ;一 1 次 ， 正 消 计 算 公式 如 下 ， 
KEO = (j= 1,2, — 1) 


КЗ» = K, 一 >K.K., = tl опт + 1) (6. 3. 17) 
(2) 使 第 i 行 主 元 К, 1 | 
K; = КУК (j= ii + l," m n + 1) (6. 3. 18) 
《3) RELE ”将 前 ;一 1 行 元 素 中 的 第 ; ERRARE MEE К,-К,---- 
天 -一 0。 反 消 亦 需 进行 ;一 1 次 ,计算 公式 如 下 . 
К.,-ҚК,-ҚК.К, (m = 1,2,=-, — 1) 


А 6. 3. 19 
() = 1.2," n ,n + L) ( 19) 
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B ;一 2 开始 ,重复 (1) 一 (3) 步 又 直 至 ;一 2 这样 得 到 的 增 广 矩阵 最 后 一 列 的 元 素 就 
是 线性 代数 方程 组 的 解 。 

值得 指出 的 是 ， 

d) 高 斯 - 约 当 消 去 法 在 形式 上 没有 回 疏 过程 ,实质 上 友 消 过 程 就 相当 于 高 斯 消去 法 
中 的 回 代 。 

(2) 高 斯 - 约 当 消去 法 最 后 得 到 系数 矩阵 是 单位 阵 , 不 能 像 高 斯 消去 法 那样 利用 消 元 
后 的 系数 矩阵 求解 多 组 载荷 ,在 高 斯 - 约 当 消去 法 中 多 组 载荷 , 即 有 多 组 自由 项 列 阵 ,可 以 
一 并 放 在 赠 广 矩阵 中 ,一 次 求 得 多 组 载荷 的 解 , MWA r ARH A EEA nX atr] 


К, К, ... K. Ку r" Кү... 
Кк, Ka К K, +1 К, + 
К, К. s.r K,, Kaati `... Кл. 

. 第 1 组 … 第 > 组 
系数 矩阵 自由 项 


有 关公 式 (6. 3. 17) 一 (6. 3. 19) 只 需 将 循环 下 标 由 ati A ntr ШЕ], 
6.3.3 二 维 等 带宽 存储 的 高 斯 消去 法 


1. 工作 三 角形 

对 于 阶 方程 组 ,通常 高 斯 循序 消去 法 的 第 m 次 消 元 是 以 第 m 个 方程 为 主 元 行 ,对 
它 以 下 的 第 mw 十 1 直至 第 ”个 方程 进行 一 次 消 元 修正 。 对 于 带 状 分 布 的 稀 朴 矩阵 ,每 次 消 
元 修正 有 什么 特点 呢 ? 我 们 仍 把 最 大 带宽 取 为 ОО. 图 6. 5 中 表示 的 是 一 个 = 阶 方程 的 系 
З ВЕ, ЗЕК УНЕ ЭЕ Р 的 狭长 区 域内 。 对 于 第 m 次 消 元 来 说 ,第 1 至 m 个 
方程 的 消 元 已 经 结束 . 即 ~m АЗАНЫ ЖЫНЫН ж.т 行 以 后 行 上 第 m 列 以 前 
的 相应 元 素 也 都 已 消 为 零 。 第 关 次 消 元 的 作用 是 以 m 行为 主 元 素 行 .消去 以 m+ R 
始 的 后 面 方程 中 的 第 m 列 元 素 。 由 于 非 零 元 素 的 带 状 分 布 ,因此 第 mx 列 存 在 非 零 元 来 的 
方程 最 多 上 只 可 能 是 包括 第 m 个 方程 在 内 的 共计 也 个 方程 ,以 后 的 方程 第 m 列 元 素 本 来 
就 是 零 元 素 , 不 需 消 元 ,因此 每 次 消 元 涉及 修正 的 方程 只 是 第 m 个 方程 后 的 DD 一 1 个 方程 
(第 加 个 方程 本 身 除 外 )。 对 这 D-1 个 方程 需 修 正 的 元 素 是 娜 些 呢 ? 如 对 т 个 方程 以 下 
的 第 工 个 方程 消 元 修正 ,所 需 修 正 的 元 案 仅 是 图 示 的 "个 元 素 ,J' ъ= р, AREN 
后 的 元 素 由 于 主 元 行 相应 的 元 素 为 零 而 不 需 修正 。 由 (6. 3, 14) 式 说 明 ， 


Kg 5 
кестік») р (6. 3. la) 


当 2>2т+0—1 时 ,由 于 KK 名 ?二 0, 因 此 修正 项 为 零 ; 当 >т В, BT KE 0 
而 修正 项 为 零 。 
由 以 上 分 析 可 见 , 每 一 次 消 元 所 需 修正 的 元 素 只 是 包括 在 m 行 元 素 下 面 的 一 个 三 角 


ке 一 KJ 一 


Q) 带宽 DD=( 结 点 :的 最 大 相关 结 点 础 其 十 1) X 结 点 自由 度数 
最 大 带宽 D= (Diya 1 一 1.3,-… nln ЖЕҢІН) 
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ç) 工作 三 角形 (с) 二 纵 等 带宽 存 贮 中 的 工作 三 角形 


图 6.5 ТЖ-ЯЖ 

形 内 ,我 们 把 这 个 三 角形 (包括 第 m 行 元 素 ) 称 为 工作 三 角形 。 工 作 三 角形 内 的 需 修正 的 
元 素 个 数 是 翅 DCD 一 1) 个 ， 由 于 考虑 了 元 素 带 状 分 布 的 特点 ,高 斯 消去 法 所 需 修正 的 元 
素 大 大 减少 ,提高 了 计算 效率 。 

2. 二 维 等 带宽 存 情 的 高 斯 消去 法 

军 状 稀 琉 拭 阵 采用 二 维 等 带宽 存储 时 ,对 通常 满 阵 时 的 高 斯 消去 公式 (6. 3. DRAR 
回 代 公式 (6. 3. 2) 应 作 两 方面 的 修正 。 

(1) 按照 二 维 等 带宽 存储 中 元 素 的 行列 码 代替 该 元 素 在 原 系数 矩阵 中 的 行列 码 ， 

D 按照 工作 三 角形 修正 消 元 和 回 代 公式 中 行列 码 变 化 的 界 ， 

З т KITE EGTER m 行 ,被 消 元 的 行 记 作 1 一 mm 十 工行 。 二 维 等 带宽 存储 时 ,元 
素 行列 码 由 原 系数 矩阵 的 KK ,行列 码 转 换 闫 系 见 (6. 2. 1) 式 。 对 消去 和 回 代 公式 
中 相应 元 素 行列 码 的 转换 见 图 6. 5 БУЯП Сс), 

按 上 述 原 则 改写 后 的 消去 公式 是 
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(m—1) (m – 1) 
ке - Кг? Күү ` Күлу 
"аст mHE KeU 
т] 


ím- 1} 
(т) — Рбт-1) Kmi- pm- 
Рот 一 m+! ке т 
ml 


《6. 3. 20) 


(т-1,2,е-и — 1) 
(1.2 n m Ë L =< D 1) 
(J = 1,2", D— L) 

Жн л 是 方程 阶 数 ;DD 是 半 带 宽 ;m 是 消 元 次 数 ; 上 是 主 元 行 第 m 行 以 下 被 消 行 的 行 数 :7 


是 每 行 中 应 修正 的 元 素 序 号 。 
回 代 公式 是 
Р, = р (6. 3.21) 
б, 
Р, — У\К,Р,.2-1 
P, = “к (6. 3.22) 
(m = п — 1,п — 2,-,2,1) 
у= (ер Ши-т--1ІС>Рр, р, = р 
Bären m jl Ша-т-Біз D, D, = n — m + 1 


其 中 m 是 回 代 次 数 ;J ЖЖЖ m TRAE Р„ 所 需 用 到 的 已 求 得 解 的 顺序 个 数 。 


6.4 三 角 分 解法 
6.41 三 角 分 解 定 理 
三 角 分 解 定理 Ин РЕВА 所 有 的 主子 式 


ПЗЕ 


а. б» 7" dna 
ВЛА, ШЕЕ А 必然 可 以 分 解 为 下 三 角 阵 工 和 上 三 角 阵 5 的 乘积 , 即 有 4 一 53S。 当 上 
sk S 为 单位 三 角 阵 时 ,这 种 分 解 是 唯一 的 , 称 为 Crou 分 解 。 
此 和 定理 可 由 数学 归纳 法 证 明 。 | 
ЖН КРА АЛЕ БЕЛЕ ЗЕ ТЫ ИНЕ K, ЖАПЕ ЕРЕ, ET 
REKTE ,符合 三 角 分 解 定理 的 条 件 , 因 此 系数 矩阵 必定 可 以 进行 三 角 分 解 。 由 6. 3. 1 
节 高 斯 消去 法 也 得 到 同样 的 结论 ，。 i 
如 (C6, 3.11) 式 所 表明 系数 矩阵 已 分 解 为 
K = LS (6.4.1) 
原 代 数 方程 组 Ка=Р 可 写作 
ISe = Р (6.4. 2) 
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高 斯 消去 过 程 相当 于 在 上 述 方程 两 端 各 乘 隐 定 阵 过 ' 


ZESa = L-'P (6. 4. 3) 
% ІЛР-Ұ (6.4.4) 
则 有 Se = У (6.4.5) 


式 中 5 是 外 经 消 元 后 得 到 的 上 三 角 和 矩阵 ;YF 是 自由 项 列 阵 了 ИНДЕ. 

HERRER K 06. 4.1) 式 进行 三 角 分 解 后 ,方程 的 求解 可 以 分 成 两 步 

1. ЖУ 

由 (C6. 4. 4) 式 可 得 

Ly = P (6. 4. 6) 

由 于 工 是 下 三 角 阵 , 求 Y REENE. 

2. ЖЯ ЖЖЖИ РИЙ а 

利用 (6. 4. DARE., ВРУ ЕЕЕ, Ка HERRER. 

向 前 回民 求 Y 及 向 后 回 代 求 # 的 过 程 示意 见 图 6.6. ЕЖУ 及 a 的 过 程 中 没有 消 元 


>! 


ka 向 前 阿 代 Жу 


МЇ! 


D В ВНК а 


lI 


向 前 回 代 


向 后 回 代 
I 
ч“ 


图 6.6 求解 V.a 示意 图 


由 上 述 过 程 可 见 , 三 角 分 解法 求解 线性 代数 方程 组 的 关键 是 对 系数 矩阵 进行 三 角 分 
Ж. НРК 是 对 称 和 矩阵 ,分 解 可 以 得 到 (6. 3.15) 式 
K = LDL' (6.3.15) 
其 中 D 是 对 角 阵 ,DL' 二 S$。 因此 三 角 分 解 主事 是 如 何 得 到 D 矩阵 及 L 矩阵 ， 


642 三 角 分 解 的 递 推 公式 
HT K=- LDL' ,根据 矩阵 乘法 规则 


K; = >d = Sma n (6.4.7) 
rm] 


r 一 1 
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вк, НЕЕ K.L. D,E Bj u. HT LL EARE AEA 
„=. FEAL 是 上 三 角 阵 ,因此 有 
当 r > £ f П--0 
уо jit П = 0 
ш K; K H L= Ж МЕЛ ЖН, /之 六 国 此 上 式 中 求 和 一 1 一 可 改 为 > 一 1 一 让 
R, (6, 4. 7?) 式 可 写 为 


(6.4.8) 


í i=] 
Ko = У)Па.л, = Упал + Пат, (6. 4. 9) 
L' 是 单位 上 三 角 阵 , 因 此 对 角 元 素 上 让 ==1。 由 上 式 可 得 递 推 公式 
і--1 
а = S, = K, — Уйад 
r= 
ії == S; d, (5. 4. 10) 
应 注意 到 
d, = Š; (6.4.11) 


进行 三 角 分 解 时 ,可 以 对 原 系数 矩阵 按 行 或 按 列 进行 分 解 。 由 于 系数 矩阵 的 对 称 性 ， 
只 需 分 解 系数 抢 阵 的 上 三 角 部 分 。 


1. 接 行 分 解 
具体 分 解 过 程 如 下 
第 1 行 i=1 
Su K, (221) 
di =S = К. 
B=Sy/dy ОО 
第 2 行 ізе? 
Sy=Ky—Hdull; (22) 
du =S 
Ip = S. /4, (>2) 
第 3 行 i=3 
3 一 天 5 一 Pd 一 上 (1223) 
d,,= 53 
ly Syda (23) 
第 ; 行 


S; = K, — Sina, n (7 = š) 
d, =S; 
u= Salda (>) 
在 三 角 分 解 的 计算 中 ,系数 年 阵 夺 只 需 存储 上 三 角 部 分 。 分 解 的 结果 ЕТ 仍 可 存放 在 
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K 中 , 逐 行 分 解 , 依 次 元 素 一 个 个 地 分 解 ,替换 原来 的 元 素 , 由 于 LV 是 单位 上 三 角 阵 ,对 角 
元 素 为 1, 可 不 存储 对 角 元 素 , 因 此 对 角 阵 DD 的 存储 可 占用 对 角 元 素 的 位 置 。 按 行 分 解 的 
示意 图 见 图 6.7, 


жән----- сеж 
Ë f 3 M 


图 6.7 按 行 分 解 示意 图 


2. 按 列 分 解 
上 基体 过 程 如 下 
第 1 列 j=l 
i=] da=Su=K,. 
第 2 列 7 一 2 


i=] бис-Кы Ши-бы/ди 
i=? аззəзбыи-Ка-Ша, 
第 3 列 7 一 3 
i=] Sys=K's Is=&8a/du 
2 5.=К„ Па = Sad 
1=3 аа=83= К. аа, 


第 了 列 
i l 
i<j 5,-К,- Убал E = S/ds 
r=] 


1—1 
i=j di = S = К, — Уат 


存储 形式 与 按 行 分 解 相同 арра Ж Z SOE BE K СЕЕ ЕЕ 
换 。 分 解 示意 图 见 图 6. 8。 
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EH 分解 


ааш 一 二 一 көн 


图 6.8 按 列 分 解 示意 图 


6.43 ” 当 和 矩阵 元 素 具 有 带 状 分 布 特 点 时 的 三 角 分 解 递 推 公式 


在 有 限 单 元 法 中 采用 三 角 分 解法 时 仍 需 著 虑 系数 矩阵 带 状 分 布 的 特点 。 现 以 按 列 三 
ЖОН УЫ БЛ, НД ЕН ЕШ. 
1. REE KRA ESETI 
ZAE ETEA ЖОЮ RETA ACE 6. 2. 1 节 中 得 到 
isi j=j-i+1 ` (6.2.10 
Яя", ЖЕНЕН ОЕ ЕВ ТТ Sli) 为 原 系 数 矩 阵 的 行列 码 。 
二 维 存储 的 带宽 为 DD, 并 令 = ==j 一 i 十 1, 递 推 公式 (6. 4. 10) 可 改写 为 


і-! 
j — T T 
s. = М рэ] La (24 7 < D) (6. 4.12) 
K, ( 当 r. D) 
ір = Saida . 
行 . 列 的 循环 周 界 亦 按 等 带宽 存 鱼 进行 修正 
¿= 2,3,--,п 
J -1,2,--.,0 (6.4.13) 


r=J+ i — D, — 1 
ЗІЛ ЛЕТТІ! 
2. ЖЕНЕ КЖ НЕВЕ 
设 т, 为 了 列 第 一 个 元 素 所 在 的 行 号 , 见 图 6.10. ЖР 了 列 的 第 一 个 元 素 
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0—9 ; D+ 


Ku 1 
(Su) 
Ci n =, 3 | m 
O j=ithit2en 0-1 H уп 了 二 12 
ғ-і-Б--1ө.1-1 к= ЈАР, ,il 
图 5.9 等 带宽 存 情 三 角 分 解 示 意 
Sw = K... (6.4. 14) 
i 列 其 他 元 素 
1—1 
Sa = К, 一 Ула, m, = max (m; ,9;) (6.4.15) 
由 C6. 4.14) 及 (6.4.15) 式 可 求 得 Li,D 中 的 各 元 素 : 
i—} 
I = 5/4, d, = Е, — Улпан (6,4. 16) 
RAPERE K 中 的 元 素 天 ;在 一 维 变 带 宽 存 情 A БАРУ Ж АСУ), 
N= MOD -+j—: (6.4.17) 


同样 可 以 利用 一 维 存 储 4 的 位 置 存放 分 解 后 的 L” 和 五 。 行 列 闻 的 对 应 关系 与 下 和 4 的 
对 应 关系 相同 。 

«Жї = НЕЕ ЖЛЕ L 和 厂 后 ,就 可 以 用 简单 的 向 前 向 后 回 代 求解 基本 未 知 
景 a。 由 于 分 解 后 只 存储 ЖО РЕП ASE S 矩阵 ,因此 式 (6.4.5) 可 以 改写 为 


DL'a = V (8.4.18) 
&#=р у ЖЕН ЗЕ, MG. 4. 180208155 
Lla = V (6.4.19) 
可 直接 向 后 回 代 求 解 a。 
三 角 分 解 后 的 求解 步骤 是 


(1) 由 LVY=P 向 前 回 代 求解 ¥。 
206. 


x pE ЧЕ 
* 到 中 其 他 元 来 


图 610 一 - 维 变 带 沉 存 屠 列 高 示意 
( 轮 席 线 以 内 元 素 按 询 顺 序 作 一 维 存储 》 


(2) 求 对 角 阵 D HERE D, D OBENA ТАЖ di --1/4;. 

(3) H V=D V 求 修正 的 分 解 后 载荷 阵子 。 

(4) 由 La= 了 向 后 回 代 求解 基本 未 知 量 a, 

按 列 和 按 行 的 三 角 分 解法 计算 量 大 致 相当 。 按 列 的 三 角 分 解法 在 一 维 变 带宽 存储 中 
较 按 行 的 三 角 分 解法 少 运 算 一 些 零 元 素 。 如 图 6.11 中 所 示 , 虚线 轮廓 中 的 元 素 为 按 行 分 
佣 时 需 计算 的 元 素 , 实 线 轮廓 中 的 元 素 为 按 列 分 解 时 所 需 计 算 的 元 素 , 后 者 较 前 者 可 多 排 
除 一 些 在 每 列 第 一 个 非 零 元 素 前 的 零 元 素 ( 图 中 用 表示 ) , 国 此 实际 运行 中 采取 按 列 分 
解 较 好 。 


6.44 ”高 斯 消去 法 与 三 角 分 解法 的 比较 


高 斯 消去 法 分 为 消去 过 程 和 回 代 求解 过 程 两 部 分 。 三 角 分 解法 由 形式 上 看 似乎 没有 
消去 过 程 ,只 有 回 代 求解 过 程 .但 三 角 分 解法 在 回 代 求解 前 必须 有 系数 矩阵 进行 三 角 分 解 
的 过 程 ,其 实质 就 基 高 斯 消去 法 中 的 消去 过 程 。 由 于 这 两 种 解法 都 是 用 的 高 斯 消去 原理 ， 
因此 它们 的 运算 量 基 本 相间 .但 在 计算 机 上 执行 时 ,对 相同 的 系数 年 阵 三 角 分 解 消耗 的 机 
时 却 比 高 斯 消去 法 要 少 。 这 大 由 于 系数 答 阵 都 以 一 维 或 二 维 数组 的 形式 贮存 在 计算 机 的 
内 存 中 ,对 一 个 元 素 进 行 运算 时 , 需 经 过 由 数组 中 取出 该 元 素 ,以 及 运算 后 将 该 元 素 再 送 
回 数组 中 去 的 取 数 和 送 数 过 程 ,需要 消耗 一 定 的 机 时 。 三 角 分 解法 运算 过 程 中 取 送 数 的 次 
数 少 ,每 个 元 素 的 分 解 都 是 一 次 完成 。 而 采用 高 斯 消去 法 时 ,一 个 元 素 的 消 元 要 取 送 1~ 
DD 一 1 次 。 因 此 采用 三 角 分 解法 较 高 斯 消去 法 能 节省 计算 时 间 ，。 
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| КАРЕН ЕЕ АЯ 

СОЕ БА 
| x Fir 2 ИШЕ О ЕШМ ПЛ Ж 
i CERRAR) 


图 6.11 一 维 存 情 三 秀 分 解 参加 运算 元 素 图 
семи ты» 


65 追赶 法 


在 一 维 问题 中 , 若 每 个 结 点 只 有 1 个 自由 度 且 无 分 丸 情况 , 则 结构 刚度 矩阵 将 是 一个 
三 对 角 阵 , 即 非 零 元 素 只 存在 于 主 对 角 线 及 其 两 俩 的 二 条 对 角 线 上 ,求解 方程 有 如 下 形式 


Ë, с 0 a, ) ы 
dı 5; Сі аҙ ps 
4 b, ©з 43 Рз 
` `> ` ЕЕ 
0 d,s | Б, С,-1 а. Pai 
L d, b, 1 4, P> 
每 个 结 点 只 有 一 个 转角 自由 度 的 连续 梁 就 是 这 种 情况 。 由 于 这 类 方程 系数 分 布 的 特点 ,可 
用 十 分 简单 的 “ 追 许 法 ”求解 。 


追赶 法 原理 如 下 :如 线性 代数 方程 组 Ка = Р 为 三 对 角 方程 组 ,首先 将 系数 类 阵 进 行 


分 解 
K = LS 


EPERE LAS 的 形式 如 下 
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Б % | 
а, 4, 
| ФБ 
d, L, 
0 
L 1 了 
- -f (6.5.2) 
1 S, 
1 S, 
s= 1 Ss 
Ü 1 - 5,3 
14 


可 以 看 到 工 是 一 个 下 三 角 和 矩阵 , 它 只 在 二 条 对 角 线 土 有 非 零 元 素 。 副 对 角 线 上 的 元 素 就 
是 原 系数 和 矩阵 相应 副 对 角 线 上 的 元 素 。S 蚌 单 位 上 三 角 阵 ,也 只 在 二 条 对 和 角 线 上 分 布 有 非 
Жж. WELAS 中 的 元 素 由 下 列 关系 式 确定 ; 


Ёр =b, | 
5; 一 ci/ {i = 1.2.--.н -- 1) (6. 5. 3) 
La = б 一 4,5, | 


这 种 矩阵 分 解 就 县 一 种 特定 的 三 角 分 解 。 
矩阵 分 解 后 ,与 三 角 分 解法 相同 ,由 (6. 4. 6) 式 ТУ =Р 求解; 由 (6. 5.5) 式 Sa=V Ж 
解 a。 具 体 计算 公式 是 


V. = Pil | 
V, = (Р, — dV G = 2,8) | (6.5.4) 
a, = V, 

di = V, — бан G =a — l,n— 2,2,1) | (6. 5. 5) 


用 (86. 5. OAA V ЫЫ, УВ "АЕ: Н (6. 5. 5) Жа 是 向 后 回 代 , 称 为 
“ 赶 ?的 过 程 , 因 此 此 法 称 为 追赶 法 。 

在 有 限 元 法 中 系数 矩阵 天 是 对 称 和 矩阵 ,因此 ==c;,(6.5.3) 式 中 的 ci 可 以 收 为 di。 这 
种 追赶 法 ,分 解 的 窑 阵 可 占用 原 系数 矩阵 的 位 置 ; 求 出 的 VY 和 a 可 利用 愿 方程 自由 项 PP 
的 位 置 。 

以 上 是 每 结 点 一 个 自由 度 的 情况 ,对 于 每 结 点 名 个 自由 度 的 梁 元 以 及 旋转 对 称 党 , 则 
求解 方程 (6. 5. АНН. әс, ia: 及 天 是 一 些 子 矩阵 。 例 如 旋转 对 称 过 ,每 个 结 点 有 3 
ЛАН, Ша, Р, ЖО хз) ГЕ БЕ, bocd ЗХ З) Е ВЕ, 由 于 系数 矩阵 的 对 称 
性 ,& 一 滞 。 在 此 情况 下 求解 公式 如 下 : 

由 《6. 5. 1) 中 第 一 式 可 得 

а, 一 БСР, — ta) 
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代入 第 二 式 得 到 
a, = b, 1 (Ë, — ea) 
其 中 Ë, = Б, — «Қт, 
P, = P, 一 «ЫР, 


一 般 公式 为 _ | 

а; = (Р, — са) G = 1,2,' n — 1) (6. 5. 6) 
其 中 š, = b, 一 єт үс, 

Ё, = Р, — er bi P, (6.5.7) 
并 且 有 а 

ë, = b,, Ё, = Р, 
最 后 得 到 а, БР, (6.5.8) 
求 得 a, 后 + 可 由 (5.5. 6) 式 回 代 求 得 niria- 2 15 


6.6 分 块 解法 


采用 有 限 元 法 求解 时 ,为 了 达到 一 定 精度 要 求 , 往 往 离散 模型 划分 的 单元 较 多 , 结 点 
和 结 点 自由 度 相应 很 多 ,得 到 的 求解 方程 险 数 一 般 都 很 高 ,系数 矩阵 往往 不 能 全 部 进入 计 
算 机 内 存 。 这 一 忆 要 讨论 的 分 块 解法 和 下 一 节 的 波 前 法 是 解决 计算 机 内 存 容 量 不 够 时 的 
两 种 较 好 解法 。 


6.6.1 对 高 斯 消去 法 进行 再 分 析 


线性 代数 方程 组 Ka=P 经 过 一 1 次 消 元 后 得 到 5а-У.5 Е-Е. ЖЕУЕ 
中 第 i 行 元 素 ( 即 第 ; 个 方程 ) 只 经 过 它 以 上 的 i 一 1 ТЕЛ ЕН HEE ;因此 第 i 
行 元 素 是 ;一 1 次 消 元 后 的 结果 , 即 
Ss= Kg U = кұ» 


V. 一 Р-р 一 pu-p (6. 6. 1) 
由 于 系数 矩阵 下 是 对 称 扼 阵 , 消 元 公式 (6. 3. 1) 式 可 写 为 
Кк? = Km- Ka” = е? = Keo Smi ç | 
а) 17 кес» ну 11 А т т) 
4 (6. 6.2) 
PP? = Рі") 一 Ка ОРС» = P-D) 一 Sey, 


由 上 式 可 以 注意 到 第 m 次 消 元 对 元 素 KIO R P 的 修正 都 是 利用 了 m 行 元 素 , 而 第 
т 行 元 素 经 过 m 一 1 次 消 元 已 达到 了 消 元 的 最 终结 果 。 在 上 式 中 我 们 将 已 达到 消 元 最 终 
结果 的 元 素 表 达 为 8 和 站 矩阵 中 的 元 素 。 
由 于 系数 矩阵 带 状 分 布 的 特点 ,对 KK; 的 有 效 消 元 次 数 是 以 ) 一 六 十 1 行 作为 主 元 行 
开始 至 ;一 1 行 作为 主 元 行为 止 ,因此 系数 矩阵 中 一 个 元 素 的 全 部 消 元 过 程 可 表示 为 
SK SA S.S; 


m= — [1+ 1 


其 中 天 ;是 床 系 数 矩 阵 中 的 元 素 。 考虑 到 系数 矩阵 是 由 单元 刚度 抱 阵 集合 而 成 ,因此 元 素 
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(m > 1) (6. 6. 3) 


KK 可 以 表示 为 DK XE G. 6. 3) 式 可 以 进一步 表达 为 ， 


SA 525. Z= 1) (6.6.4) 
85; 一 Ук; -- > S. (эп > 1 . 6, 


(6. 6. 4) 式 表示 了 元 素 KK, 全 部 的 集成 和 消 元 最 后 演变 为 5; 的 过 程 , 公式 右 端 第 一 个 和 式 
表示 了 天 ,元 素 的 集成 过 程 ,第 二 个 和 式 表 示 及, 逐次 消 元 的 过 程 . 同 理 可 以 写 出 自由 项 列 
降 的 集成 和 消 元 过 程 , 自由 项 列 阵 在 有 限 单元 法 中 就 是 等 效 结 点 载荷 列 阵 

V. = рео = ур У) беу, (m > 1) (6.6.5) 


ma j Dl 


(6. 6. 5) 式 中 第 一 个 和 式 代 表 结 构 等 效 结 点 载荷 阵 由 单元 等 效 结 点 载荷 集成 的 过 程 ,第 二 
个 和 式 是 逐次 消 元 的 修正 ， 

在 有 限 单元 法 中 , 一般 解 题 过 程 是 先 和 集成 后 消 元 , 即 先进 行 第 一 个 和 式 , 将 结 榴 刚 度 
矩阵 和 等 效 结 点 载荷 列 阵 全 部 集成 完毕 ,然后 进行 消 元 , 即 执行 第 二 个 和 式 。 由 于 连续 体 

”离散 时 分 的 单元 很 多 ,刚度 矩阵 在 计算 中 将 占有 相当 大 的 内 存 . 往 往 由 于 中 小 型 计算 机 内 

存 不 足 而 使 有 些 问 题 不 能 求解 。 采 用 分 块 解法 可 以 解决 计算 机 内 存 不 足 的 矛盾 。 

分 析 公式 (6, 6. 47 和 (6. 6. 5) 可 以 得 到 以 下 结论 : 

(1) 结构 刚度 矩阵 上 中 的 元 素 K; 的 集成 和 消 元 可 以 交替 进行 ,未 集成 完毕 其 至 尚未 
集成 的 元 素 也 可 以 先进 行 消 元 ,然后 继续 集成 ,不 必要 在 全 部 元 素 集成 完毕 后 再 消 元 。 

(2) 矩阵 方程 中 的 某 行 元 素 如 第 六 行 ,只 要 本 身 的 集成 和 消 元 都 已 完毕 ,就 可 以 作为 
主 元 行 对 它 以 下 的 DD 一 1 行 完 成 消 元 作用 ( 见 图 6. 5)。 对 于 被 消 元 行 (第 六 十 1 行 到 
台 十 避 一 1 行 ) 则 不 一 定 要 求 元素 集 成 完毕 。 也 就 是 说 ,不 论 被 消 元 行 的 元 素 集 成 (公式 
(6.6. DRG. 6. 5) 中 的 第 一 个 和 式 ) 与 将 ,消去 过 程 ( 公 式 (6. 6.4) (6. 6.5) 中 的 第 二 个 
和 式 ) 都 可 以 进行 ， 

(3) 第 着 次 消 元 只 涉及 包括 第 mm 行 元 束 在 内 的 一 个 有 效 消 元 区 共 品 个 方程 .对 于 mm 
行 以 前 的 元 素 ( 已 消 元 完毕 ?和 m+ D—1 行 以 后 的 元 素 ( 消 元 有 效 区 以 外 的 元 紊 ) 是 否 保 
留 在 计算 机 内 存 中 ,对 第 m 次 消 元 没有 影响 。 

(4) PREHRANE K 还 是 对 自由 项 列 阵 请, 每 个 元 素 在 消 元 过 程 中 逐次 修正 用 
到 的 元 素 都 是 集成 和 消 元 已 全 部 完成 的 元 素 , 即 消 元 的 最 终结 果 , 因 此 与 消 元 过 程 中 的 中 
MAREX. | 

在 这 些 结论 的 基础 上 ,我 们 建立 分 块 求解 的 基本 思想 。 


6.6.2 分 块 解法 


对 高 斯 消去 法 的 再 分 析 可 知 结构 刚度 矩阵 天 不必 全 部 进入 内 存 ,可 按 计算 机 允许 的 
内 存 将 结构 刚度 矩阵 分 成 若干 块 ,性 次 进入 内 存 。 在 每 块 中 刚度 第 阵 的 元 素 先 集成 后 消 
元 。 

以 二 维 等 带宽 存储 为 例 , 只 要 网 格 的 结 点 编号 ,单元 扫描 合理 ,很 容易 做 到 进入 内 存 
的 系数 短 阵 只 有 最 后 的 品行 元 素 集成 尚未 完毕 。 若 内 存 介 许 存储 NQ 行 元 素 ( 占 内 存 МО 
XD): ШЕ NQ 一 DD 行 都 已 集成 完毕 ,可 以 作为 主 元 行进 行 循序 消 元 , 消 元 波及 NQ 一 1 
行 。 然 后 将 内 存 中 已 完成 集成 和 沸 元 的 元 素 ( 前 wQ 一 五 行 ) 移 出 内 存 。 最 后 的 万 行 元 束 
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是 未 完成 集成 和 消 元 的 , 称 为 公共 区 ,公共 区 和 下 一 块 系数 矩阵 -起 在 内 存 中 继续 集成 和 
消 元 ,如 此 进行 直至 全 部 系数 矩阵 集成 和 消 元 完毕 。 

癌 代 求 解 可 逐 氧 自 下 而 上 地 进行 。 

系数 矩阵 在 内 存 中 的 分 块 示意 见 图 6. 12。 

分 块 解法 的 特点 : 

(1) 在 每 一 分 块 中 ,系数 矩阵 的 元 素 先 集成 后 消 苑 。 

《2) 从 求解 的 全 过 程 上 看 ,系数 矩阵 的 集成 和 消 元 交替 
进行 。 

当 计 算 机 有 外 存 可 用 对 ,移出 的 系数 矩阵 可 按 块 存 入 外 
存 , 求 解 时 再 由 后 向 前 逐 块 调 入 内 存 , 这 样 分 块 解法 较 …- 次 集 
成 和 消 元 只 多 消耗 一 些 计算 机 内 外 存 交换 的 时 间 ,但 却 能 达 
到 求解 大 型 问题 的 要 求 。 

在 理论 上 只 要 内 存 人 允许 的 МОР, ЖЕ ЕЕ 
行 .这 种 扩大 解 题 的 能 力 在 理论 上 也 是 无 限制 的 ,因为 分 块 的 
块 数 并 无 数量 限制 。 实 际 上 只 有 当 多 许 内 存 NQ 有 一 个 相当 
数量 时 ,求解 的 效率 才能 较 高 , 咨 则 内 外 存 交 换 的 时 间 将 占 较 
大 的 比重 。 г 

在 计算 机 无 外 存 可 用 的 情况 下 ,分 块 解法 仍 可 进行 ,只 是 
移出 内 存 的 系数 矩阵 无 法 保留 , 回 代 求 解 时 需要 再 次 形成 ,这 
样 就 以 多 耗 机 时 为 代价 来 扩大 解 题 能力 。 | 

自由 项 列 泗 由 于 占用 内 存 不 多 ,一 般 不 必 采用 分 块 形式 ， "912 Я 
但 也 可 以 与 系数 矩阵 同步 进行 分 所 ,做法 是 相同 的 。 

三 角 分 解 亦 可 采用 分 块 解法 , 它 的 基本 思想 和 特点 也 完全 如 上 所 述 。 


6.6.3 程序 框图 


分 块 解法 的 程序 实现 十 分 简单 .以 二 维 等 带宽 存储 的 高 斯 消去 法 为 便 , 只 要 加 一 些 简 
单 的 控制 语句 就 可 实现 分 块 求解 。 

程序 的 特点 是 : 

(1) 只 需 给 出 系数 矩阵 的 允许 内 存 4, 分 块 可 自动 进行 ,不 要 事先 人 为 地 分 均 。 当 计 
算 的 问题 较 小 时 就 是 通常 的 一 次 集成 和 消 元 。 当 计算 的 问题 较 大 时 则 自动 进行 分 抉 。 

(2) 分 块 是 以 用 满 多 许 内 存 4 为 原则 ,因此 当 А 按 计算 机 许可 的 最 大 内 存 给 出 时 
〈 指 可 供 系 数 窍 阵 用 的 最 大 内 存 ), 分 块 解法 能 充分 利用 计算 机 的 内 存 自动 分 块 。 

O 在 理论 上 ,系数 怎 阵 在 计算 机 内 的 允许 内 存 4 只 要 大 于 DC(D 十 1) ,分 块 解法 就 
能 实现 。D 是 求解 问题 中 系数 第 阵 包括 主 元 在 内 的 半 带 宽 。 因此 最 小 内 存 要 求 与 带宽 有 
关 。 结 点 自由 度 仍 接 结 点 编码 顺序 自然 排列 ， 

程序 的 简单 框图 见 图 6. 13, | 
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计算 МО-А/р 


对 前 N@@ 一 号 行 
ШАН ЖОЛ ЗЕТ. 


Я ЛЕВ 
ЖЕМІНЕ 


将 NQ 一 品行 元 素 送 入 
| 外 存 并 记录 块 数 | 
二 最 后 品行 元 素 ( 公 共 区 } 


”上 移 至 内 容 顶 部 
一 一 一 了 24 


ЖАНАР, 


回 代 求解 


图 6.13 分 瑞 解 法 简单 框图 


67 Ж 前 法 
6.7.1 波 前 法 


采用 高 斯 循序 消去 法 和 三 角 分 解法 时 ,方程 一 般 都 按 结 点 自然 编导 顺序 排列 .在 有 些 
情况 下 接 自然 硕 序 的 带宽 很 大 而 中 间 夹 有 很 多 零 元 素 ,如 复 连 通 域 的 问题 。 造 成 工作 
三 角形 很 大 ,这 时 可 以 采用 波 前 法 。 

波 前 法 解 题 的 特点 是 : 刚 交 矩阵 下 和 载荷 列 阵 了 不 按 自 然 编号 进入 内 存 而 按 计 算 时 
参加 运算 的 顺序 排列 :在 内 存 中 只 保留 尽 可 能 少 的 一 部 分 站 和 严 中 的 元 素 。 

下 夯 我 们 将 以 图 6.14 中 的 简单 例子 说 明 被 前 法 求解 的 原理 和 步 又 。 

例题 图 6.14 中 连续 体 共 划分 4 个 单元 ,有 个 结 点 。 恨 定 每 个 结 点 兵 有 一 个 自由 
度 ( 例 如 温度 场 的 计算 ) ,因此 自由 度 编码 与 结 点 编码 相同 单元 扫 措 次 序 按 单元 编码 顺序 

计算 过 程 如 下 ， | | 

1. Ж ИЕА Ж. pR BF SE B: K 252855 ӨЛЕР ЕНЖАР ЫНТЫ. im 
首先 扫描 单元 中 ,进入 内 存 的 元 束 见 图 6.15). 
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在 下 和 王 中 集成 尚未 完毕 的 自由 度 称 为 活动 变量 ;集成 完毕 的 自由 度 称 为 不 活动 恋 
量 。 不 活动 变量 可 以 作为 主 元 行 对 其 它 非 主 元 行 的 欧 素 进行 消 元 。 | 

内 存 中 存储 刚度 年 阵 站 元 素 的 三 角形 称 为 波 前 
三 角形 。 在 流 前 三 角形 中 活动 变量 和 主 元 按 一 定 顺 序 0 
构成 波 前 。 波 前 中 变量 的 个 数 叫 作 波 前 数 , 记 为 亚 。 

图 6. 15(а) н, у 2,4,5, Ў ТУ = 3. 

2 核查 哪些 自由 度 已 集成 完毕 ,以 集成 完毕 的 自 
H BE i 作为 主 元 对 其 它 行列 的 元 素 进行 消 元 修正 ， 

Æ 6.1500) +, АНЕ 4 已 集成 完毕 ,是 不 活动 变 
其 ,现在 作为 主 元 ,用 人 @ 表 示 。 主 元 行 元 素 人 @, 不 再 变 ; 
化 ,对 其 它 行列 元 素 进行 消 元 修正 。 оо Ф Фа йн 

3 对 其 它 行列 元 素 进行 消 元 修正 后 , 主 元 已 完成 图 6.14 例题 
消 元 作用 ,将 主 元 行 有 关 元 素 К„.Р, 送 入 外 存 ; 共 有 
WHITE. EERE, A 6. 15(c) 。 

送 入 外 存 的 元 素 是 代数 方程 组 中 一 个 方程 的 系数 和 自由 项 

К.а, + Kaas Tor + Kia, + ен = Р, 

方程 由 哪些 自由 度 (asas…ea，…) 组 成 是 由 主 元 行 辕 行 未 送出 内 存 时 的 波 前 决定 ,因此 
在 把 主 元 行 的 元 素 送 入 外 存 前 需 记 录 有 关 信 息 :(1) 主 元 号 4,(2) 主 元 在 波 前 中 的 位 置 
I,(3) 波 前 数 W。 以 后 需要 用 这 组 信息 来 恢复 波 前 。 

送出 主 元 行 @ 行 前 ,这 组 信息 为 4=4; I= W 一 3。 

4. 重复 步骤 1 一 3, 将 全 部 单元 扫描 完毕 。 全 部 扫描 过 程 内 存 中 的 情况 见 图 
6. 1500) (e), 
”在 最 后 一 个 单元 扫描 完成 后 ,内 存 中 全 部 自由 度 都 已 集成 完毕 ,如 图 6. 15 Се) ,此 时 
可 直接 消 元 后 回 代 求解 ,得 到 最 后 内 存 中 几 个 未 知 量 a 的 解 。 

在 消 元 过 程 中 得 到 一 组 АЛУ 信息 如 下 ， 

А I W ( 送 入 外 存 元 素 ) 

3 (K, i=1~4) 
4 «Қы і-і--5) 
3 (K, і-іс--4) 


1 


4 2 
5 2 
6 3 

5. 回民 求解 

按 消 元 的 顺序 ,由 后 向 前 逐个 恢复 波 前 , 调 入 送 到 外 存 的 元 素 ,依次 回 代 求 解 。 

恢复 波 前 需 利用 АЛУ 信息 。 在 现 有 内 存 基 础 上 根据 4.7 可 和 将 自由 度 A 插 在 位 置 了 
土 ,然后 根据 玉 取出 前 家 个 自由 度 即 为 恢复 的 上 一 个 波 前 。 恢复 一 个 波 前 就 顺序 由 外 存 
调和 一 组 元 素 ( 后 调 出 的 元 素 先 调 入 ) ,依次 求 出 方程 组 的 解 ， 

本 俩 中 最 后 内 存 中 的 波 前 为 2,3,1, 消 元 后 解 出 未 知 量 a ,asya，， 利用 最 后 一 组 47W 
信息 6,3,3 恢复 上 一 个 波 前 :增加 自由 度 5 在 第 3 的 位 置 上 , 波 前 数 为 3, 即 2,3,1 一 2,3， 
6,1=>2,3,6 HA K G= 1—4), 相当 于 得 到 方程 

Kaa: + Kua, + Куа, = К, 
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2 x 
PHRAO 
5 x 
ж 
3 x 


GESAT 


(b) 


自由 度 5,6 同时 集成 完毕 ,分 二 步 进行 ,每 次 一 个 主 元 


саз 


@ x . 82 
扫 措 单元 @® (5) х Da 
@ x a, 


全 部 扫描 完毕 依次 请 元 ,回民 求解 


图 6.15 波 前 法 解 题 示意 图 


аға, 已 在 上 一 个 波 前 解 得 ,由 上 列 方程 可 解 得 as。 然 后 再 推出 前 一 个 波 前 ,用 相同 的 方法 
求解 一 个 新 进入 的 自由 度 ,由 后 向 前 直至 全 部 求解 完毕 。 过 程 如 下 所 示 
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А I W 波 前 ША 求解 
(最 后 内 存 中 } 2,3,1 / а; as G 
6,3,3 2,236 KaU T) а; 
5,2,4 2,5,3.6 Ks(5 个} а, 
4,2,3 2,4,5 Кыа) а, 
由 上 述 解 题 过 程 可 见 ,保留 在 内 存 中 的 波 前 区 ,包括 波 前 三 角形 与 自由 项 列 阵 , 它 的 
大 小 与 结 点 编码 无 关 而 与 单元 扫 岳 的 次 序 有 关 , 为 了 确定 不 活动 变量 , 需 先 记 下 每 个 结 点 
的 相关 单元 数 ,这 只 需 事先 把 单元 扫 摘 一 遍 即 可 解决 。 一 般 波 前 法 扫描 可 以 有 两 种 次 序 : 
(1) 按 单元 编码 顺序 扫描 。 上 述 例题 就 是 如 此 。 
(2) 按 自由 度 进入 内 容 的 涛 序 , 保 证 先进 入 内 存 的 自由 度 首 先 集成 完毕 作为 主 元 退 
出 波 前 。 即 按 先 进 完 出 的 次 序 进行 扫描 。 
前 者 扫描 方便 ;后 者 恢复 波 前 较 简单 , 波 前 区 较 小 ,但 需 多 耗 扫描 时 间 。 


6.7.2 波 前 法 与 分 块 解法 的 比较 


分 正解 法 和 波 前 法 都 是 解 大 型 线性 代数 方程 组 时 解决 计算 机 内 存 不 驶 时 的 方法 。 它 
们 的 简单 比较 如 下 ， 


分 块 解法 波 前 法 
D 自由 度 集 成 完 一 批 消 去 一 批 。 D 自由 度 集 成 完 一 个 消去 一 个 。 
@ 允许 内 存 大 于 DLD 十 1) 即 可 求解 。 D 内 存 大 于 最 大 波 前 区 就 可 求解 。 
能 充分 利用 内 存 。 内 存 要 求 出 分 块 解法 要 小 。 
@ 内 外 存 交 换 次 数 较 少 。 Әт Ж. 
D 无 外 存 时 也 能 求解 。 Ф 无 外 存 时 不 能 求解 。 
©) 程序 实现 简单 。 D 程序 编制 较 复 杂 。 


波 前 法 和 分 抉 解 法 的 基本 思想 都 是 基于 对 高 斯 消去 法 的 再 分 析 上 ,由 先 集 成 后 消 元 
发 展 到 集成 和 消 元 交替 进行 。 基 于 这 种 分 析 , 派生 出 的 各 种 解法 是 不 少 的 ,不 同 的 解法 各 
有 特点 ,但 基本 思路 则 相同 ,因此 向 握 了 系数 第 隆 可 以 分 块 进入 内 存 的 特征 ,了 解 各 种 不 
同 解法 或 作 某 些 改进 都 是 不 困难 的 。 


6.8 ”和 雅 可 比 渤 代 法 和 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 


当 线 性 方程 组 的 阶 次 很 高 ,用 直接 解法 可 能 误差 较 大 ,或 希望 改进 直接 解法 得 到 的 解 
的 精度 时 ,可 用 迭代 法 。 

下 面 用 一 个 简单 的 例子 说 明 送 代 解 法 的 基本 思想 。 

例 1 用 选 代 法 求解 线性 方程 组 
10, — 4z, + z, = 0.5 
— їх + 125; — 4r; + z, = 1.2 
жі — ёл, + 1003 — Ал, = 1,3 
Z — 4r; + l0r, = 3 
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上 述 线性 方程 组 的 第 阵 表 达 式 为 


Ах-% @) 
其 中 ЖЖ 
xT = [e т; >; z] 
ИЖ ВЕ 
10 一 4 1 0 
—4 12 —4 1 
A= 
i —4 12 —4 
0 1-4 10 
自由 项 列 阵 
Б = [0.5 1.2 1.3 37 
此 方程 组 的 精确 解 


x= [0.1 0.2 0.3 0.41 


现 用 迭代 法 求 此 线性 方程 组 : 
收 写 中 方程 组 ,将 第 iG 一 1 一 4) 个 方程 中 的 z 用 其 它 场 变 量 表示 


ү = 0. 5 一 ity -- 23) 


т, 去 [1. 2 + 4(хту-+ za) — za] 


@ 
ғ = 去 [1.3 + 405, + 一 z] 
т, =-T3 — z: + hr] 
47% z 3 
其 矩阵 表达 式 为 
х= Ах +b D 
其 中 
Г 4 1 
0 5-5 °| 
4 0 4 _ l 
_ 12 12 12 
А = 
_ 1 ЕЯ 0 4 
12 12 12 
_ 1 4 
| 9 10 10 0 | 
3 


ғ [02 L2 L3 3] 
19 12 12 1ọ 


车 把 DD ХОН ВЕ 4 的 对 角 阵 , 即 


“217. 
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与 了 间 存 在 如 下 关系 ， 
А-іІ-р-А 5) 


改写 后 的 鲜 式 可 用 作 送 伐 求解 。 任 取 一 组 初 值 x° 代入 方程 组 右 端 ,可 得 到 一 组 新 的 
Br Вг 代入 方程 右 端 , 则 又 可 得 到 第 二 组 新 的 解 阅 ，… 和 迭代 若干 次 后 可 得 到 方程 
组 的 解答 。 按 选 代 解 法 ,方程 组 四 可 更 明确 地 表达 为 


х^ = Ах + b © 
(К = 0,|,2,-) 
每 迭代 一 次 就 是 由 上 一 次 的 解答 r АВ E MM tl OEC EHU ИЩ ЖЭ x° 
希望 逐步 再 近 方 程 组 的 真正 解 。 
取 初 值 刀 一 [0000 
选 代 15 次 的 各 次 解数 值 如 王 : 

Ë 21 23 ғ; 24 ERROR 

1 0. 0500000 0. 1000000 0. 1083333 0. 3000000 0.3000Е--00 

2 0. 0791667 0. 1277778 0. 2375000 0. 3333333 0. 1292E+ 00 

3 0. 0773611 0, 1777778 0. 2554398 0. 3822222 0. 50005 — 01 

4 0. 0955671 0. 1790818 0. 2885532 0. 3843982 0. 3311Е-— 07 

5 0. 0927774 0. 1960070 0. 2881961 0. 3975131 9.1693Е--01 

6 0. 0995832 0. 1938651 0. 2984419 0. 3956777 0. 1025Е-— 01 

7 0.0977018 0. 1997019 0. 2965490 0, 3999903 9, 5837Е — 02 

8 0. 1002259 0. 1980844 0. 3000889 0. 3986494 0. 3540Е—02 

9 0, 0992249 0. 2002175 0. 2988925 0. 4002271 0.2133E—02 
10 0, 1001977 0. 1993535 0. 3002128 0, 3995352 0,1320Е—02 
11 0, 0997201 0.2001756 0. 2996131 0. 4001497 0. 8220Е-- 03 
12 0. 1001089 0. 1997653 0. 3001317 0. 3998277 0.5186Е--03 
13 9, 0998929 0. 2006946 0. 2998552 0. 4000762 0. 3293Е--03 
14 0. 1000523 0, 1999097 0. 3000658 0. 3999326 0. 2106Е- 03 
15 0. 0999573 0. 2000450 0, 2999431 0. 4000354 0. 13538-03 


$H ERROR =max|rt— ri] 6-1,2,3,40 
Bf 10 АНА, ҚИ x" 与 精确 解 则 的 误差 已 在 0.54, RR 
也 有 类 同 的 结果 。 
对 于 给 定 的 方程 组 +=Ax-H8 用 式 加 逐步 代入 求 近 似 解 的 方法 称 为 闪 代 法 。 如 xt( 当 
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&~>co) 的 极限 存在 ,此 极限 即 方程 组 的 真正 解 ,此 和 迭代 法 收 伍 ,否则 称 先 代 法 发 散 。 
6.8.1 雅 可 比 (Jaeobi) 选 代 法 
设 有 方程 组 


Ах = Ь (6.8.10 
其 展开 形式 为 
ар 4% а) т, h 
Ят аш а» | [rs b, 
ОНИ 2-4: (6.8.2) 
ТТЛ 2 5, 


ат ат жетек dnn 


系数 矩阵 А 为 非 奇 异 阵 , 且 a,2Z20G= 1—n). AIR 


A= D+ À, (6.8.3) 
Гал. 
а, 
其 中 ， һ- . Фар B BE 
一 йы 
9 йі йі “© аы] 
ад 0 аң 4; 
А, = |] âg 0 аҙ 
lan ан 444... 9. 
改写 线性 方程 组 (6. 8. 2) 式 ,将 第 ; 个 方程 人 = 一 四 表示 为 六 的 表达 式 ; 
1 ч 
жо = 2(%- 25а/| (2 = 1,213... 7) (6. 8. 4) 
рк 
改写 后 的 (6. 8. 2) 式 的 矩阵 表达 式 为 ，; 
x= Ах + Ë (6.8.5) 
其 中 
Г 0 ат ауз 81 
ац а; а} 
ан 0 а; аҙ 
аш as аж 
А = аз ам 0 аж 
das ЗЕР Aga 
а, 4. ‚зз 
| 28 23 коте 0 | 
р = [ б, b 6, РР 5, | 
іі жз Qa 2, 
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很 容易 看 出 (6. 8. 1) 式 和 (6. 8. 5) 式 间 系 数 矩 阵 4 与 生 及 自由 项 列 阵 六 与 让 之 间 存 在 如 
下 关系 


а= D'A, (6.8.6) 
Б-р 
НЕЕ (6. 8. 50. EEROR Y 
xt! = Ах + b (6. 8. 7) 


初始 向 量 为 x° 
此 法 称 雅 可 比 和 迭代 法 ,4 称 为 雅 可 比 渤 代 法 的 迁 代 和 矩阵 。 记 为 迁 代 次 数 。 雅 可 比 迭 代 
法 的 分 量 形式 为 


zit = [h — а най) Gi = l,2, n) (6, 8.80 
= 
其 中 [2 
雅 可 比 迭 代 法 分 量 形式 (6.8. шола 
д! = z + = Lia, — Ха м8) C= 1,2, 0) (6. 8. 9) 
= (ай z} ++ ЖҮЙ (в--0,1,2,:-) 


(6. 8. эҗиз Еники. 

例 1 中 方程 组 (a) 的 选 代 求 解 就 是 雅 可 比 和 迭代 法 。 

雅 可 比 选 代 法 公式 简单 , 选 代 思 路 明确 。 每 迭代 一 次 只 需 计 算 = 个 方程 的 向 量 乘法 ， 
程序 编制 时 需 设 二 个 数组 分 别 存放 х ап Ж. 


6.8.2 高 斯 - 赛 德尔 (Gauss-Seidei) 迁 代 法 


外 雅 可 比 选 代 法 可 知 ,在 计算 x "1 的 过 程 中 ,采用 的 都 是 上 一 迭代 步 的 结果 с. ЖЖ 
其 计算 过 程 ,显然 在 计算 新 分 量 кї! 时 ,已 经 计算 得 到 了 新 的 分 量 ri zi。 有 
理由 认为 新 计算 出 来 的 分 量 可 能 比 上 次 和 迭代 得 到 的 分 量 有 所 改善 。 希望 充分 利用 新 计算 
出 来 的 分 量 以 提高 迁 代 解法 的 效率 ,这 就 是 高 斯 - 赛 德尔 选 代 法 (简称 G-S ЖҚЗ 
对 (6. 8. 8) 式 进行 改变 可 以 得 到 С- 与 过 代 法 的 分 量 形式 
zitl 一 1 22% -一 2а; Жї! 一 Жа ж) 


@ = 1,23 n) (8-0,1,2,5-) (6.8.10) 
G- SARENA WERTERA 


20 一 Уа, Жү! 一 ғал) 
G = 1,2,3,--ь) (Е--0,1,2,-9 (6.8.11) 
Св. 8. 10) 式 也 可 写成 矩阵 形式 。 方 程 组 的 系数 矩阵 4 在 (6, 8. 3) 式 基础 上 还 可 进 一 
步 分 解 , 若 将 А, 继续 分 解 为 一 个 下 三 角 阵 A: 和 一 个 上 三 角 阵 Ае s M A RUE RER AARU 
可 表达 为 
А = D + Ар + А (6.8.12) 
其 中 ， 
。220 + 


0 O аз аһ йт 
an 0 0 0 ар аж 

Аз = (ау an 0 ‚ À; 一 0 — a| (6.8.13) 
Aal быз а, а. Ü | 0 


(6. 8. 10) 式 可 写成 时 阵 形式 
руы = b Архі — AT xt 
按 向 量 的 挝 代 次 数 归 并 可 得 
(D + АРН = b — ASx 
2 (D+ А ХЕ, ДЕ 
xt! = (D + Aç) [b — Ах 
高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 的 矩阵 形式 可 表达 为 
х= E x + F (6.8.14) 
Hp: E= (РТА) ТАЗУ G-S 选 代 法 的 迁 代 矩阵 》 
F=(D- AG) P 
高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 每 步 迭 代 的 计算 量 与 雅 可 比 选 代 相 当 ,但 在 计算 机 进行 计算 时 ， 
兵 需 存放 、 一 个 数组 。 | 
例 2 ІАЕ АНС, ЖИНГЕ ИЕ РТО ЖШТ: 


Ë 51 23 Жа т, ERROR 
1 0. 0500000 0. 1166667 0. 1430556 0. 3455555 0. 34565 +00 
2 0. 0823611 0. 1463426 0. 2654260 0. 3915401 0. 12245-00 
3 0. 0819934 0. 1831815 0. 2930744 0. 3989116 0. 36815 — 01 
4 0. 0939652 0. 1957705 0. 2987303 0. 3999150 0. 1259Е— 01 
5 0. 0984352 0. 1990622 0. 2997895 0. 4000096 0. 4470Е — 02 
6 0. 0996459 0. 1998110 0. 2999697 0. 1000068 9.1211Е— 02 
7 0. 0999274 0. 1999551 0. 2999967 0. 4000922 0. 2815Е-03 
8 D. 0999864 0. 1999942 0. 2899999 0. 4000005 0. 58965-04 
9 0. 0999977 9. 1999992 0. 30000901 0. 4000001 0.1129Е-04 
19 0. 0999997 0. 1999999 0. 3000000 0. 4000000 0.1967Е--05 
H 0, 1900000 0. 2000000 0. 3000000 0. 4000000 0, 3055Е-- 06 
12 0. 1000000 0, 2000000 0. 3000000 0. 4000000 0, 3725Е--07 
13 0. 1000000 0. 2090000 0. 3000000 0. 4000000 0. 7451Е-08 
14 0. 1000000 0. 2000000 0. 3000000 0. 4000000 0, 00005-00 
15 0, 1000000 0. 2000000 0. 3000000 0. 4000000 0, 0000Е--00 


ЕН ERROR = тах! — ai] (4==1,2,3,4) 
+ ЕКІН АЖЕН ет Е-Е МҚ ЕНЕ ВНЕ, 
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用 选 代 法 求解 时 要 注意 选 代 法 的 收 黎 性 宇 。 无 论 基 用 雅 可 比 选 代 法 或 高 新 - 赛 德尔 选 
代 法 都 存在 解 的 收 往 问题 ,甚至 有 的 线性 方程 组 ,用 雅 可 纺 迁 代 法 解 是 收敛 的 ,而 用 高 斯 - 
赛 德尔 迭代 法 解 却 是 发 散 的 。 反 之 亦 然 。 

当 线 性 方程 组 (6. 8. 1) 中 的 系数 矩阵 AG PERD APR T AREE RE, BP 4 的 每 一 
行 对 角 元 素 的 绝对 值 都 严格 大 于 同行 其 它 元 素 之 和 ; 


lasl > De G = 1,2, n) 
则 可 证 明 上 述 二 种 迭代 法 收 笋 。 
定理 ”如果 线 性 方程 组 的 系数 抠 阵 4 为 严格 对 角 优 势 矩阵 , 则 对 求解 线性 方程 组 
4x 一 5 的 雅 可 比 和 迭代 法 和 高 斯 - 赛 德 尔 选 代 法 均 收 敛 。 
有 限 单元 法 的 求解 方程 Ke= 呈 中 ,系数 矩阵 乓 具有 主 元 占 优 的 特点 ,但 却 不 能 保证 
是 严格 对 角 优势 矩阵 ,因此 采用 雅 可 比 选 代 法 时 要 注意 解 的 收敛 问 题 。 高 斯 - 赛 德 尔 适 代 
法 的 收敛 性 要 求 在 下 一 节 超 松弛 达 代 法 时 一 并 讨论 。 


6.9 超 松弛 和 迭代 法 


EREHE tE (Successive Over Relaxation Merhod ,简称 SOR 法 ?是 高 斯 - 赛 德 
尔 和 迭代 法 的 一 种 加 速 收 敏 的 方法 。 是 大 型 稀 查 矩阵 线性 方程 组 的 有 效 解 法 之 一 。 
首先 用 另 一 种 变换 形式 讨论 一 下 迭代 过 程 。 对 于 (6, 8. 1) 式 的 线性 方程 组 


Ах = Б 
КЕРЕ Е a —=1G=1,2,: л) ERRARE РЕЛЕ У 
А = 1 А, (6. 9. 1) 
则 可 得 到 (6. 8. 1) 式 的 等 价 方 程 组 
x= Ах + b (6. 9. 2) 
它 的 迭代 公式 为 
хк = Axt Hb (Е=0,1,2,) (6.9.3) 


SITT k KERER Б, 一 般 地 与 真 解 x 间 仍 存在 差异 .。 如 何 改 进 x 得 到 下 一 次 
迭代 的 结果 x*"!, 可 以 引入 x' BJ R| 4: 5] r 


rt = b — Axt (È = 0,1,2,-9 (6. 9, 4) 
IER ЕК ДХ 6. 9. 3) 可 表示 为 
rH == ttr СЕ = 0,1,2,--9 (6. 9. 5) 


由 此 可 见 应 用 迁 代 法 得 到 逐次 改进 的 解 si. ЖЩ L EF k КОЖЕ BI S|: ЕВЕ г 来 改 
进 解 的 第 站 次 近似 妈 。 因 此 可 以 引进 一 个 加 速 移民 的 模式 来 改进 迁 代 法 。 令 

Hr (k= 0,1,2) (6. 9. 6) 
ЯР оу. 


© 奉 庆 扬 等 著 , 数值 分 析 , 华中 工学 院 出 版 社 ,1982 
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AG. 9. 6) 是 选 代 会 式 (6. 9. 5) 的 一 个 改进 ,可 以 适当 选择 松弛 因子 w МОЖ ЕРЕ 
的 收敛 。 
式 (6. 9. 6) 的 分 量 形式 为 


H = + (6, — Yazt) (6. 9. 7) 
ігі 
G = 1,2,+е,л; 8 = 0,1,2,:) 
EH Жай Ph b y E СЕП ЖЕН КИМЕК ВИН ЕЕЕ 


—srww h 
ымыы ыш в — I. 
Le 


TE 


19 0, 1090000 0. 2000000 0. 3000000 0. 4000000 0. 2980Е--06 
11 0. 1000000 0. 2000000 0, 3000000 0. 4000000 0. 2980Е--07 
12 0. 1000000 0, 2000000 0. 3000000 0. 4000000 0. 1490Е--07 
13 0. 1000000 0. 2000000 0, 3000000 0. 4000000 . 0.1490Е-07 
14 0, 1000000 0. 2000000 0. 3000000 0. 4000000 0.1490Е-07 
15 9. 1000000 0. 2000000 0. 3000000 0. 4000000 0. 1490Е--07 
16 0. 1000000 0. 2000000 0. 3000000 0, 4000090 0.14905 —07 
17 0. 1000000 0. 2000000 0. 3000000 0. 4000000 0. 14905 —07 
18 8. 1000000 0. 2000000 0. 3000000 0. 4000000 0. 11906 — 07 
19 0. 1000000 0. 2000000 0. 3000000 0. 4000000 0.14908 --07 
20 0. 1000000 0. 2000000 0. 3000000 0. 4000000 0. 1499Е--97 


ЖЕҢ ERROR = гах |х — a| G=1,2,3,4) 

ЖАКЕ АЈ, y b PE ЯЫ - , 8 24 ТАЗЫ ЭН Т Sk Ж. 
超 松 缉 因 子 一 般 可 取 1,2 左 右 。 对 例 3 ЕН ТАКИЕ ЖА ТАН, ЕЕКОК < 
10 ,结果 如 下 ， 

ЖАГ 1.0 1.1 12 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 

达到 误差 要 求 

МИНА о 8 10 12 15 18 25 34 51 109 

对 例 3, 如 控制 ERROR 扫 10 一 ,三 种 不 同方 法 需要 的 迭代 次 数 及 误差 如 下 


ЖЕЛІНЕ k=22 ERROR 一 0 6527 X10 
елі үң 10 0. 1967X 1078 
Ж ДЕЕ ЗЕ, (о 1. 1) 8 0. 4730Х107% 


由 此 算 例 也 可 看 出 超 松弛 迭代 法 和 高 斯 - 赛 德尔 迭代 要 优 于 雅 可 比 选 代 .而 由 于 选择 了 超 
松弛 因子 o, 一 般 超 松弛 迭代 效率 要 高 于 高 斯- 赛 德尔 兴 代 。 超 松弛 因子 无 法 事先 确定 最 
优 值 ,可 在 达 代 过 程 中 根据 收敛 速度 进行 调整 。 

用 超 松弛 送 代 法 求解 思路 明确 ,编程 简单 ,存储 兴 代 解 w 只 需 - -个 数组 。 但 需 注意 超 
松弛 因子 的 选择 。 | 

ДЕЛОН ВЕС BEF PR ЖОЕ РЕ СНИ ЗЕРЕ ЕН ИРТА ЕАЭК, 
与 直接 解 潜 中 的 高 斯 消去 法 和 三 角 分 解法 所 讨论 的 相似 ,考虑 系数 矩阵 特点 ,修改 
6.9. 10) 式 中 元 素 的 下 标 及 迁 代 涉及 的 元 案 。 如 采用 雅 可 比 近代 或 高 斯- 赛 德尔 迭代 时 ， 
也 应 作 此 修正 。 读 者 可 以 进行 修改 并 验证 。 


6.10 小 结 


本 章 讨论 了 有 限 单元 法 中 线性 代数 方程 组 的 常用 解法 ,包括 直接 解法 和 和 迭代 解法 .由 
于 线性 方程 组 是 大 型 的 甚至 是 巨型 的 ,因此 应 当选 择 适 当 的 解法 以 减少 机 时 ,降低 计算 费 
用 。 
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当代 计算 机 发 展 十 分 迅速 ,计算 机 性 能 不 断 提 高 ,如 字 长 位 数 增加 ,内 存 扩 大 ,计算 束 
度 不 断 提高 ,因此 直接 解法 还 是 首选 的 解法 。 当 方程 为 蕊 型 而 求解 精度 由 于 直接 解法 的 误 
差 积 累 而 不 能 满足 要 求 时 ,可 采用 选 代 解 法 .采用 迷 代 解法 时 可 取 直 接 解 法 得 到 的 解 作为 
从 代 解 法 的 初 值 ,以 加 速 迁 代 的 收敛 速 育 。 

更 在 计算 机 已 发 展 到 具有 多 个 中 央 处 理 器 (CPU) ,为 了 充分 利用 计算 礼 的 性 能 ,并 
行 算法 正在 研究 和 兴起 ,现行 有 限 单元 法 的 算法 将 随 着 并 行 算法 的 进一步 研究 而 发 生变 
化 ,这 将 大 大 提高 数值 分 析 的 速度 和 效率 。 
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6.1 ШЕЯЖЕЖЕН ЖТ. FRES Г.НАЕТЯСЯР А ЕТЕУ 
主 元 行 时 为 何 只 需 对 工作 三 角形 中 的 元 素 进 行 修正 ? 

62 当 末 用 波 前 法 求解 时 ,给 定位 移 边 界 条 件 应 怎样 引入 ? 

6.3 试 编 二 维 等 带宽 存储 按 列 三 角 分 解 的 子 程序 .等 带宽 存储 可 任意 选择 上 半 带 或 
下 半 带 存 屠 。 
6.4 特 超 松 弛 迭代 的 分 量 形式 (6, 9, 10) 式 改 为 二 维 等 带宽 存储 的 迭代 公式 并 试 编 
EF. 

6.5 有 方程 组 


1 1 一 5 1| іх 2 
1 1 1 = 531, 
其 精确 解 为 区 一 [一 1 一 1 一 1 —11], 试 写 出 SOR 方法 的 选 代 公式 
6.6 编程 计算 6.5 题 的 线性 方程 组 
(1) 用 超 松弛 迁 代 ,当前 后 二 次 解 的 误差 绝对 值 ERRORS H, R ө-1. 3,3406 
几 次 才能 满足 误差 要 求 , 列 出 各 次 迭代 结果 ， 
(2) 试 确定 超 松弛 因子 w。 
(3) RAAR RAAE EERE JL? 列 出 各 次 选 代 结果 ， 
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第 7 章 有限 单元 法 程序 的 结构 和 特点 


一 一 典型 有 限 元 程序 介绍 
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有 限 单元 法 的 实现 必须 通过 计算 机 。 全 部 有 限 单元 法 的 计算 原理 和 数值 方法 集中 反 
映 在 有 限 音 元 法 的 程序 中 ,因此 有 限 单元 法 的 程序 极为 重要 。 它 应 具有 分 析 准 确 可 车. 计 
算 效率 高 ,使 用 方便 ,易于 扩充 和 修改 等 特点 。 

有 限 单元 法 程序 总 体 可 分 为 三 个 组 成 部 分 : 前 处 理 部 分 ; 有 限 元 分 析 本 体 程序 ; 后 
处 理 部 分 。 
有 限 元 分 析 本 体 程序 是 有 限 元 分 析 程序 的 核心, 它 根据 离散 模型 的 数据 文件 进行 有 
限 元 分 析 . 有 限 元 分 析 的 原理 和 采用 的 数值 方法 集中 于 此 ,因此 它 是 有 限 元 分 析 准 确 可 千 
的 关键 ,选用 计算 方法 的 合理 与 否决 定 了 有 限 元 分 析 程 序 的 计算 效率 和 结果 的 精度 及 可 
ЖЕ. 

离散 模型 的 数据 文件 主要 应 包括 :离散 模型 的 结 点 数 及 结 点 坐标 ;单元 数 及 单元 结 
点 编码 ;载荷 信息 等 。 对 于 一 个 实际 的 工程 问题 离散 模型 的 数据 文件 十 分 庞大 , 靠 人 工 处 
理 和 生成 一 般 是 不 可 能 的 , 除 工作 量 大 不 能 忍受 外 ,还 不 可 避免 的 出 更 数据 错误 ,包括 数 . 
据 精度 的 不 足 。 为 了 解决 这 -- 问 题 , 有 限 元 分 析 程 序 必须 有 前 处 理 程序 。 前 处 理 程序 是 根 
据 使 用 者 提供 的 对 计算 模型 外 形 及 网 格 要 求 的 简单 数据 描述 ,自动 或 半自动 地 生成 离散 
模型 的 数据 文件 ,并 要 生成 网 格 图 供 使 用 者 答 查 和 修改 .这 部 分 程序 的 功能 很 大 程度 上 决 
定 了 程序 使 用 的 方便 性 。 

同 樟 , 有 限 元 分 析 程 序 的 计算 结果 也 是 针对 离散 模型 得 到 的 ,例如 对 静 力 平衡 问题 可 
以 得 到 离散 模型 各 结 点 的 位 移 ,各 单元 的 应 力 等 。 输 出 的 文本 文件 量 很 大 ,但 却 不 易 得 到 
所 分 析 对 象 的 全 貌 , 例 如 位 移 哪里 最 大 ,应 力 集中 发 生 在 什么 部 位 以 及 变化 趋势 如 何 。 因 
此 一 个 使 用 方便 的 有 限 元 分 析 程序 不 仅 要 有 可 供 选 择 输出 内 容 的 文本 文件 ,还 需 有 结果 
的 图 形 显示 ,如 位 移 图 .等 应 力 线 图 或 截面 应 力 分 布 图 等 .这 部 分 程序 称 后 处 理 程 序 ,与 前 
处 理 程序 相似 对 程序 使 用 的 方便 性 有 举足轻重 的 作用 。 

有 限 元 分 析 程 序 的 三 个 组 成 部 分 对 于 一 个 较 好 的 用 于 实际 问题 分 析 的 有 限 元 程序 来 
说 ,前 后 处 理 的 程序 量 常常 超出 有 限 元 分 析 的 本 体 程序 。 前 后 处 理 功能 越 强 ,程序 的 使 用 
就 越 方便 。 有 限 元 分 析 程 序 中 前 后 处 理 程序 一 般 可 占 全 部 程序 条 数 的 2/3~-4/5。 有 的 近 
期 发 展 的 通用 程序 更 注重 程序 的 “包装 "和 使 用 功能 ,有 限 元 分 析 本 体 程序 以 外 部 分 的 比 
全 更 高 。 

下 面 以 二 维 静 力 分 析 有 限 元 分 析 程 序 为 例 ,简单 介绍 程序 各 部 分 的 组 成 .流程 和 主要 
编程 技巧。 
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7.2 有 限 元 分 析 本 体 程 序 


有 限 元 分 析 本 体 程序 的 内 容 取决 于 采用 有 限 单元 法 分 析 的 问题 类 型 ,可 以 是 静 力 学 
的 或 动力 学 的 :可 以 是 温度 场 或 流 场 等 其 它 场 问 题 的 ;可 以 是 稳 态 场 问 题 或 瞬 态 场 问题 
的 ;也 可 以 是 线性 的 或 非 线 性 的 等 等 。 

以 静 力 平衡 问题 为 例 , 讨 论 有 限 元 分 析 本 体 程序 的 组 成 和 流程 可 以 了 解 到 一 般 有 限 
元 分 析 本 体 程 序 的 结构 特点 ,其 中 采用 的 编程 技巧 也 具有 普遍 意义 。 


721 静 力 平衡 问题 本 体 程序 主 框图 及 主 复 编程 技巧 


静 力 平衡 问题 的 有 限 元 分 析 是 依据 离散 模型 的 数据 ,形成 有 限 元 求解 方程 ka=P 的 
系数 矩阵 站 ,等 效 结 点 载荷 列 阵 P, 并 解 方程 得 到 结 点 位移 e 为 其 主要 分 析 过 程 , 主 框图 
如 下 : 


| 输入 离散 模型 数据 
= 按 选 择 的 单元 计算 
4 单元 刚度 矩阵 
Ë r ERK 
F | 按 总 刚 存储 模式 集成 总 蜀 | | 
— d 
| 计算 单元 等 效 结 点 载 茶 | 
| 形成 P 
集成 结构 结 点 载荷 列 阵 | 


上 ША 83553: 消除 奇异 性 


Y 
| 按 选 定 解 法 解 线性 方程 组 | Жқха-р 


ЕТІ 。 | 2 
结果 输出 
— 
结束 
71 有 限 元 分 析 的 流程 
主要 编程 技巧 
1. 程序 结构 模块 化 


有 限 单元 法 中 各 部 分 计算 可 分 解 成 若干 模块 ,每 个 模块 可 由 1 个 或 多 个 子 程序 组 成 。 
于 程序 的 功能 应 简单 ,便于 调用 或 扩展 。 
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主 程序 主要 是 按 横 块 结构 的 顺序 正确 地 组 织 和 调用 子 程序 。 主 程序 应 条 理 清 晰 ,不 应 
жа МЕ. 
2. 动态 数组 技术 
由 于 有 限 元 离散 模型 的 规模 有 很 大 的 差别 ,每 次 分 析 时 离散 模型 的 结 点 数 ,单元 数 、 
作用 载荷 情况 都 不 相同 ,因此 结构 刚度 甜 阵 、 载 荷 到 阵 等 的 规模 可 能 差别 很 大 。 为 了 尽 可 
能 充分 地 利用 计算 机 内 存 , 许 多 数组 都 应 定义 为 变 界 数组 ( 界 随 具体 分 析 对 象 而 变化 ) ,并 
共用 一 个 大 型 数组 ,这 就 是 动态 数组 技术 。 具 体 要 点 如 下 : 
(1) 主 程序 中 按 整 型 和 实 型 定义 -二 个 一 维 大 型 数组 ,分 别 存 放 整 型 和 实 型 的 变 界 数 
组 。 数 组 的 界 应 在 可 能 倩 况 于 尽量 大 些 , 以 充分 利用 计算 机 内 存 以 扩大 解 题 规 模 。 
(2) 设计 动态 数组 表 , 将 变 界 数组 按 界 可 确定 的 顺序 在 一 维 数组 中 排列 次 序 。 
(3) 变异 数组 只 能 在 子 程序 中 使 用 ,使 用 时 应 注意 ; 
T 变 界 数组 的 界 应 在 进入 子 程序 前 已 确定 。 
@ 变 界 数组 名 及 其 变 界 参数 应 出 现在 子 程序 的 形式 参数 中 ，。 
D 子 程序 中 的 变 界 数组 可 为 п 维 数组 ， 
(4) 动态 数组 覆盖 技术 
按 程序 设计 要 求 动态 数组 可 覆盖 ,包括 全 部 覆盖 (如 连续 计算 多 个 离散 模型 时 ,计算 
下 一 个 离散 模型 可 重新 开始 定义 变 界 数组 ) 和 部 分 覆盖 (如 计算 多 组 载荷 时 覆盖 与 和 载荷 有 
关 部 分 的 变 界 数组 )。 采 用 部 分 覆盖 技术 时 ,必须 将 要 被 覆盖 的 数 维 排列 在 一 维 数组 的 末 
尾 ,以 免 覆 瘟 时 由 于 界 的 变化 而 使 其 它 数 组 的 数据 被 占用 而 发 生 错 误 ， 
采用 动态 数组 技术 便 十 程序 移 机 ,只 贿 改动 主 程 序 中 一 维 数 组 的 界 便 可 扩大 和 昕 小 
解 题 的 规模 ,或 将 程序 移植 到 不 同 内 存 容 量 的 计算 机 上 ,十 分 方便 。 
下 面 我 们 以 平面 问题 程序 来 具体 说 明 程序 的 设计 及 编程 技巧 的 实施 。 


7.2.2 平面 问题 3 结 点 单元 有 限 元 分 析 程 序 


本 程序 是 一 个 教学 程序 ,单元 为 3 结 点 单元 ,可 用 于 计算 平面 应 力 和 平面 应 变 问 题 。 
程序 除了 具有 连续 运算 多 个 结构 ,和 多 组 载荷 的 功能 以 及 可 以 输出 各 种 中 和 间 结 果 外 , 主 程序 
中 采用 了 各 数组 按照 实际 结构 高 散 模型 需要 的 容量 ,以 动态 数组 ( 变 界 数组 ) 的 方式 共同 
使 用 二 个 大 型 数组 (一 个 实 型 ,一 个 整 型 ) .这 种 变 界 数组 的 使 用 可 以 更 充分 地 利用 计算 机 
的 内 存 。 只 要 计算 机 内 存 许可 ,只 需 加 大 此 二 个 公共 顽 就 可 以 计算 大 型 课题 ,也 有 利于 程 
序 在 不 同 机 型 上 的 移植 。 这 种 安排 数组 的 技术 是 编制 中 大 型 程序 必须 采用 的 。 

程序 采用 模块 结构 ,流程 清晰 ,各 子 程序 功能 明确 。 其 中 有 的 子 程序 如 高 斯 消去 法 求 
解 器 .引入 位 移 边 界 条 件 等 ,在 有 限 元 分 析 程 序 中 都 可 通用 。 

程序 的 模块 结构 便于 修改 和 扩充 。 读 者 在 了 解 了 主 程序 及 各 子 程序 功能 后 ,可 以 很 方 
便 地 将 这 个 程序 扩充 为 平面 问题 各 轴 对 称 问 题 的 联合 求解 程序 ,也 可 以 扩充 相应 的 前 处 
理 程序 (网 格 自 动 划分 ) 及 后 处 理 程 序 ( 疫 力 处 理 及 图 象 显示 等 )，。 

现 将 主 程序 及 主要 子 程序 的 说 明 ,框图 以 及 源 程序 分 别 列 出 ， 

I. 平面 问题 程序 的 使 用 说 明和 和 动态 数组 设计 

(1) 平面 问题 程序 的 使 用 说 明 
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输入 数据 格式 说 明 。 输 入 数据 依次 如 下 : 


1. 


“- 


сл 


NG 
МС: 结构 的 结 点 总 数 


. МЕ,МС,МХ,МВ,МЮ,ЕО,МО,Т 


МЕ, 结构 单元 总 数 

мс. 计算 控制 类 型 参数 二 0 平面 应 力 
=] 平面 应 变 

NX: 作用 载荷 组 数 

МВ: 给 定位 移 的 个 数 

ND: 结构 刚度 阵 的 半 带 宽 

ЕО: 弹性 模 量 

УО : НЖЖ 

T ， 单 元 (结构 ?的 厚度 


. NWA,NWE,NWEK,NWP,NWD 


МЖА: 单元 参数 的 输出 控制 参数 
NWE: 单元 刚度 矩阵 的 输出 控制 参数 
МУК: SARREREK 
МУР, 载荷 向 量 的 输出 控制 参数 
NWD: 结 点 位 移 的 输出 控制 参数 
输出 控制 参数 一 1 输出 

一 0 不 输出 


，IJM(3 ,NE); 单元 结 点 编码 数组 


UM. D. JMD IMG. D: 第 1 个 三 角形 单元 的 结 点 号 
按 单元 编号 顺序 填写 。 


. XY(2,NG): 结 点 坐标 数组 


XYGD: 第 I 个 结 点 的 和 坐标 
ХҮ(2,0, 第 I 个 结 点 的 站 坐标 
按 结 点 编号 顺序 填写 。 


‚ MB(2,NB),ZB(NB): 给 定位 移 约 束 的 信息 数组 与 值 数 组 


MB(1,D : 第 I 个 给 定位 移 所 在 的 结 点 号 
МВ(2,0=1: ŻE X FARE . 

-ң 给 定 了 方向 位 移 
ZB(NB): 给 定位 移 值 (以 坐标 正 向 为 正 》 


. NF,NP 


МЕ: 作用 于 结 点 上 的 集中 载荷 (坐标 方向 ?的 个 数 
NP: 虱 用 均 布 例 压 的 单元 边 数 


若 NF>0, 填 8 


8. 


МЕ(2,МЕ),2Ғ (МЕУ. 作用 于 结 点 上 集中 载荷 的 信息 数组 与 值 数组 
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MF(1,1); 第 工人 个 集中 载荷 作用 的 结 点 号 
MF(2,1) 一 1: 作用 x 方 向 的 集中 力 

一 0: 作用 y 方向 的 集中 力 
ZF(NF): 作用 的 集中 力 值 (以 坐标 正 向 为 正 ) 


若 NP>0, 填 9 
9. MP(2,NP),ZP(NP): 作用 于 单元 边 上 均 布 载荷 的 信 

息 数 组 与 值 数 组 e 

МЕ(1,0): 第 I 个 均 布 载荷 作用 边 的 起 始 结 点 号 a , 

MFO D: 第 I 个 均 布 载荷 作用 边 的 终止 结 点 号 b 

出 起 始 结 点 a ЖИ j. £h ы b 按 单元 逆 时 针 
方向 排列 , 邵 图 7.2 ЖА. | 
ZP(NP): 第 I 个 均 布 载荷 值 ( 压 向 单元 为 正 ) , 
输入 数据 格式 ,建立 数据 文件 ,文件 名 小 于 12 个 字符 ， Шот? 

1. NG 1 个 整 型 数 
2. МЕ,МС,МХ,МВ.Мр,ЕО,УО,Т------------------------ 5 个 整 型 数 ,3 个 实 型 数 
3. NWA,NWE,NWEK,NWP,NWD 5 个 整 型 数 
4. ПМ(3.МЕ)------------------------.-----------------.-----.-. 3x NE 个 整 型 数 
5. KYO NG 2XNG 个 实 型 数 
6. МВ(2,МВ), В(МВ)----------------------------- 2XNB 个 整 型 数 ,NB 个 实 型 数 
7. NF ,NP------ - 2-5-5 і--ч.---«---«---.-------------------------.--------.-- 2 个 整 型 数 
当 NE>0, 则 填 8 
8. МЕ(2,МЕ),2Е(МЕ)---------------------- 2XNF АЧ КИЙ МЕ 个 实 型 数 
34 NP>>0, MH 9 
9. MP(2,NP) .ZP(NP)- 一 -一 一 一 2XNP 个 整 型 数 ,NP TEAK 


若 NX>>1, 即 多 组 载荷 情 况 ,重复 7~9, 车 计算 多 个 结构 则 重复 1~9。 
10. 最 后 以 ] 个 0 表示 计算 结束 


(2) 平面 问题 主 程序 框图 见 图 7.3, 

由 框图 可 知 ,此 平面 问题 程序 通过 对 弹性 常数 的 不 同 处 理 , 既 可 算 平面 应 力 问 题 也 可 
算 平面 应 变 问 题 。 

由 框图 走高 可 知 , 此 平面 问题 程 认 谭 用 于 多 个 结构 连续 计算 , 见 框 图 循环 坟 ; 对 每 一 
结构 又 可 计算 多 组 载荷 , 见 框图 稍 环 仓 ， 

计算 多 组 载荷 时 ,刚度 矩阵 只 进行 一 次 集成 和 消 元 ,与 第 一 组 载荷 同步 完成 。 计 算 多 
组 载荷 的 后 几 组 载荷 时 ,只 形成 新 的 载荷 列 阵 并 对 其 进行 处 理 和 消 元 ,以 节省 运算 时 间 。 

多 组 载荷 及 多 个 结 梅 的 计算 结果 顺序 记录 在 输出 文本 中 。 
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READ | МС. МЕ. МС. МХ. МВ. МЮ. EO. VO, 
WRITE | NWA. МАЕ. МАК, NWP .NWD,-: 


ЖОЕ РИ 
Грот жлне 
тибин „ОТУ ТГ 


Е=ЕО/(1—УО+\/ 
V=VO - VO) 


(OM 


NX1= NX 
CALL ABC 计算 单元 参数 
[一 K 二 LNE 
[ CALL KE |же НЕ 
сас так ання 


检验 主 元 


WRITE 载荷 信息 


Ж NF>0 EEEH) 
КИЙН 


хахай 
> (САМ. РР | 


引入 位 移 边 界 条 件 
ЕН 
计算 单元 庶 力 


计算 侧 压 等 效 
алай 


CALL DBC 


CALL GAUSS 


CALL STRESS 


NX1 二 NX1 一 1 | 控制 载荷 组 教 | 
是 

< CF Es 

图 7.3 平面 问题 主 程 译 框 图 


1 .数据 输入 子 程序 INPUT 

功能 ; 输入 计算 所 需 数据 
控 使 用 说 明 顺 序 输 入 

参数 及 数组 说 明 

1. NE 单元 数 

2. NG 结 点 数 

3. NB 给 定位 移 个 数 
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IJM(3,NE) 单元 结 点 编码 数组 

XY(2,NG) 结 点 坐标 数组 

MB{2,NB) 给 定位 称 约 柬 的 信息 数组 

. ZB(NB) 给 定位 移 值 数组 

TTEN: 

SUBROUTINE INPUT(NE,NG,NB,IJM,XY,MB,ZB} 


С e КЕ ЖОЕ a k aa ЖОЕ E a ae e aea ak aee ae ke e ЖК ae a ae aE ae ЖОЕ ооо а 


з сз сл = 


C 1 * 
с INPUT INFORMATIONS ОЕ NODES AND ELEMENTS ж 
C BOUNDARY CONDITIONS * 
C * 


(CUE * sk £ s sk 3 shoh ok жаз че же Жа É Ж: Жж Ж ЖЖ ЖОЖ} ЖЖ ЖК ЖОК Ж} Ж ЖЖ Жл Жок Ж ЖЖ жек Жой R 
DIMENSION 17М(3,КЕ),ХҮХ(2,№О),МВ(2,МВ),2В(МВ) 
READ(5,*) (OUMILD EL3)L=LNE) 

READ(S,*) (XY(LD,F-1,2)J=1,NG) 
READ(5,*X(MB(LL).E=1,2),L=1,NB),(ZB(L),L=1,NB) 
WRITE(6,10) 
10  FORMAT(10X,'ELEMENT CODE BLOCKS ІЈМ(2,М№Еу,/) 
WRITE{6,20X(JM(M,D),M=1,3),1=1,NE) 
20 FORMAT(1X,4(314,3X),314) 
WRITE(6,30) 
30  FORMAT(/10X, COORDINATES OF NODES XYCNG)' 
WRITE(6,40)((XY(M,.D,M=1,2),1=1,NG) 
40 БОВМАТ(1Х,6Е12.5) 
WRITE(6.50) 
50 ”FORMATUW.I0XTNRMATION AND VALUES OF GIVEN DISPLACEMENTS'/ 
& 20Х,/'МВ',15Х,'7В'/) 
ро 70 I=LNB 
WRITE(6.60) (MB(K.D,.K=1,2),ZB(D 
60 ЕОВМАТ(10Х,215,5Х,814.6) 
70 CONTINUE 
RETURN 
END 


Hú. 计算 单元 参数 子 程序 ABC 
功能 ; 计算 并 输出 单元 的 已 ,psesveivend 框 图 见 轿 7.4。 ` 
参数 及 数组 说 明 ， 
1. HJM(3,NE) 单元 结 点 编码 数组 
2. ХҮ(2.МС) 结 点 坐标 数组 
3. XOD ”当前 计算 单元 的 结 点 坐标 
и Yi Ve M И 
多 存 2 个 结 点 的 坐标 是 为 了 编程 方便 ,可 简单 呆 用 框图 中 的 循环 人 中。 


4. ВО) 当前 计算 单元 的 单元 参数 
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g XG(1,K)=XYi IM(K,D)) 


- * » 


X(],4y= X(1,1) 
X(J],5y= X4J,2) 


ВК) = Xe2 K +1)- X(2,K +2) 
BK +3)= X(,K+2)- X1.K+1) 


计算 bi， či 


Bi) (B(1)w= В(5) – BCd)s B(2))w0.5 | 计算 单元 面积 


图 7, 4 计算 单元 参数 子 程序 ABC 框图 


В(1) ~ В(3) 8,5,5, 
В(4) ~ BCG) eejrcn 
В‹7) 单元 面积 A 
5. BCA(7,NE) 将 3(7) 按 单元 存 彤 于 该 数组 中 。 
输入 量 ; IM(3,NE),XY(2,NG) 
ЮНЕ. 单元 参数 BCA C7? ,NE)。 
本 子 程序 有 简单 的 检查 功能 , 当 计 算得 到 的 单元 面积 为 零 或 负 值 时 , 即 输出 错误 信 
息 。 停机 指针 为 333. 
.233. 


TEF: 


SUBROUTINE АВС(МЕ,МО,МҰҒА,ПМ,ХҮ,ВСА) 


Сәзазкак кл кта к е E EE E E E EE E E EE E EE E 


C 2 ж 
С CALCULATE ELEMENT PARAMETERS * 
С ж 
C INPUT :UM.XY * 
C OUTPUT:BCA ж 
C ж 
С++ ЖЖЖЖ жж ЖЖ ЖЕЕ Ж ЖЖ ЖЖ ЖЖ жж ез жж к жез жж ЕЕ же фжійші 


DIMENSION 17М(З,МЕ), XY (2,NG)},BCA(7,NE),X(2,5)},B(7) 
IF(NWA.EQ.1) WRITE(6,5) 
5 ”FORMATUIOX' PARAMETERS ОҒ ELEMENTS ВСА(7,МЕУ)) 
DO 80 1=1,МЕ 
DO 10 K=1,3 
Kl=IM(K.D 
DO 10 J=1,2 
Х(1К)=ХҮ(П,К1) 
10 CONTINUE 
р0207-1,2 
Х(1,4)-Х(1,1) 
Х(1,5у=Х(1,2) 
20 CONTINUE 
DO 30 К=1,3 
В(К)=Х(2,К+1)-Х(2,К+2) 
В(К+3)=Х(1,К+2)-Х(1,К+1) 
30 CONTINUE 
B(7y=(B(1)*B(5)-B(4)*B(2))*0.5 
IF(NWA.GT.0) WRITE(6,40)LB 
40 FORMAT(IX,'NE=' 1З /3X.7E10.4) 
IF(B(7).LE.0.0) GOTO 60 
DO 50 J=1,7 
BCACLD=B() 
50 CONTINUE 
GOTO 80 
60 WRITEG(6,70)1,(UMO,D,J=1,3) 
70 ҒОЕМАТ//5Х,ЕІ.ЕМЕМТ,15,5Х. АВЕА IS NONPOSITIVE' SX.'UJM' 315) 
STOP 333 
80 CONTINUE 


N. 计算 单元 刚度 抢 阵 子 程序 KE 
功能 ; 计算 并 输出 单元 刚度 矩阵 
参数 及 数组 说 明 ; 
1. ВСА(Т,МЕ) 单元 参数 数组 
4234. 


2. ЕК(6,6) #58) 8 
ШАН 单元 参数 ВСА (7, МЕ) 
输出 量 ЖЛЕ ЕКС6,6) 


源 程序 ， 


SUBROUTINE KE(IO,NE.NWE,T,A1,A2,V,EK,BCA) 


СЭзетхекккахк кке ек кке жз жз кк ж ЕФжж к ЕКЕ RR RA R жз жек KK 


С 
C 
С 
С 
С 
С 
С 


20 


30 


40 


50 
60 


3 


ж 

CALCULATE STIFFNESS MATRIX ОҒ ELEMENT * 
ж 

INPUT :ВСА ж 
ОПТРОТ:ЕК ж 

ж 


жаК КК К еее Ж ЖОЕ Ж КОК Ж} ЖОК ЖОЕ ЖЖЖ ЖЕЕ Ж ЖАК ККЖ ЕЕН 


DIMENSION B(7},BCA(1,NE),EK(6,6 
DO 101-1,7 
BID=BCA(LIO) 
CONTINUE 
A=A1/B(7)*T 
DO 20 I=1.3 
DO 20 J=1,3 
I1=2*1 
11=2*] 
EK(I1-1,J1-1)=A*(B(D*B(J)+A2*B(I+3)*B(J+3)) 
EK(I1-1.JID=A*(V*B(D*B(+-3)+-A2*Bti+3)*B(JD) 
EK(I1,J1-T=A*(V*B(I+3)*B(D+A2*B(0)*B(J+3) 
EK(I1,JI)=A*(B(+3)5B(J+3)+A2*B(D*B(D) 
CONTINUE 
DO 30 1-3,6 
DO 30 J=L,I 
EK(Q,N=EKOT) 
CONTINUE 
IF(NWE.EQ.0) СОТО 60 
WRITE(6.40) IO 
FORMATUIXEK NE=tI5) 
WRITE(6,50)EK 
FORMAT(1X,6E11.4) 
RETURN 
END 


V .总 刚 集 成 子 程序 SUMK 

功能 : 按 二 维 等 带宽 存 屠 的 方式 集成 总 刚度 矩阵 ， 
ЕЕ АР 7.5. 

参数 及 数组 说 明 : 


1.10 按 单 元 循环 的 单元 号 ,来 自主 程序 


2. ЕК(6,6) ӘНЕ 


* 235 ° 


3. JM(3,NE) 单元 结 点 编码 数组 
4. SK(NT,ND) 按 二 维 等 带宽 存储 的 总 刚度 矩阵 
ШАН. 单元 刚度 矩阵 EK (6,6) 
单元 结 点 编码 数组 IJM(3,NE) 
单元 号 IO 
输出 量 : 结构 总 刚度 矩阵 SK(NT ND) 


ea 


226227) > 是 (下 三 角 元 素 , 合 去 ) 
М=2*[[(!)-1 _ 
Медж Шә 000991 等 带宽 存 贮 中 的 新 行列 玛 
МО=2#1—]1 . 
SK(M,N)=SK(M,N)+ EK(MO, NO) Е 


SKM, N +1) = SK(M, М +1) + ЕКОМО, МО+ 1» 形成 总 出 
SK(M+1,.N)=SK(M+1,N)+EKC(MO+1,NO +1) 


# < BETR ALTZARTE) 


SKIM+1,N-1)=SK(M+1,N-1)+EK(MO+1,NO) 


图 7.5 总 刚 集成 子 程序 SUMK 框图 
WEB, 
SUBROUTINE SUMK(IO,NE,ND,NT,IJM, 5К,ЕК) 


бы pk kok k R k еді деде ЖОЕ ЖКК КЎ ЖО ЖЗ ЖО Ж ККЖ КЖ ЖОК УКК ЖКО Ж жаяу 


С 4 * 
C FORM THE STRUCTURE STIFFNESS MATRIX OF THE * 
С MAXIMUN HALF BAND-WIDTH ж 


= қ 


С 

С INPUT ЕК, ПМ 
С OUTPUT : SK 
С 
С 


++ 


жж Ж ЖК ЖЖ TEES TE EEEE EEE EEES EE EEE EEEE TEE E SEFE TETTE T E T E EEE TE E E ЖЕКИ 
DIMENSION U(3),SK(NT.ND).UJMG(,NE),EK(6,6) 
рО101-1,2 
ІҚКІ)-ШМ(,Ю) 
10 — CONTINUE 
DO 20 1,3 
ро 20 J=1,3 
ІЕ(ІЛІ).СТ.І(2)) GOTO 20 
M=2*1J(D)-1 
N=2*(UJO)-UO)+1 
МО=2*1-1 
NO=2*J-1 
5К(М,М)-5К(М,М)-ЕК(МО,МО) 
SK(M,N+1)=5K(M,N+1)}+EK(MO,NO+ 1) 
5$К(М+1,М)=58К(М+1,Му+ЕК(МО+1,МО+1) 
ІК). ЕО.) СОТО 20 
SK(M+1,N-1)=SK(M+1,N-1+EK(MO+INO) 
20 СОМТІМЈЕ 
RETURN 
END 


м. 检验 主 元 子 程序 CHECK 
功能 : 1， 窒 验 系数 矩阵 主 元 ,车 主 元 为 零 或 负 值 则 输出 错误 信息 并 停机 。 停 机 指针 
444, 
2. НАВЕ RF 
参数 及 数组 说 明 ， 
SK(NT,ND) 总 刚度 矩阵 
源 程序 : 


SUBROUTINE CHECK(NT,ND,NWK,SK) 
Сека кажаа е КЕИ ЕЕ КК КЕКЕ КА о ЖЕКА К К ККЖ ЖЖЖ 


С 5 ж 
c CHECK WHETHER THE MAIN ELEMENTS O. + 
С STIFFNESS MATRIXIS K ARE POSITIVE * 
C * 
ылы ааа іі ak We 5k Ж šE 3 h SF Ж Ж Ж ЖЖЖЖ ЖЖЖ ЖО ЖОК ЖЖ ЖОЖ F Ж ЖКК КОЙ ЖОНО 

DIMENSJON SK(NT.ND) 

IF(NWK.EQ.0) СОТО 30 

WRITE(6,10) 


10 FORMATO, 10X,'GLOBLE STIFFNESS MATRIX:,) 
WRITE(6,20) ((SK(I,PD),=1.NT),J=1,ND) 
22  FORMAT(IX,5E13.6) 


“237: 


30 М-0 
DO 50 I=1NT 
ІЕ(8К(1,1).6Т.ІЕ-10) GOTO 50 
ҮҮЕІТЕ(6,400,5К(1,1) 
40 FORMAT(/10X,'MAIN ELEMENT IS NONPOSITIVE КТ-,14,5Х,Е12.6) 
М=М+1 
50 CONTINUE 
IF(M.GT 0) СОТО 60 
GOTO 70 
60 STOP 444 
70 RETURN 
END 


М. 组 装 结 点 集中 载荷 子 程序 PF 
功能 ; 将 作用 在 坐标 方向 上 的 结 点 集中 力 装 入 等 效 结 点 载荷 列 阵 中 
输出 等 效 结 点 载荷 列 阵 

参数 及 数组 说 明 ， 

1. МЕ 作用 于 结 点 坐标 方向 的 集中 载荷 的 个 数 

2. МЕС.МЕ) 结 点 集中 载荷 信息 数组 

3. ZF (NF) 结 点 集中 载荷 值 数 组 

4. FONT) 等 效 结 点 载荷 列 阵 
输入 量 : 有 关 集 中 载荷 的 信息 NE,MF(2,NF),ZF(NF) 

等 效 结 点 载荷 询 阵 FONT) 

НЕ. 等 效 结 点 载荷 列 阵 FCNT) 
HEF.: 


SUBROUTINE PF(NF,NP,NT,NWP,F,MF,ZPF) 
Созак ко E EE E E E EE E E кез кке жж в в ов 
C 6 
С FORM THE VECTOR ОЕ NODAL LOADS PRODUCED 
C BY CONCENTRATED FORCES 
С 
С INPUT :NF,ME,ZF,F 

OUTPUT:F 


上 E «Ек # + 


с 

С 

шым ані акани окце 
DIMENSION MF(2,NF),ZF(NF),F(NT) 
READ(5,*) (MF(,L),I=1,2),L=1,NF) (ZF(L),L=1,NF) 
WRITE;6,10) 

10 БОВМАТ(/,10Х/СОМСЕКТЕАТЕР LOADS MF(2,NF) 2Е(МЕУ/Л) 
DO 30 L=1,NF 
WRITE(6,20) (MF(LL),I=L,2),ZF(L) 
20 ЕОВМАТ(1Х,2110,10Х,Е12.6) 
30 CONTINUE 


40 


50 


的 
70 


DO 40 I=1,NF 
№=2+МЕ(1,)-МЕО 1) 
ЕОӘ-Е(Му-2Ғ80) 

CONTINUE 

ІЕ(ЧР.СТ.0) СОТО 70 

IFINWPEQ.O СОТО 70 

WRITE(6,50) 

ЕОКМАТ(/,10Х,1.ОАр УЕСТОВУ) 

WRITE(6,.60)F 

БОНМАТ(1Х,5Е14.6) 

RETURN 

END 


М. 计算 均 布 倒 压 等 效 结 点 载荷 子 程序 PP 


功能 , 计算 均 布 侧 压 的 等 效 结 点 载荷 并 装 人 等 效 结 点 载荷 列 阵 中 。 


输出 等 效 结 点 载荷 列 阵 。 
参数 及 数组 说 明 


іі ш w м н 


-NP 作用 均 布 侧 压 的 单元 边 教 

. МР(2,МР) 作用 均 布 偶 压 信息 数组 
, 2ОРОЧР) ЗИ ЕН Н 

. XYC,NG) 结 点 坐标 数组 


EOT) 等 效 结 点 载荷 列 阵 
输入 量 : 有 关 均 布 侧 压 信息 МР,МР(2,МР).2РСМР) 


结 点 坐标 XY(2,NG) 
等 效 结 点 载荷 列 阵 FCNT) 


输出 基 : 等 效 结 点 载荷 列 阵 FCNT) 
ЖЕГЕ 


SUBROUTINE РРОМР,МТ,МО,МҰРР,ХҮ,Е,МР,2Р) 


(CR oR ok R жж Жо k kak hkl k кк ека КЖ ЖЯ KR Жж жж R |F R 58 R | R R 


С 
С 


С 
C 
С 
С 
С 
С 


7 


FORM THE VECTOR ОЕ NODAL FORCE PRODUCED 
BY UNIFORM FORCE 


INPUT :F,XY,NP,MP,ZP 
ООТРОТЕ 


+ + + ДЕЛЕ ЖЕ 3 


Жжжж ж ЕЖ Жау i | Ж EEEE T ESETET Ж ОЁ OFF 3755835 ЖЖЖ K K ЖО R ROF OR RR KOR F KOR R R RK ОК ЖО FR K 


20 
30 


DIMENSION MP(2,NP),ZP(NP),XY(2,NG),F0NT) 
READ(5,*) (MP(LL),I=12)L=1,NP)(ZP(L),L=1,NP) 
WRITE(6,10) 


FORMAT, 10X, 'UNIFORM PRESSURE MP(2,NP) ZP(NP)'/) 


DO 30 L=1,NP 
ХҮКІТЕ(6,20) (МР(І/.)1=1,2),2Р(1) 
FORMAT(1X,2110,10X,E12.6} 
CONTINUE 


• 239: 


DO 40 I=1,NP 
NI=MP(LJD 
М2-МРО2,) 
РХ-ХҮ(2,М1)-ХҮ(02,Һ2) 
РҰ-ХҮ(1,82)-ХҮСІ,М1) 
PX=.5*ZP(D*PX 
PY=.5*ZP(D*PY 
FO*N1-D=F0*N1-1+pX 
FO*N1D=FO*ND+PY 
Е(2+№2-1)=Е(#М2-1)+РХ ` 
Б(2*М2)—Е(2*М2)+РҮ 

40 CONTINUE 
IFINWP.EQ.0) СОТО 70 
WRITE(6,50) 

50 FORMATÇ(/,10X,'LOAD VECTOR') 
WRITE(6,60)F 

60 ҒОВМАТ(1Х,5Е14.6) 

70 RETURN 
END 


к. 引入 给 定位 移 子 程序 DBC 
功能 : 引入 给 定位 移 消 除 系数 矩阵 奇异 性 。 
引入 给 定位 移 方 案 
给 定 零 位 移 : 对 角 元 素 改 1 法 
给 定 非 零 位 移 : 对 角 元 素 乘 大 数 法 
框图 见 图 7.6. 
参数 及 数组 说 明 ， 
. АСЧТ.МЮ Е 
- BONT) 等 效 结 点 载荷 列 阵 
. NB 给 定位 移 的 个 数 
. MB(2,NB) 给 定位 移 信 息 数 组 
.2ВОМВ) 给 定位 移 值 数组 
. NX 载荷 组 数 
计算 多 组 载荷 时 
NX=NX1 计算 第 一 组 载荷 ,A,B 同时 引入 位 移 边 界 条 件 。 
NX=NX1 计算 以 下 几 组 载荷 ,只 在 B 中 引入 位 移 边 界 条 件 。 
HAE ЖАР A(NT,ND) 
等 效 结 点 载荷 列 阵 BCNT) 
位 移 边 界 条 件 NB,MB(2,NB),ZB(NB) 
НІНЕ KER ANT,ND) 
等 效 结 点 载荷 列 阵 BINT) 


mm 


. 240 • 


М, 修改 方程 的 序数 


М-2а МВ(1,1)- ME, D 
2-ФМІ 


B(N)= A(N,1) * Z 


Шут 


是 :下界 洲 出 ) 


<< 


修改 列 
А(М,К9 = 0.0 


Ж (Е — 4848) 


В(М№) = 0.0 


7.6 引入 给 定位 移 子 程序 ОВС 框图 
REF: 


SUBROUTINE DBCINTNDNB.NXNXLAB MB,zB) 


д 


c 8 * 
С INTRODUCE GIVENE NODAL DISPLACEMENTS ж 
с ж 
С INPUT :A,B,NB,MB,ZB * 
C ӨПТРОТ:А,В ы 
с ж 
(CE koti sp sk sk kok ян ЖЕЖ КК ЖОЕ о ЖОКЕ Ж Ж ЖЕ k 


DIMENSION MB{2,NB),ZB(NB), A(NT,ND),B(NT) 
DO 60 I=1,NB 


* 241, 


N=2*MB(1,D-MB(2,D 
Z=ZB(D 
ІЕАВ5(2) 1Т.1Е-10) СОТО 20 
ІЕ(ЧХ МЕ. МХ) СОТО 10 
AMN, D=A(N,1)*1E+15 
10 B(N)=A(N,1)*Z 
GOTO 60 
20 IF(NX.NE.NX1) СОТО 50 
А(М,1у-і.0 
DO 30 J=2,ND 
A(N, D=0.0 
30 CONTINUE 
DO 40 K=2,ND 
IF(N.LT.K) GOTO 50 
M=N-K+1 
A(M,K)=0.0 
40 CONTINUE 
50 в(Му=0.0 
60 CONTINUE 
RETURN 
END 


X. 高 斯 消去 法 子 程序 GAUSS 
ЖЕ. 用 以 求解 系数 年 阵 以 二 维 等 带宽 方式 存 情 的 线性 代数 方程 组 。 多 组 载荷 时 系 
数 插 阵 只 作 一 次 消 元 。 线 性 方程 组 的 解 与 等 将 结 点 载荷 列 阵 共用 存 贮 单元 。 
输出 结 点 位 移 。 
框图 见 图 7, 7, 
参数 及 数组 说 明 : 
1. A(NT,ND)£ ЖЕ EE | 
2. BCNT) 求 解 前 为 等 效 结 点 载荷 列 阵 
求解 后 为 结 点 位 移 
з. 计算 多 组 载荷 时 
NX=NX1 计算 第 一 组 载荷 ,A\B 同时 消 元 求解 。 
NX=NX1 计算 以 下 几 组 载荷 时 ,上 内 对 B 消 元 并 求解 。 
МАШ. 系数 矩阵 A(NT,ND) 
等 效 结 点 载荷 列 阵 ВМТ) 
输出 量 : 结 点 位 移 BNT) 


.242. 


вк 


+ 


Н(Із-С/А41,1) 


| АК +, = АСК +1,,1)- 


-СжА(К,1+1) 


т.т 高 斯 消去 子 程序 GAUSS 框图 
RAF 


SUBROUTINE GAUSS(NT,ND,NWD,NX,NX1,A,B) 


Са” каже наанаа канка вефат ді 


С 9 * 
С GAUSS ELIMINATION ж 
с ж 
С INPUT :A,B Ы 
С OUTPUT:B * 
C * 
Ск аккаас ка КЕ 5554360430 бойкот көзе еван E 


DIMENSION A(NT,ND),B(NT) 


“243: 


10 
20 


30 


40 
50 
60 


70 


80 


С 
С OUTPUT NODAL DISPLACEMENTS 
C 


4244. 


90 
100 


N=NT-1 
ТЕСЧХЕО.КХІ) GO TO 10 
ASSIGN 50 TO M 
GO TO 20 
ASSIGN 30 TO M 
DO 60 K=1,N 
Мі-Мр-1 
IF((M1).GT.(NT-K)) МІ-МТ-К 
DO 60 L=1,M] 
C=A(K.L+1YA(K,I) 
ІК(АВЅ(С) ІТ 1Е-18) GO TO 60 
GO TO M,(30,50) 
M2=ND-L 
DO 40 Ј=1,М2 
A(K+L,D=A(K+L,D-C*A(K +1) 
CONTINUE 
B(K+L)=B(K+L)-C*B(K) 
CONTINUE 
ВОЧТ)-В(ЧТУА(МТ,1) 
DO $0 K=1,N 
І-МТ-К 
ML=ND 
С-В() 
ТЕС(К+1) ЕТ (МО) МІ=К+1 
DO 70 1=2,М1 
1=1+3-1 
С-С-А(,Л“Ва) 
CONTINUE 
В()-С/А(,1) 
CONTINUE. 


IFQIWD.EQ.OGOTO 150 

WRITE(6,90) 

WRITE(6,100) 
ЕОКМАТ(/,10Х,/ТІ8РІ.АСЕМЕМТ8 ОЕ NODES') 
FORMAT(IX,XLX,'NG'9X,'U',12X,'V' 9Х)) 
N=NT/2 

N11=N/2 


IF(FLOAT(N11)+.3-FLOAT(N)/2.0.GT. 1E-7)N=N-1 
DO 140 1=1,N,2 

NT2=NT/4 

NT3=NT/2 

FL1=FLOAT(NT2)+.3-FLOAT(NT3)/2 

IF((ELILLLT.0. AND.(LEQ.N)) СОТО 120 

Ј=2*1-1 

К=2*[ 

TI=I+1 


л=Ј+2 

К1=К+2 

WRITE(6.110) LB(D.B(K) IL B(J1) B (KI) 
110 БОВМАТ(1Х,2(13,3Х,Е11.5,2Х.Е11.5,5ХУ) 

СОТО 140 
120 Ј=2+1-1 

К=2%] 

\МҮВІТЕ(6,1301,8(3),В(К) 
130 БОЕВМАТ(1Х,ІЗ,3Х.Е1,5,2Х,Е11.5) 
140 CONTINUE 
150 RETURN 

END 


XI. 计算 单元 应 力 子 程序 STRESS 
功能 : 计算 并 输出 单元 应 力主 应 力 及 主 应 力 方向 


参数 及 数组 说 明 ， 
1. А1,А2,УЖЯЖ ЕН 
Е _ 1 
А = ү ys: 42 = Туу 
V WH 


2. ПМО,МЕ) 单元 结 点 编码 数组 
3. ВСА (7,МЕ) 单元 参数 数组 
4. FONT) 结 点 位 移 


5. 应力 输出 符号 ， 
5-Х а, 
5-Ү б, 
5-ХҮ Tay 
81,62 主 应 力 


АС 主 应 力 5S1 与 z 轴 夹 角 

ШАН ”材料 参数 Al,A2,V 

结 点 编码 数组 JUM(3,NE) 

单元 参数 数组 BCA(7 ,NE) 

ЯАВ ЕТ) 
输出 量 , 单元 应 力 5-Х.5-Ү,5-ХҮ 

主 应 力 及 主 应 力 方向 S1,S2,AG 
源 程序 ， 


SUBROUTINE 8ТКЕ85(МЕ,МТ,А1,А2,У,0М,ВСА,Е) 


ымы ыы E E E EE E EE те TE E E EE ARAR E E ТТТ 
C 10 ж 
C CALCULATE THE ELEMENT STRESSES * 
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“ж 


С 

с INPUT FIIM.BCA,ALA2WV 

C OUTPUT:S-X,S-Y,S-XY,S1,S2,AG 
С 
С 


+ + 


жо ооо онко фро Жой Жжж жж ж жэй эй фо жж} 
DIMENSION ІЛМ(3,МЕ),ВСА(7,МЕ),Е(МТу,В(Т1),К(6) 
WRITE(6,5) 
5 FORMAT(,I0X,ELEMENT STRESSES',) 
WRITE(6,10) 
0 ЕКОНМАТОХ,МЕ,5Х,5-Х,8Х,6-Ү,8Х,5-ХҮ10Х, 
& 81,10Х,528Х,АО,Л 
DO 60 E-1,NE 
$1=0. 
S2=0. 
S3=0. 
DO 20 J=1,7 
ВО=ВСА(Ј,) 
20 CONTINUE 
А=2*А1/В(7) 
DO 30 J=1,3 
М=ПМОЫ)*2 
В(2*Ј-1)=Е(Ҹ-1) 
R(2*J)=F(N) 
30 CONTINUE 
DO 40 Ј=1,3 
K=2*J 
SI=S1+A*(B(D*R(K-D+V*B(J+3)*R(K) 
S2=S2+A*(V*B(J)*R(K-1)+B(J+3)*R(K) 
S3=S3+A*A2*(B(J+3)*R(K-1+B(D*R(K)) 
40 CONTINUE 
P=.5*(S1+S2) 
Q=.5*(S1-S2) 
XI=P+SQRT(Q*Q+S3*S3) 
X2=2*P-X1 
CTA=0. 
ТЕ (S3.GT.0) СТА-АТАМ((Х1-61)/53) 
Ч/КІТЕ(6,501,51,82,53,Х1,Х2,СТА 
50 ҒКОЕМАТ(1Х,13,1Х,Е10.4,2Х,Е10.4,2Х,810.4,2Х,Е10.4.2Х,В104, 
& 2Х,Е84) 


并 ,动态 数组 设计 与 主 程 订 

动态 数组 表 

本 程序 中 设 二 个 一 维 大 数组 , 实 型 数组 C 及 整 型 数组 IA ,分 别 供 程序 中 实 型 和 整 型 
变 界 数组 共同 使 用 。 动 态 数 组 表 设计 如 下 ， 
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СН. 
ХУ (2, МС) ZBCNB) ВЕСТ. ҺЕ), SK(NT, ND) ЕСТУ) 2 (МЕ?) ZP(NP ), _ 
C(1) Сем) СМ) соч» Сем) CN CON ССМЕМБ) 
IA 数 组 

| JM(3， МЕ) MB(2 ， МВ) МЕ (2. NF) МР(2,М№Р). _ 
1А‹1› ІА СМІ) ТАСМ2) ТА М3) ТА (MEND) 


每 个 一 维 数组 线 上 方 标注 的 是 变 界 数组 名 , 线 下 方 标注 的 是 每 个 变 界 数组 在 一 维 数组 中 
相应 的 起 始 数 组 元 素 号 。 例 如 .,C 数组 中 顺序 存储 的 变 界 数组 为 : XY (2,NG),ZB(NB)， 
ВСЕ (7, NE), ere :它们 的 第 一 个 元 素 分 别 对 应 于 CC 数组 的 C0) ,CON]) END ,ee 
号 元 素 。 各 个 变 界 数组 的 长 度 由 实际 需要 确定 ,因此 所 有 的 界 МІ,М2,%5<-;М1.М2, 
ез 都 需 在 主 程序 中 子 以 确定 。 

程序 在 计算 多 个 结构 时 动态 数组 采用 全 覆盖 技术 , 即 动态 数组 重新 分 制 ;计算 多 组 载 
荷 是 采用 动态 数组 部 分 覆盖 技术 ,因此 与 载荷 有 关 的 变 界 数组 MF ,MP,ZF ,ZP ,都 分 别 
安排 在 IA 和 CC 数组 的 尾部 。 

当 实 际 需要 的 变 界 数组 总 体 超出 - - 维 数组 的 界 时 ,计算 就 不 能 进行 。 程 序 中 分 别 用 
МЕМ 及 MEND 校 验 C 和 1А 数组 的 界 是 否 满足 有 限 元 求解 要 求 。 很 明显 ,只 要 在 可 能 
条 件 下 扩大 一 维 数组 C 和 ТА 的 界 就 能 扩大 解 题 规模 而 不 需要 改动 穆 序 中 任何 其 它 部 
位 ,因此 对 使 用 和 程序 移 机 十 分 方便 ， 

平面 问题 3 结 点 单元 有 限 元 分 析 主 程序 中 包括 了 动态 数组 使 用 中 变 界 数组 界 的 确 
定 , 对 各 子 程序 的 调用 并 给 出 了 充分 的 注释 语句 。 主 源 程 序 ， 


Ск к Ж Ж тете Теге АЖ ЖЖ ЖОЖ Ж ЖОК ЖЕ ЖОК ЖЕ Я ККЕ kk kkk КОКУ Ж} 


с ж 
С РІ, --- PROGRAM OF РІ,АКЕ PROBLEM 96.1 ы 
с * 


(CUE kok жж ж ж кж Ж К КК Ж ЖОЖ Ж ОКУ КЕ ЖЖЖ ЖОЕ ОК ЖК Ж конен 


С 


С-------- INPUT DATA (IN SEQUENCE) -------- 
C LNG 

С NG TOTAL NUMBER OF NODES 
C NG=0 STOP 


C 2.NE,MC,NX.NB,ND,EO,VO.T 
NE TOTAL NUMBER OF ELEMENTS 
MC TYPE OF PROBLEM 
МС=0 PLANE STRESS 
=] PLANE STRAIN 
NX TOTAL NUMBER OF LOAD GROUPS 
TOTAL NUMBER OF GIVEN DISPLACEMENTS 
ND MAXIUM HALF BAND-WIDTH OF STIFFNESS MATRIX K 
ЕО YOUNG'S MODULUS 
VO POSSIN'S RATIO 
T THICKNESS OF STRUCTURE 


Су Сз Сз Су Сз СУ Сз С) Су С 
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C 3.NWA NWE,NWK,NWP,NWD 
CONTROL PARAMETERS OF OUTPUT 
=! OUTPUT 
=0 NO OUTPUT 
NWA OUTPUT CONTROL PARAMETER OF ELEMENT PARAMETERS 
NWE OUTPUT CONTROL PARAMETER OF ELEMENT STIFFNESS MATRIX 
OUTPUT CONTROL PARAMETER OF STRUCTURE STIFFNESS MATRIX 
NWP OUTPUT CONTROL PARAMETER OF LOAD VECTOR 
NWD OUTPUT CONTROL PARAMETER OF NODAL DISPLACEMENTS 
4.0М(3,МЕ) NODAL CODES OF ELEMENT 
IMA, D; ОМО, 1); UMG,D 
THREE NODAL CODES OF I-TH TRIANGLE ELEMENT 
C5XYCNG COORDINATES OF NODES 
С6.МВ(2,№В),2В(МВ) INFORMATION AND VALUES OF PRESCRIBED BOUNDARY 


Gy ry Gy С С) СУ G G ry Gy С 
Š 


С MB(LD---NODAL NUMBER OF PRECRIBED BOUNDARY 
C MB(2,1)=1--X-DISPLACEMENT 15 PRESCRIBED 

c =0--Y-DISPLACEMENT IS PRESCRIBED 

C 7В(П)------УАІЛЈЕ OF PRESCRIBED BOUNDARY 

С 7.NF,NP 

c '  NF—-TOTAL NUMBER OF CONCENTRATED FORCES 

c МР-----ТОТАІ. NUMBER OF UNIFORM FORCES ` 

C IF NF>0 

C 8. MF(2Z,NP),ZF(NP) 

C MF(1,1)---NODAL NUMBER APPLIED BY CONCENTRATED FORCES 
С МЕС2,)-1--Х-СОМРОМЕҺТ 15 APPLIED 

с -0--Ү-СОМРОКЕМТ IS APPLIED 

C ZF(D)--—-VALUES OF FORCES 

C IF NP>0 


C 9. MP(2,NP),ZP(NP) 
C MP(LD----THE FIRST NODAL NUMBER OF STRIP 


C МР(2,))---ТНЕ SECOND NODAL NUMBER OF STRIP 
с ZP(D-——-VALUE OF UNIFORM FORCE 

C 

C IF NX>I REPEAT 7.-9. (ЧХ-1) TIMES 

C 

C DATA END ОЕ NG=0 
Ce ------ 

С 

С ARRANGEMENT OF ADJUSTABLE ARRAYS 

с 

С ARRAY (5000) ARRAY IA(1000) 

С са) ХҮ(2,М) ПАЙ) ІЈМ(З,МЕ) 
С CNI) ZB(NB) ТА(М1) МВ(2,МВ) 
С CN2) ВСА(7,МЕ) ІА(М2) MF(2,NB) 
С C(N3) SK(NT,ND) IA(M3) MP(2,NP) 
С сом) МТ) | IA(MEND) LIMIT NEEDED 
c C(N5) ZF(NF) 

C С(Ч6) ZP(NP) 

С CNEND) LIMIT NEEDED 
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Gy y ry Gy O е O r с 


ооо 


пос 


ERROR STOP 
STOP 111 EXCEED THE LIMIT OF ARRAY С 
STOP 222 EXCEED THE LIMIT OF ARRAY СЛА 
STOP 333 ELEMENT AREA IS NONPOSITIVE 
$ТОР 444 МАЈМ ELEMENT OF MATRIX К IS NONPOSITIVE 


MAIN PROGRAM 


DIMENSION С(5000),1А(1000),ЕК(36) 
CHARACTER*12 IN,OUT 

WRITE у" 

WRITE(*,*} PLEASE INPUT THE INPUT-FILE МАМЕ (А<12) 
WRITE >y | 

READ(*,5) IN 

WRITE y ' 

WRITE(*,*} PLEASE INPUT THE OUTPUT-FILE МАМЕ (А<12) 
WRITE y ， 

READ(*,5) OUT 


5 FORMAT(A12) 


OPEN(SFILE=IN STATUS='OLD') 
OPEN(6,FILE=OUT,STATUS=UNKNOWN5 


0 КЕАІМ5,9МС 


IFNG.EQ0) STOP 
WRITE(6,15) 


15 FORMATU/SX， 


& "中 市 本 市 市 市 市 中 说 本 让 机 机 让 二 让 本 让 二 有 АМЕ PROBLEM аА) 


ВЕАГХ(5,ЖУМЕ,МС,МХ,МВ,Мр,ЕО,УО,Т 
ХҮКІТЕ(6,20)ЧС,МЕ,МС,МХ,МВ,МО,ЕО,УО,Т 


20 БОНМАТ//,10Х,М06-,14,5Х,МЕ-,М,5Х,МС-, 4,5 МХЕ, 


% 10X,.NB='4,5SX 'ND=, 14, 10X, EO E10.4,5X 'VO=' F7.3, 
& 5X,'T=',F7.2,) 
READ(5, NWA, NWE, NWK,NWP,NWD 
WRITE(6,25)NWA, NWE, NWK, NWP, NWD 


25 FORMATŲ/10X /NWA=',12,3X, МЕ 12,3X 'NWK=' I2,3X, 


& 'NWP=' T, 3X 'NWD=',12) 
NT=2*NG 


CALCULATE THE LIMIT OF ADJUSTABLE-SIZE ARRAYS 


M1=3*NE+1 
М2=Мі+2+НВ 
N1=2*NG+1 
N2=NI+NB 
N3=7*NE+N2 
N4=N3+NT*ND 
N5=N4+NT 


CHECK THE LIMIT OF ARRAY C 


249, 


NEND=N5S 

IF(NEND.LE.5000) СОТО 35 

WRITE(*,*)*** EXCEED THE LIMIT OF ARRAY СОМ THE MIDDLE)! ***' 
WRITE(*,30) МЕМ) 


30 FORMAT(/,******** ҚЕҚр-,16,1Х,>5000 ********" 
STOP 111 
С 
С INPUT РАТА 
с 
35 САЦ. INPUT(NE,NG,NB,IA(1),C(1),1A(M1),C(N1) 
WRITEC ,40) 
40 БОЮМАТ(/10Х,ЧНННЕ INPUT PASSED 3ННННҒ) 
ІЕ(МС.ЕО.0) GOTO 45 
с 
С PLANE STRAIN PROBLEM 
с 
Е-ЕОХ1.0-УО%УО) - 
V=VOALO-VO) 
GOTO 50 
с А 
С PLANE STRESS PROBLEM 
с 
45 Е-ЕО 
у-УО 
50 МХі-МХ 
A1=E/(1.0-V*V)/4.0 
А2-0.5%(1.0-У) 
C 
C CALCULATING ELEMENT PARAMETERS 
C 
CALL АВС(ЧЕМО,ММАДАУ,СА),С(Һ2)) 
WRITE(+ .55) 
55 FORMAT(10X, Я АВС PASSED НЫН) 
DO 60 1-№3 № 
CD=0.0 
60 CONTINUE 
C 
C FORM MATRIX К 
с 
рО 65 К<1,МЕ 
IO=K 
CALL КЕПО,МЕ,ММЕ,Т,А1,А2,У,ЕК(1),С(М2)) 
CALL SUMK{IO,NE,ND,NT,IA(),C(N3), EK(1}) 
65 CONTINUE 
WRITE(*,70) 
70 ЕОВМАТ(10Х,Ч#### SUMK PASSED #####') 
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@ r 门 门 


75 
80 


CALL CHECK(NT,ND,NWK.C(N3) 
WRITE(*,75) 

FORMATUIOX, НЕ CHECK PASSED #####5 
READ(5,*) NF,NP 


CALCULATE THE LIMIT OF ADJUSTABLE-SIZE ARRAYS 
CHECK THE LIMIT OF ARRAY C AND ARRAY IA 


85 


M3=M2+2*NF 
N6=N5+NF 

NEND=N6+NP-1 

MEND=M3+2*NP-1 

NM=0 

IF(NEND.LE. 5000) GOTO 85 

WRITE( A)*** EXCEED THE LIMIT OF ARRAY C (AT THE ЕМр)!! ***' 
WRITE(*,30}NEND 

NM=1 

IF(MEND.LE. 1000) СОТО 95 а 

WRITE(*,*)'*** EXCEED THE LIMIT ОЕ ARRAY ІА (АТ THE ЕМУ е 
WRITE(*,90) MEND 

FORMAT, жж МЕМО=',16,1Х,721000 ж=з=н 

STOP 222 i 

IF(NM.EQ.1) STOP 222 


С FORM VECTOR P 


C 


С 


100 


105 


DO 100 I=N4,N5 
CD=0.0 

CONTINUE 

IF(NF.GT.0) CALL РЕ(МЕ,АР,МТ,МУУР,С(М3)1А(М2),С(М5)) 


WRITE(* ,105) 
FORMATOION НЕ PF PASSED Жу 

IF(NP.GT.0) CALL PP(NP,NT, NG, NWP, CO}, СОМА) ЛА(М3),С(М)) 
WRITE(*,110) 

РОВМАТ(ПОХ, НН PP PASSED #99987 


С INTRODUCE GIVEN DISPLACEMENTS 


С 


С 


115 


| CALL DBC(NT,ND,NB,NX.NX1,C(N3).C(N3J)JIA(MI),C(N1)) 


WRITE(*, 115) 
РОКМАТ(ПОХ, ЯЕ DBC PASSED жін; 


С SOLVELINEAR EQUATIONS KA=P 


С 


C 


120 


CALL GAUSS(NT.ND,NWD,NX,NX1,C(N3).C(N4)) 
WRITE(*, 120) 
ҒОКМАТ(ЛОХ,ЧНЯНН GAUSS PASSED , #####') 


С CALCULATE ELEMENT STRESSES 
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CALL 5ТКЕ58(ЧЕ,АТ,А1,А2,У,1А(1),С(М2),С(М4)) 
WRITE(*,125) 

125 ЕОВМАТ(/10Х НИНЕ STRESS PASSED Я) 
NXI=NX1-1 
IF(NX1.GT.0) GOTO 80 
GOTO 10 
END 


73 网 格 生 成 技术 


前 处 理 程 序 的 主要 功能 就 是 提供 给 程序 使 用 者 一 种 工具 ,能 方便 地 将 有 根 元 分 析 的 
计算 模型 进行 网 格 划分 ,得 到 离散 模型 的 有 关 数 据 , 例 如 结 点 数 、 结 点 编码 、 结 点 坐标 ,以 
及 单元 数 , 单 元 结 点 编码 等 ,对 上 一 节 的 平面 问题 3 结 点 有 限 元 分 析 程 序 来 说 则 是 对 各 种 
平面 问题 的 分 析 对 象 划分 合理 的 网 格 并 自动 形成 结 点 数 NG, 单 元 数 NE, 结 点 坐标 
XY(2,NG) 及 单元 编码 IJM(3,NE) 数 组 等 .不 具备 这 部 分 功能 的 有 限 元 分 析 程 序 很 两难 
用 于 实际 问题 的 分 析 。 网 格 生成 的 方便 程度 是 有 限 元 分 析 程 序 使 用 性 能 的 重要 标志 之 一 。 

了 网 格 生 成 的 方法 很 多 ,各 有 长 处 。 现 以 二 维 问题 为 例 , 介 绍 一 种 网 格 生成 的 方法 一 一 
几何 分 区 生成 法 ,以 示 启 过 。 

7.8 中 所 示 为 二 个 二 维 有 限 元 分 析 实 例 , 带 筷 矩形 板 ( 二 向 对 称 , 取 1⁄4 作 计 算 模 
型 ) 各 压力 容器 封 头 接管 ,它们 的 外 形 轮 廊 可 按 几 何 特征 划分 成 若干 区 ,如 梯形 区 、 不 同心 
圆 弧 区 、 圆 弧 - 直 边区 等 , 见 图 7. 8(a) 和 上) 。 这 种 特点 普遍 存在 于 计算 模型 中 ,因此 可 以 
选择 若干 种 典型 的 几何 区 ,解决 它们 的 网 格 生 成 及 各 兄 何 区 的 连接 问题 ,可 较 方便 地 对 计 
算 模型 进行 网 格 划分 并 得 到 相应 的 离散 模型 数据 。 


(a) 


I. SMM жо 1 .I 为 不 同心 图 层 区 和 .WH、Y 为 梯形 区 
图 7.8 сани 
(a) PLEER O 压力 容器 封 头 接 管 


对 二 维 问题 ,典型 的 几何 区 可 选择 为 ; 梯形 区 .不 同心 图 弧 区 , 直 边 - 圆 弧 区 及 贺 弧 区 
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等 四 个 几何 区 , 见 图 7, 9。 每 个 几何 区 当 4 个 端点 坐标 及 有 关 剖 统 的 半径 和 圆心 坐标 确定 
财 ,几何 区 便 唯一 确定 ,对 几何 区 即 可 进行 网 格 生 成 。 


4 
з 4 4 
з 3 (> 
R, ' | > 
Б, 1 
2 і 
1 
(a) өз ‘ey 


图 7.9 ЯЛА ЕСА 
(а) 梯形 区 O ЖЕ с) Ш-Н (d А-К 


现 以 梯形 区 为 例 , 单 元 采用 3 结 点 单元 ,说 明 网 格 形成 的 步骤 和 要 求 。 

1. 沿 几何 区 联结 方向 划分 成 线 , 线 和 线 亿 供 单元 划分 用 ,因此 称 单元 条 。 布线 应 能 等 
距 分 布 亦 应 能 变 间 距 分 布 ( 如 技 等 差 方 式 分 布 ), 以 满足 有 限 元 分 析 不 同 部 位 精度 的 要 求 。 
布线 就 是 在 梯形 区 起 始 边界 1 一 3 及 终止 边界 2 一 4 上 , 按 等 分 或 等 差分 布 等 要 求 确定 线 
的 二 个 端点 誉 标 ,由 一 对 对 的 端点 坐标 布线 ， 

2， 在 每 条 线 上 按 要 求 布 点 ,形成 单元 。 布 点 同样 要 求 等 距 或 变 间 忠 。 

3. 接 一 定 顺序 编 结 点 码 及 单元 码 并 累计 形成 结 点 坐标 及 单元 编码 坐标 。 

以 上 1. 2 过 程 见 转 7. 10(а) , 0) ,形成 的 网 格 见 7. 1000). 


Са) б {ey 7 


Й 7.10 梯形 区 侈 格 划 分 
(a) ЕЛЕНЕ O 线 上 布点 形成 单 示 (с) 几何 区 网 格 医 


其 它 几 何 区 的 网 格 生 成 都 是 同一 的 原理 ,只 是 确定 布线 的 端点 坐标 采用 相应 的 直线 
方程 或 画 方 程 来 确定 。 

有 了 各 几何 区 的 网 格 生成 方案 后 ,还 需 解决 各 几何 区 的 联结 问题 .联结 方案 也 庶 从 实 
际 问题 出 发 一 般 可 分 为 ， 

1， 前 后 二 个 几何 区 首 属 结 点 相 联 ,如 图 7. 11(a) 所 未 。 

2. 前 后 二 个 几何 区 非 省 属 结 点 相 联 ( 包 括 只 有 首 结 点 或 妊 结 点 相 联 ) ,如 图 7.1106) 
Жж. 


* 253% 


其 中 首 结 点 指 图 7. 9 中 各 几何 区 的 1.3 结 点 , 尾 结 点 指 2.4 结 点 。 


7.11 几何 区 的 联结 
(a) -几何 区 首尾 结 点 相 联 O 二 几何 区 非 首尾 结 点 相 联 


不 同 的 几何 区 联结 给 出 不 同 的 信息 . 按 组 成 计算 模型 的 顺序 ,逐个 几何 区 生成 网 格 时 
后 一 几何 区 网 格 应 在 前 一 几何 区 网 格 生 成 的 基础 上 进行 , 结 点 和 单元 的 计数 进行 累计 ,其 
它 有 关 数 组 的 形成 按 序 进行 。 图 7. 8 中 二 个 二 维 问题 实例 按 几何 分 区 生成 法 生成 的 3 结 
点 网 格 图 见 图 7. 12。 
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图 7.12 二 维 问题 实例 网 格 图 
(а) ВЕ O 压力 容器 封 头 接管 


这 种 几何 分 区 网 格 生成 法 是 一 种 半自动 的 网 格 生成 技术 ,可 通过 人 机 交互 控 制 网 格 
的 变化 以 适应 有 限 元 分 析 的 要 求 ， 应 当 注 意 到 ,对 于 不 同 的 单元 , 线 上 布点 的 要 求 是 不 同 
的 ,对 于 3 结 点 单元 线 上 的 点 还 可 增 减 ,使 单元 布置 更 为 合理 ;而 对 于 4—8 结 点 等 参 元 来 
说 一 个 几何 区 中 单元 条 上 的 单元 数 通常 不 能 政变 ,只 有 当 几 何 区 非 首尾 结 点 相 联 时 ,单元 
条 上 的 单元 数 才能 发 生变 化 ,单元 的 合理 布置 主要 依赖 结 点 的 不 等 距 分 布 。 
几何 分 区 网 格 的 生成 也 可 通过 等 参 变换 来 实现 ,原理 就 是 等 参 元 的 坐标 插值 一般 杂 
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遇 二 次 单元 作 几 何 分 区 , 即 用 -次 哲 物 线 近似 计算 模型 的 边界 ,利用 给 定 中 结 点 的 位 置 可 
{ЛЕКИН ИШЛЕ. 图 7. 13 为 用 等 参 变换 得 到 的 ах 

4 网 格 , 单 元 是 8 结 点 等 参 元 .可 以 注意 到 由 于 几何 区 边界 

是 二 次 曲线 而 使 几何 区 内 部 划分 的 单元 条 和 单元 边 都 是 二 

次 曲线 ,这 原本 是 不 需要 的 ,有 时 会 给 后 处 理 ,如 应 力 处 理 

等 带 来 困难 ， 

二 维 网 格 生成 的 原则 同样 可 推广 到 三 维 网 格 的 生成 。 

对 半自动 网 格 生成 要 求 程序 的 使 用 者 有 划分 网 格 的 经 验 。 图 ;13 езшен 
网 格 划分 合理 与 否 直接 影响 有 限 元 分 析 的 精度 与 求解 如 
度 ,不 合理 的 网 格 划分 甚至 导致 有 限 元 解 的 失败 (完全 青 离 真正 解 ) 。 

对 于 一 些 专门 的 部 件 ,可 根据 其 明确 的 几何 外 形 ,编制 网 格 全 自动 生成 的 前 处 理 程 
序 ,使 用 着 只 需 填 写 若干 控制 外 形 的 尺寸 , 便 可 得 到 合理 的 网 格 划分 及 有 关 数 据 。 例 如 在 
压力 容器 管道 及 海洋 平台 接头 处 常见 的 三 通 部 件 ,是 三 维 问题 ,外 形 如 图 7. 14 Ca) ,给 定 
半径 、 壁 厚 和 联结 型 式 后 ,可 全 自动 生成 网 格 ,如 图 7. 14(5) 所 示 为 1/4 三 通 的 网 格 图 。 
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图 7.14 三 通 接管 
(a) ME Co 1/4 ИИ 


7.4 等 值 线 的 绘制 


等 值 线 通常 能 直观 地 反映 场 荔 数 在 域内 的 变化 ,如 等 温 线 ,等 应 力 线 等 ， 等 值 线 分 布 
密集 的 部 位 即 场 函数 变化 激烈 的 部 位 而 且 达 到 极 值 ,这 些 部 位 一 般 都 是 有 限 元 分 析 要 注 
意 的 重点 部 位 。 由 于 等 值 线 能 直观 地 反映 场 函数 的 分 布 , 因 此 应 用 极为 广泛 ， 

这 里 介绍 一 种 简单 而 有 效 的 等 值 线 给 法 , 即 线性 插值 扫描 绘制 法 。 
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首先 看 了 不 论 有 限 元 求解 时 采用 何 种 网 格 ,在 求 得 场 消 数 结 点 值 绘 汕 等 值 线 时 可 按 
3 结 点 单元 形成 的 网 格 。 由 于 场 函 数 的 结 点 值 已 知 ,可 用 线性 插值 全 域 扫描 的 方法 确定 等 
值 线 。 此 方法 认为 每 二 个 相 邻 结 点 间 , 场 函数 旦 线性 变化 。 下 面 介绍 具体 和 作法: 
RAKAA p 对 某 个 特定 单元 , 它 的 结 点 编号 为 1.2.3, 相 应 的 结 点 坐标 为 (zi y), 
Са; ‚Уг? y (zs s уз) , 3.48 5 pa БЕ ЇН # Ы. 绘制 #=% 的 等 值 线 时 ,等 值 线 通过 单元 
一 条 边 的 条 忻 是 : 
(é — é) (é, — #) < 0 {i,j = 1,2,3) (7.4.1) 
满足 (7. 4. 1) 式 条 件 时 ,表示 # 一 由 的 等 值 线 穿 过 单元 的 j аның лен k H 
坐标 由 下 式 确 定 ， 
Ф, 7- é, 
=, = =, + (z; — 2)) $ $ 
X = у + (y; — у) жың 
ЕЛ = 等 值 线 穿 过 单元 的 一 条 按时 ,必然 穿 过 该 单元 的 另 一 条 边 。 
绘制 6—9, 等 值 线 时 ,应 顺序 对 域内 每 个 3 结 点 单元 进行 扫描 , 
1， 确 定 该 单元 是 否 满 足 (7. 4. 1) 式 的 条 件 , 若 不 满足 , 则 扫描 下 一 单元 。 
车 满足 则 进入 2,3 
2. 按 (7. 4.2) 式 确定 该 单元 边 与 等 值 线 的 交点 坐标 。 
一 般 铺 况 下 一 个 单元 应 有 二 个 交点 六 和 L 
3， 联 结 等 值 线 的 二 个 交点 得 到 ¿= 4, 等 值 线 在 该 单元 中 的 迹 线 。 
4. 进行 下 一 单元 扫描 。 
显而易见 当 全 部 单元 打 措 一 人 遍 后 , 即 可 得 到 h 全 部 等 值 线 的 图 形 ,包括 封闭 型 等 
值 线 ( 等 值 线 不 与 外 边界 相交 ,自行 封闭 ?和 不 封闭 的 等 值 线 ( 等 值 线 起 始 和 终止 于 边界 
的 ) ,无 一 遗漏。 等 信 线 在 全 域 和 单元 上 的 示意 图 见 图 7. 15. 取 等 间隔 的 加 值 就 可 得 到 反 
帕 厂 数 场 变化 的 等 值 线 图 。 用 线性 插值 全 域 扫描 法 得 到 的 等 信和 线 是 由 一 段 段 的 直线 联接 


(a) {НЩ ГЕ өз ЗНАНА 


图 7.15 用 线性 插值 全 域 扫描 法 绘制 的 等 值 线 
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而 成 的 。 需 要 时 可 对 这 些 等 值 线 进 行 光滑 
化 ( 果 曲 线 拟 合 ), 但 一 般 情况 下 当 网 格 相 1] + -T 
当 细 时 也 能 得 到 视觉 效果 很 好 的 等 值 线 。 
图 7.16 就 是 图 7, 8(e) 中 的 中 心 带 孔 矩形 
板 在 拉 伸 情况 下 ,采用 图 7. 12(a) 的 网 格 2 
划分 ,用 线性 插值 全 域 扫描 法 绘制 的 o % 
应 力 线 图 。 图 形 未 经 过 光滑 化 处 理 但 具有 
较 好 的 视觉 效果 ,明确 地 显示 了 孔 边 应 力 
集中 效应 。 | 1 

线性 插值 全 域 扫描 法 绘制 等 值 线 的 方 
法 与 追踪 法 ( 见 注 ) 绘 制 等 值 线 方法 相 比 图 7.1 атаи о ун 
较 ,优点 是 明显 的 , 它 避 免 了 用 追踪 法 绘制 еш 
等 值 线 产生 的 难以 解决 的 问题 ; 封闭 等 什 
线 的 绘制 和 确定 域内 全 部 等 值 线 的 条 数 。 

有 了 等 值 线 图 后 若 在 等 值 线 间 填充 以 不 同 的 颜色 册 可 得 到 色 带 图 ,也 是 一 种 较 好 的 
图 形 显示 。 | 

这 种 线性 插值 全 域 扫描 绘制 等 值 线 的 方法 如 用 于 非 3 结 点 网 格 时 ,应 将 网 格 增加 联 
线 构成 3 结 点 网 格 后 才能 应 用 此 法 。 
Ж. 等 值 线 的 追踪 绘 法 

追踪 法 采用 非 线性 插值 ,等 参 变换 的 方法 。 考 虑 局 部 坐标 #,?, 在 单元 每 点 上 场 通 数 
由 下 式 给 出 


ФСЕ, р) = МСЕ, Уа: @ 
其 中 : МАНА Жа HE. 
а ЕЖ y EATA. 
当 绘制 $= 各 的 等 值 线 时 ,根据 等 值 线 的 性 质 有 
әзі 十 55а = 0) 9 
其 中 当 取 dL 作为 追踪 法 绘 等 值 线 的 步 长 , 它 的 方向 是 沿 等 值 线 切 向 , 则 d,d? 是 dL 的 
二 个 分 量 ( 见 附 图 ) ,它们 是 
d£ = dL соза 
d} = dL sine Ф 
解 方程 @ 可 得 tge, 
找到 =p 等 值 线 上 的 某 一 点 ,确定 步 长 aL 后 ,可 根据 式 @@ 得 到 该 点 等 值 线 的 方向 
ва, а ЕЖ dz 的 长 度 可 得 到 该 等 值 线 的 第 二 个 点 。 然 后 可 重复 上 述 过 程 由 第 2 点 
找到 第 3 8... ,直至 完成 整 条 等 值 线 的 绘制 .这 种 逐个 由 等 值 线 上 的 一 个 点 找到 下 一 点 
的 作法 叫 造 踪 法 。 
Ж РЕ ЖЕТЕЛЕ 3 个 方面 的 问题 
ы 对 封闭 型 的 等 值 线 由 于 逐 点 寻找 误差 的 累计 ,等 值 线 有 “漂移 现象 ”， HERAA 
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件 比 较 困 难 。 

2. 找到 一 条 新 的 等 值 线 的 起 点 并 不 容易 ,由 于 "漂移 现象 "找到 的 另 一 条 等 值 线 上 的 
点 ,还 可 能 是 已 妃 踪 绘制 的 等 值 线 上 的 点 。 

з. 难以 判定 是 否 已 找 全 了 域内 所 有 =A 的 等 值 线 。 
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7.5 小 结 


本 章 简单 地 介绍 了 有 限 元 程序 的 组 成 和 特点 ,并 以 平面 问题 程序 为 例 介绍 。 主 要 编程 
技巧 以 及 前 后 处 理 程序 的 变 求 ,可 以 看 到 选择 一 个 有 限 元 分 析 程 序 , 正 如 在 本 章 引言 中 所 
指出 ,本章 所 讨论 的 内 容 ,只 是 作 为 引导 读者 学 习 有 限 元 程序 的 结构 和 特点 以 及 各 主要 组 
成 部 分 所 涉及 问题 的 入 门 。 除 本 体 程序 要 正确 ,能 满足 解 是 要求 外 ,选择 带 有 良好 使 用 性 
能 的 前 .后 处 理 程序 是 十 分 重要 的 。 

应 子 注意 的 是 ,近年 来 前 后 处 理 程序 各 方面 开发 势头 很 猛 ,主要 有 以 下 几 方 面 ， 

1. 许多 高 级 语言 丰富 了 。 图 形 表达 能 力 ;采用 不 同 语言 混合 编程 ,如 FORTRAN 语 
言 和 CC 语言, 各 取 所 长 ,FORTRAN 语言 主要 用 于 科学 计算 ,C 语言 主要 用 于 图 形 显示 和 
人 机 交互 界面 设计 。 

2. 与 新 型 软件 平台 相 联接 , 如 ACAD、Windows ,丰富 程序 的 表现 力 。 

З. 向 悉 能 化 方向 发 展 。 如 网 格 划 分 与 有 限 元 分 析 误差 分 析 结 合 , 当 误差 达 不 到 指定 
的 控制 要 求 时 ,自动 修正 网 格 或 采用 不 同 精度 的 阶 谱 单 元 以 满足 精度 要 求 ;后 处 理 方面 能 
提供 自动 形成 有 限 元 分 析 的 图 文 并 茂 的 报告 等 。 

这 些 无 疑 会 使 有 限 元 分 析 程 序 的 使 用 性 能 得 到 进一步 的 提高 和 改进 ,更 有 利 丁 这 个 
卓有成效 的 数值 分 析 方 法 ,不 仅 在 科研 方面 而 且 在 实际 生产 中 得 到 更 广泛 的 应 用 。 
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第 8 章 ”有限 单元 法 的 进一步 基础 
一 一 广义 变 分 原理 


8.1 3| Е 


通过 以 前 各 章 的 讨论 ,我 们 已 经 知道 变 分 原理 是 有 限 单元 法 的 重要 理论 基础 ,但 是 所 
涉及 的 仪 是 场 变量 已 事先 满足 附加 条 件 的 自然 变 分 原理 。 例 如 最 小 位 能 原理 中 的 场 清 数 
-一 位 移 , 事 先 应 满足 几 柯 方程 (应 变 和 位 移 关 系 ) 和 给 定位 移 的 边界 条 件 ， 当 用 于 …… 维 、 
三 维 弹性 力学 铝 题 的 有 限 元 分 析 时 ,位 移 还 应 满足 在 单元 交界 面 上 连续 的 条 件 , 最 小 余 能 
原理 中 的 场 函 数 一 一 应 力 ,事先 应 满足 平衡 方程 和 给 定 力 的 边界 条 件 , 当 用 于 二 维 .三 维 
弹性 力学 问题 的 有 限 元 分 析 时 , 则 应 力 还 应 满足 在 单元 交界 面 上 使 内 力 保 持 连 续 的 条 件 。 
利用 自然 变 分 原理 的 好 处 是 通常 仅 保留 -一 个 场 务 数 ,同时 活 范 具有 级 信人 性 .在 场子 数 能 事 
先 满足 所 要 求 的 附加 条 件 时 ,当然 乐于 采用 。 这 正 是 我 们 在 以 前 各 章 的 讨论 中 所 看 到 的 ， 
在 二 维 ,三 维 问题 的 有 限 元 分 析 中 广泛 采用 基于 属于 自然 变 分 原理 的 最 小 位 能 原理 的 实 
体 单元 的 主要 原因 ， 

实际 上 、 有 相当 多 的 物理 或 力学 问题 ,如 采用 自然 变 分 原理 ,要 求 它 所 对 应 泛 函 中 的 
场 函数 事先 满足 全 部 附加 条 件 往往 不 易 做 到 .例如 对 于 固体 力学 板 壳 问 题 , 由 于 对 应 于 此 
问题 的 最 小 位 能 原理 的 应 阔 中 包含 场 画 数 一 一 挠 度 的 二 阶 导 数 , 因 此 要 求 赔 度 函 数 事 先 
不 仅 要 满足 单元 交界 面 上 挠 度 自身 的 迷 续 条 件 , 而 且 要 满足 交界 面 上 找 度 法 向 导数 的 连 
续 条 件 , 这 就 是 -一 个 比较 赫 手 的 问题 。 

约 东 变 分 原理 , 亦 即 广义 变 分 原理 所 研究 的 就 是 如 何 利用 适当 的 方法 将 场 丽 数 应 事 
先 满足 的 附加 条 件 引 入 泛 函 ,使 有 附加 条 件 的 变 分 原理 变 成 无 附加 条 件 的 变 分 原理 . 仍 以 
前 面 所 述 板 壳 问 题 的 有 限 元 分 析 为 例 , 广 义 变 分 原理 中 通过 利用 适当 的 方法 将 附加 杀 件 
引入 泛 函 ,而 不 再 要 求 挠 度 函 数 事先 满足 单元 交界 面 上 法 向 导数 连续 的 条 件 , 以 使 得 问题 
的 求解 比较 方便 。 其 他 如 不 可 压 遂 连续 介质 力学 问题 ,不 同 介质 的 禹 合 问题 .不同 英 型 结 
构 或 单元 的 联结 问题 等 都 常常 依赖 于 利用 广义 变 分 原理 作为 分 析 前 理论 基础 ， 

FEE B 2 节 讨 论 约束 变 分 原理 的 -- 般 理论 ,方法 和 特点 ; 8. 3 节 讨 论 约束 变 分 原理 
在 弹性 力学 间 题 中 的 应 用 , 即 导 出 弹性 力学 各 种 形式 的 广义 变 分 原理 ;8. 4 节 讨 论 约 东 变 
分 原理 在 有 限 元 分 析 中 关于 放松 单元 交界 面 上 连续 条 件 方面 的 应 用 ,从 而 导出 弹性 力学 
各 种 变 分 原理 的 修正 形式 . 整 童 内 容 安排 的 目的 在 于 为 建立 各 种 有 限 单元 法 格式 ,扩大 它 
的 应 用 领域 提供 进一步 的 理论 基础 。 


8.2 约束 变 分 原理 


在 第 1 章 的 内 容 中 我 们 已 知 对 于 一 给 定 的 微分 方程 和 边界 条 件 ,在 建立 了 对 应 的 自 
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然 变 分 原理 后 ,问题 的 解答 就 是 使 泛 函 REH. GERRAN u 往往 还 要 服从 一 些 附 
加 条 件 ,我 们 可 将 这 种 变 分 原理 称 为 "具有 附加 条 件 的 变 分 原理 ”。 现 在 讨论 另 一 做 法 ,就 
是 将 附加 条 件 引 入 永 函 , 重 新 构造 一 个 “修正 证 函 ”, 把 向 题 转 化 为 求 修 止 证 函 的 驻 值 问 
题 。 此 时 未 知 函 数 & 不 需要 服从 已 引入 修正 涝 沙 的 附加 条 件 。 这 种 引入 附加 条 件 构造 修 
正 汉 函 的 变 分 原理 叫 作 “ 约 束 变 分 原理 ,又 可 称 为 “没有 附加 条 件 的 变 分 原理 ”或 “ 广 广 变 
分 原理 ”。 

引入 附加 条 件 构造 修正 泛 孙 常用 的 方法 有 拉 格 妆 日 素 子 法 和 罚 通 数 法 。 下 面 分 别 介 
绍 这 两 种 方法 。 


8.2.1 МИНА 
BË Ж%Ж Pa ЕУ аА ШОИРА ТЫ ЗЕН ЖЫ ФА ЕЛІН Те 


Си) = 0 жа (8.2.10 
KETIA АЗЕ ЭК —1-® 
H'* = I + [Атс‹изаа (8.2.7) 


Жр Пп ЕЖ и 必须 服从 附加 条 件 (8. 2. АН А 是 各 域 中 一 组 独立 坐标 
的 函数 向 量 , 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 ; П" ЖЕТЕ ЕРЕ. ТЕБ] А. ШЖ ЫЕ. БІРІ ИЖІН 
加 条 件 驻 值 问题 转化 为 修正 泛 函 了 * 的 无 附加 条 件 驻 信 向 题 。 卫 * 的 驻 信 条 件 是 它 的 一 次 
变 分 等 于 零 


"T= П + Госсаоаа 十 f scooan = 0 (8. 2.3) 
用 类 似 的 方法 也 可 以 在 域 肉 某 些 点 或 边界 上 引入 附加 条 件 。 例 恕 要求 站 服从 
Ешу-0 ЖГ kE (8.2.4) 
我 们 可 以 将 积分 
上 ECodr (8.2.5) 


引入 原来 的 花 函 。 其 中 四 只 是 定义 于 边界 卫 上 的 未 知 攻 数 。 假 如 附加 条 件 С 仅 在 体系 的 
一 个 或 者 干 个 点 上 被 满足 ,那么 只 需要 在 这 些 点 上 简单 地 将 MrC(a) 引 入 泛 函 即 可 ， 
为 了 说 明 概 印 , 先 讨论 一 个 函数 具有 附加 条 件 时 的 驻 值 问题 。 有 二 次 函数 


z = lr? — 2zy + x° + 187 + бу | а) 
变量 二 和 > 服从 附加 条 件 
і-у--д СБ) 
现 求 使 = REER rA yt. 
最 简单 的 方法 是 将 (六 式 代入 (a) 式 ,消去 一 个 非 独立 的 变量 ,例如 消去 y, 得 到 
z = х? + 94у (e) 
此 时 函数 z 不 再 具有 附加 条 件 , 使 = REEN z 值 可 由 其 一 阶 导数 为 零 求 得 
$ 22040 ж---- 12 | (d) 


HHL ЕС Я = 一 ?一 一 12。 由 (c) 式 可 求 得 z 取 驻 值 时 的 值 为 二 144, 又 因为 
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д?2/блх? = 2720, A «= —144 ERIE. 

对 于 一 般 情 况 , 有 时 寿 加 条 件 ( 例 如 微分 关系 ) 不 能 将 y 表示 成 工 的 显 式 , 此 时 就 不 
能 简单 地 利用 附加 条 件 消 去 非 独立 的 变量 ,可 以 用 拉 烙 朗 日 梯子 将 附加 条 件 ( 妈 引入 函数 
(а) ВЕЕ, ШЕЕ 

z* = z + Аб — у) — 2а? — 2zy + y + 18z + бу + Ах — у) (е) 

式 中 三 个 变量 x、y.4 都 是 独 立 的 。 现 用 拉 格 朗 日 梁子 1 引入 附加 条 件 ,使 原来 求 有 附加 条 
БАЖ x 的 驻 值 问题 ,转化 为 求 无 附加 条 件 的 修正 函数 = "的 驻 值 问题 。* "的 驻 值 条 件 是 
да” йж" дж" 


= == 42 — 2у+А+18=0; э, = 25%2у-446-0%%--т-у-0 
(9 


求解 上 述 联 立方 程 组 ,同样 可 得 正确 的 解 管 
z= ут — 12, А = 6 
H Батия, ЕВН НЕ 289), 
(1) ЭГЕҢЕ Br š Ba ааа РЕСІ ЭЛ АТТ ТЕ ЕЖ, 
(2) ас" /3 得 到 的 是 附加 条 件 ,其 中 必然 不 包含 4, 因此 方程 组 (让 的 系数 矩阵 就 必 
ЖЛЕ 0 对 角 元 圳 ,不 能 简单 地 用 普通 的 消去 法 求解 。 
克服 上 述 困难 的 方法 是 利用 ( 刀 中 的 第 一 或 第 二 式 消去 修正 巧 函 了 "中 的 1, 得 到 另 
一 个 修正 函数 | 
z = 2zy — у? + 242 (g) 
它 的 驻 值 条 件 是 
2 = ?у + 24 = 0 
仍然 解 得 正确 答案 zx 二 y= 一 12 
还 应 指出 , 当 利 用 拉 格 朗 日 习 子 法 求解 有 附加 条 件 的 函数 驻 值 问题 时 › ЖЕЕ Ж ЖЕ 
ЖУКСА ЖО ТЕЛЕЕ кх ДЕ {НЕТ LAPERA z 在 驻 值 点 (z=y= 一 12) 是 极 小 值 。 修 
EAH 2" 或 z* 是 否 仍 取 极 慎 要 看 它们 的 二 次 型 矩阵 是 次 保持 正定 (或 负 定 ) 性 。 在 驻 值 
ТРА НУ Е ЕЛЕ CO А, ДНА KHE. 
- 判定 二 次 型 年 阵 正 ( 负 ) 定 的 方法 是 ， 
车 有 函数 


| м 
| 


= 25 — 2y = 0 (h) 


Ф 


Жат ss tt En) = 0) 
JARAK 
F'xi lehet se 20) = а (j = 1,2,7) 


式 中 好 (一 1,2，…2) 是 函数 了 的 韭 值 点 坐标 。 二 次 型 官 阵 为 正定 的 必要 有 充分 条 件 是 


ац ат 41. 
ац 4% y 25 чав аж 
an > 0, => 0,6, >0 
da G| el езеезезттентенж.» 
а а,ә sa 


对 于 负 定 二 次 型 则 应 有 
“261: 


Яп di Ut din 


ац Ят? Яп ор U" йт 


а < 0, > (,++,(— 1" 


|1  pneppyaneyaapniase 
} 


|а аы се a, 
ЖЕҢІН, Е ЕЙ ЕО ООН ОО Е. 
z "的 二 次 型 矩阵 有 


) А 4 一 2 1 
--2 2 
1-1 0 
х КЕ ЕН 
0 2 
2 > 0, | =- <o 
2 — 2 


ПОВЗЕ Е УА fE ,所 以 x“ 和 zx" 在 驻 值 点 不 可 能 取 极 值 。 
对 于 约束 变 分 原理 ,用 拉 格 朗 日 生子 构造 的 修正 泛 函 包括 两 部 分 未 知 量 w 和 4, 都 需 
要 用 试探 函数 构造 它们 的 近似 解 。 例 如 
и = DNa— Na; À = > Ñb, = МР (8.2. 6) 
修正 泛 范 变 分 为 零 得 到 一 组 方程 


ӘП” | 
ӘН” да N 
=z. = = ф е = (8,2,7) 
Әс ж. b 
ab 


由 方程 训 解 得 二 组 参数 a ТЬ, 可 以 看 到 约束 变 分 导致 待定 参数 的 增加 ,因而 带 来 了 求解 
的 复杂 性 ， 
假如 原 泛 函 交 的 欧 拉 方程 是 
А(и) = 0 (8.2. 8) 
附加 条 件 是 线性 微分 方程 组 
Сиу = L (u) + C, = 0 (8.2. 9) 
将 (8. 2.6) (8. 2.8) 和 (8. 2.9) 式 一 并 代入 (8, 2. 3) 式 , 则 得 到 


ӘП“ дат | „Аааа + a| ЖҮГІ, @ + C.Jdn 
十 бат} 1 (NIAdD = 0 (8.2.10) 
因为 上 式 对 于 所 有 变 分 да 和 ОБИТ УЫЗ 
| maiaa 十 (жама = 0 


| rL GD +С. ]40 = 0 (8.2.11) 
(8. 2. 11) 式 中 第 一 式 的 第 一 项 就 有 是 线性 方程 组 А(и) = 0 自然 变 分 的 近似 方程 
Ka= P (8.2. 12) 


‚ 262 * 


整个 方程 组 (8. 2. 11) 式 可 以 写成 
K K. lia P 
Ket R= [i e Je- ML (8. 2. 13) 
其 中 : 
к = | NTL NAN 
а (8.2.14) 
0- | Кеп 
显然 方程 组 的 系数 矩阵 KK 仍然 是 对 称 的 ,但 在 主 对 角 线 上 必然 存在 零 元素 .修正 泛 范 了 
的 变 分 仅 使 五 * 取 驻 值 。 主 对 角 线 上 存在 零 元 素 时 将 不 能 用 通常 的 直接 解法 求解 。 
与 求 卫 数 驻 值 问题 类 同 , 我 们 也 可 以 利用 (8.2.3) 式 "==0 所 得 到 的 gg 和 的 关系 
《由 此 关系 还 可 识别 拉 格 训 日 乘 子 大 自 髓 的 物理 意义 ), 再 代入 修正 泛 画 ,使 修正 活 函 中 只 
包含 未 知 阔 数 ,以 后 的 计算 就 和 自然 变 分 原理 完全 相同 了 ,现在 仍 以 二 维 热传导 问题 为 
例 说 明 这 种 做 法 ， 
对 于 用 (1.2.3) 式 和 (1.2.4) 式 表示 的 二 维稳 态 热 传导 问题 ,在 1, 3. ? 节 中 建立 了 它 


的 自然 变 分 原理 , 求 近似 解 时 假定 试探 函数 $ 在 边界 六 上 满足 强迫 边界 条 件 $$, 因 此 是 
具有 附加 条 件 的 变 分 。 现 在 我 们 可 以 把 此 附加 条 件 引 入 泛 函 ,从 而 得 到 修正 泛 苑 


п = H + | 26 — фаг (8.2.15) 
式 中 五 由 (1. 3. 30) 式 给 出 。 上 式 的 变 分 是 
ӘП" = дп + (ә — фаг + [ aaar (8.2.16) 
将 (8. 2. 16) 式 分 部 积分 可 得 
ФП" =f] р zg -k 3 Q| Sgan 


+ |60892 -alor + | oag- par 
ч ; * 


м 
+ f А-а аго (8.2.17) 
г, л) 


上 式 对 于 所 有 的 24 Жі 09 уй. ВТ ҖИҢ Е АСЕ АУ y Pisin D, ЕШ 
界 条 件 , 由 最 后 二 个 边界 I， 上 的 积分 可 以 得 到 


#—#=0_ 在 六 上 (8.2.18) 
Әф 29% 
АА 560 即 = — k 52 在 Г, (8.2.19) 


前 一 式 就 是 引入 的 附加 条 件 。 从 后 一 式 看 到 可 以 用 一 &(3 pI nn) 来 表示 4, 因 为 在 边界 上 
kt3 8/3 #4) 等 于 热流 ,因此 可 知 算 子 的 物理 意义 是 边界 热流 取信 值 。 将 (8. 2.19) 式 回 代 
到 (8. 2. 15) 式 ,得 到 新 的 修正 泛 函 


"263. 


= f sa 一 |- par (8.2.20) 


ЕНЕ ЧЕНИ ЁН НЕА Е B, ШШЕ БАЕ, De LB SK HI 3 
ж ГӘП Ж КЕН #= % 的 要 求 ,而 且 保 持原 来 的 待定 参数 的 数目 ,对 计算 有 利 。 但 是 这 时 边 
界 项 中 出 现 了 冯 的 非 平 方 二 次 项 ,这样 -- 来 , 泛 函 将 栗 再 具有 极 值 性 , 即 在 真正 解 附近 . 泛 
函 仅 保持 为 驻 值 。 


8.2.2 ЖЗ 
НЕ Ор Br Л ЖЕЕ Си) = 0 РАН ИЕШЕ, ШЕРИ ДЕНЕ 
СЄ = C: + C: ++ (8. 2.21) 
m H С = Kan с, ө] 
(8.2. 21) 式 必然 得 到 一 个 正信 或 者 是 零 ， 当 附加 杀 件 都 得 到 满足 时 乘积 为 零 。 显 然 变 分 
СТС) = 0 (8,2. 22) 
聚积 将 是 最 小 。 
我 们 可 以 利用 罚 画 数 将 附加 条 件 以 乘积 的 形式 引入 渤 函 
H`' = H + a| стаусадав (8. 2. 23) 


其 中 a RATE OE I 本身 是 解 的 极 小 值 问 题 ,a 取 正 数 。 由 修正 证 函 得 到 的 近似 解 只 是 
近似 地 满足 附加 条 件 ,a 值 越 大 ,附加 条 件 的 满足 就 越 好 ， 

为 了 便于 说 明 问 题 , 我 们 仍 以 拉 格 盘 日 获 子 法 中 的 二 次 函数 为 例 进 行 讨 论 。 用 罚 郴 数 
构造 的 修正 函数 为 


z" * = 22 -= Dry + x° + 18z + бу talr — у}? (z) 
HT: БНН Е 
ZELI ал — 2y + 18 + даба — y) = 0 ор 
дш? _ А — 
ду =—@х-+2у+-6—2а‹х—у)=0 
解 方 程 组 得 到 
ЕЕН ‚_от 12 — 15/а 
ж-- 12, Y= туа (k) 
К. ао, у= — 12, АЗН АЕ, KA A h FEA 
Ж 581 


1000 


— 12.0000 


— 12. 0000 


~ 12. 0000 - 12, 0000 | — 12. 0200 | — 12. 0000 


— 13. 2000 — 13.1607 — 12. 5000 — 12.2727 — 12,0297 — 12, 0030 


可 以 看 到 ,利用 罚 函数 求解 条 件 驻 值 问题 不 增加 未 知 参量 的 个 数 ,并且 不 改变 驻 值 的 
性 质 。 者 原来 的 函数 取 极 值 ,那么 用 罚 函 数 法 构造 的 桥 正 函数 仍 取 极 值 。 上 述 二 次 函数 
“264. | 


= 的 二 次 型 托 阵 的 顺 次 主子 式 分 别 是 


an = 4 + 2a > (D) 
| 2 — 2 — да 

ап вш _| 4+ = да +4220 (т) 
аз dm 1 一 2 一 2 2 + 2a 


所 以 修正 函数 =… 在 驻 值 点 仍 保持 函数 z 的 极 小 性 质 。 
利用 罚 通 数 法 求解 条 件 驻 值 问 题 时 ,还 需 特 别 注意 -个 关键 问题 , 它 将 决定 罚 函 数 法 

基 否 收 急于 真正 解 。 我 们 把 方程 组 (7 改写 成 矩阵 形式 
"| ө 


da tel JU E: 


可 以 看 到 与 a Җ хи ОЛ ЖЕРІ СВК SF) ,以 保证 ece 时 ,能 得 到 非 零 
Ж. ЗЕФИДИЯ ЕНА, MERA F ik.) ЖЖ V SRE BHI FET == y, 

对 于 一 般 的 线性 代数 方程 组 ,方程 的 某 个 系数 稍 有 变化 时 ,对 解答 的 影响 是 不 大 的 。 
BAFE a 相关 的 抢 阵 系数 如 稍 有 变化 ,将 使 之 先 去 奇异 性 ,从 而 给 解答 带 来 很 大 影 
H.a 越 大 影响 就 加 大 ,其 至 最 后 导致 完全 失败 ( 即 得 到 零 解 )。 现在 我 们 将 (x) 式 中 与 < 相 
关 的 矩阵 的 下 对 角 元 素 改 为 1. 1, 从 下 表 可 见 随 a 增 大 ,解答 变化 的 情况 。 


Ж 8.2 


а | 1 10 | 100 1900 i 10000 

х — 10. 8261 — 0.1276 | — 0. 0129 
mah- 

y -01187 | о 0120 


Жж 8.2 ч. Ж 1 а 的 逐步 增 大 ағыу 的 解 逐 步 减 小 。 当 а ATAF Жуу 将 
趋 于 0。 这 是 与 神 数 相关 的 系数 算 阵 不 具有 奇异 性 时 必然 出 现 的 现象 , 究 其 原因 订 以 作 如 
下 解释 。 当 a 趋 于 无 窃 时 ,求解 方程 (x) 式 可 以 近似 地 表示 为 


| 1 ЕЛЕНЕ (о) 
—1 lyl 261-6 |“ 9 


ЕЗ ТЕН ЖЕР ЕЕ ЯНА РӘ Ж ЧЕЖЕ EARE ER КЕНІН ІНІҢ 


到 
Gal 2 
式 中 | 1 | 是 原 系数 矩阵 的 特征 向 量 ,4 是 任意 常数 , 它 的 具体 数 信 通 过 原 方 程 (x) 式 决定 。 


如 果 系 数 和 矩阵 失去 了 奇异 性 ,例如 以 上 所 假设 的 情况 ,系数 箱 阵 的 下 对 角 元 素 改 为 1. 1， 

则 当 罚 数 a 趋 于 无 穷 时 ,方程 只 可 能 得 到 零 解 。 因 此 ,保持 与 罚 函 数 相 关 的 系数 矩阵 的 奇 

异性 对 采用 界 函 数 法 求解 的 成 败 有 决定 性 的 影响 ,这 是 采用 罚 函 数 法 时 需要 特别 注意 的 。 

还 应 指出 的 是 在 实际 计算 中 罚 数 a 不 可 能 取得 无 穷 大 ,而 只 能 取 为 较 大 的 有 限 值 .这 

是 因为 实际 计算 不 是 先 求解 特征 值 问题 ,然后 再 求解 原 方程 ,而 是 直接 求解 原 方程 。 当 罚 

函数 取得 过 大 时 ,方程 已 病态 ,而 使 求解 失败 ， 因 为 实际 计算 中 、 罚 函数 只 能 取 有 限 值 ,所 
“265. 


以 利用 罚 函 数 法 求解 只 能 得 到 近似 解 。 
现在 再 加 到 约束 变 分 问题 。 我 们 以 深 的 弯曲 问题 为 例 来 阐明 界 函 数 法 的 应 用 。 梁 的 
弯曲 问题 通常 可 表示 为 以 下 泛 函 


г EL d'w)? i 
п ||| dz 一 | wedz 6.2.29 


的 驻 值 问题 。 其 中 匹 是 弹性 常数 ,7 ЕЕЕ ИЕ. ЁН ОАЫ ЖЖЖ 
її. Е I PERA mw 的 二 次 导数 ,所 以 要 求 试 探 函 数 具 有 C, 连续 性 。 为 了 降低 对 
试探 函数 连续 性 的 要 求 ,我 们 可 以 把 (8. 2. 24) 式 表 为 男 一 形式 


і Е | dë: ë T 
А = A dz 一 | wadz (8. 2, 25) 


ИНОЕ. E 2.25) 式 中 把 挠 度 w 和 截面 转角 8 看 作 是 证 函 中 的 两 个 独 
立 的 未 知 场 函 数 , 但 是 它们 应 服从 附加 条 件 
Соо) = 0 — 0 =о (8. 2. 26) 


ЕН Fig РИ Р НИ 6 的 一 次 导数 ,所 以 ww 和 8 只 要 具有 C, 连续 性 就 可 以 了 。 
我 们 用 司 函 数 法 将 附加 条 件 (8. 2. 26) 引 入 泛 函 ,将 问题 转化 为 无 附加 条 件 的 泛 函 驻 
值 问题 。 得 到 约 东 变 分 原理 的 修正 证 通 是 


п епа | o) дк (8. 2. 27) 
从 材料 力学 知识 ,可 知 上 式 中 的 附加 罚 函 数 项 可 以 代表 剪 切 应 变 能 .只 要 将 “ ЕНЕВ 
刚度 的 二 分 之 一 , 即 令 a= САД G 是 材料 的 剪 切 模 量 ,4 是 梁 的 截面 积 ,上 是 考虑 实 


际 剪 切 庶 变 在 截面 上 并 非 均匀 分 布 而 引入 的 校正 因子 (这 在 下 一 章 中 将 进一步 解释 ) , 则 
附加 项 代表 剪 切 应 变 能 。 当 截面 较 高 时 ,附加 项 的 引入 正 是 考虑 前 切 变 形 对 梁 挠 度 影响 的 
实际 需要 。 厕 当 梁 截面 高 度 很 小 时 , 即 /1<5<1 时 ,前 切 变形 的 影响 可 以 忽略 , 即 应 假设 


dw 


dx 9 一 0。 采 用 上 述 « 的 取 值 , 正 是 使 附加 项 成 为 罚 函 数 项 所 要 求 ,这 可 以 通过 比较 修正 


H = 


аза ЛЕЛЕР ТТІ Е СА 量 级 ,所 以 后 项 /前 
项 < (G4)/| э ADL 因此 后 一 项 确实 起 到 了 轴 了 数 的 作用 。 当 驴 o, 则 被 约 束 


的 条 件 针 一 6->0, 即 解答 焰 于 经 典 染 理论 的 精确 解 


这 种 通过 将 措 度 和 转动 分 别 独 立 插值 ,再 利用 罚 函 数 法 将 约束 条 件 引 入 泛 函 ,从 而 使 
原来 的 C 型 问题 转化 为 C。 型 问题 的 做 法 ,在 以 后 标 件 . 板 , 吉 各 章 中 加 以 应 用 和 推广 ,再 


如 研究 不 可 压缩 固体 | »=} | 间 题 时 ,也 可 以 通过 罚 函 数 法 将 不 可 压缩 的 约束 条 件 引信 
ZA. 
ТЕЛАТА СЕСИНЕ, З — Е E, SM22532 (8. 2, 23) 式 变 分 
时 结果 将 导致 下 列 形式 的 求解 方程 
(K, + aK.)a = P (8. 2, 28) 
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ЖР К, М Ө ЕНЕ. aK, 是 从 附加 的 罚 昭 数 项 导出 的 。 当 a 无 穿 增 大 时 ,i. 列 方 
程 将 退化 为 


Р 
К,а == = -ы Ü 


ЗЕК, 基 奇 异 的 ,否则 只 能 得 到 零 解 , 即 a==0, 但 是 这 种 奇异 性 并 非 总 是 自然 出 现 的 , 例 
如 在 (8. 2. 27) 式 表示 的 活 画 中 , 若 w 和 2 采用 同 阶 的 试探 函数 ,同时 与 罚 男 数 项 相关 的 
积分 采用 精确 积分 , 则 最 后 求解 方程 中 的 KX; 筷 阵 喜 是 非 坷 异 的 。 因 此 在 利用 罚 函 数 法 求 
解 问题 时 ,为 保证 K, 的 奇异 性 必须 采用 专门 的 措施 ,这 将 在 以 后 有 关 章 节 中 进一步 具体 
讨论 。 

其 次 ,如 以 前 已 指出 ,企图 将 a 一 o“ 以 得 到 精确 解 也 是 不 可 能 的 。 因 为 当 a 增 全 相当 
大 但 仍 保 持 为 有 限 值 时 ,已 造成 方程 的 病态 ,所 以 在 实际 计算 中 只 能 将 控制 在 一 定 的 范 
国内 。 如 何 恰当 地 选择 罚 数 的 大 小 是 利用 罚 函 数 法 将 附加 条 件 引 人 证 通 时 的 一 个 不 易 
掌 扼 的 僻 题 。 原 则 上 姑 应 使 由 于 罚 教 为 有 限 值 导 致 附加 条 件 未 能 精确 满足 所 引起 的 误差 
与 计算 中 的 其 他 误差 {如 离散 误差 .截断 误差 等 ) 结 合 起 来 为 最 小 ,实际 上 通常 需要 根据 具 
体 问题 的 特点 和 计算 机 字 长 等 因素 通过 试 算 来 决定 ,一 般 情 况 下 使 aK; GETI K, 的 主 
元 大 105-595 量 级 , 常 可 取得 较 好 的 结果 。 


8.3 弹性 力学 广义 变 分 原理 


本 节 是 将 上 节 讨 论 的 约束 变 分 原理 应 用 于 弹性 力学 问题 。 首 先 从 场 函数 事先 应 满足 
一 定 附 加 条 件 的 最 小 位 能 原理 出 发 ,利用 拉 格 裔 日 好 子 法 将 附加 条 件 引 入 泛 函 ,导出 无 约 
束 条 件 的 广义 变 分 原理 。 


831 ЖЕЛАЛ ОЕ H-W 变 分 原理 ) 


现在 考虑 的 场 阵 数 不 要 求 事先 满足 几何 方程 和 位 移 边 界 条 停 ,此 时 系统 的 总 位 能 是 
相互 独 立 的 场 范 数 z 和 e 691288. 利用 拉客 朗 日 乘 子 将 附加 条 件 (1. 4. 26) 式 和 (1.4. 36) 
ЗЛЖ, ЕУ ЯГ Жл А 


Пн_у =, Gee 十 | Ае, = TG, + н) му 
v 2 А 
+Í ыш — 0045 (8.3.1) 


其 中 入 和 p: 分 别 是 V 城内 和 5, ЖУЗЕ КЕРТУ КЕЙН HRT, ЕП ЛУ АЁ} z, 的 任意 函 
Ж. EERE Л 


ёПн_ҹ ӘНЕУ - ди, ў, 十 Б 一 TG, + “| 
1 
+ А] дє, 一 去 Gu 十 su] 
|, бшщ Тд5 + ! (Әри; = ш) 十 põud = 9 
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ЕАУ Е А (дис. 十 0) 进行 分 部 积分 , 则 上 式 可 改写 为 
- 1 Б 
llyw КЕЛЕ” + АД + би, А, — f.) 一 дА, |, 一 7 Чэ 十 w) ])dY 


一 | би) Ал, 十 T' bd 
Su 


+| Гди, Ср, -= А) + Opilu, — 8045 = 0 (8.3.2) 

5, 

国 为 所 有 的 变 分 бе бш дА. 都 是 独立 的 „ 因此 Ta_w 的 驻 值 条 件 是 
Бумен А = 0 ЖУ (8.3. 3) 
а-Й-0 УЖ (8.3.4) 
СТЫ =Ü EVR (8.3.5) 
Аа Т: 0 # s, 上 (8.3. 6) 
pr A n = 0 #5, 上 (8. 3. 7) 
ш-ш-0 # 5, 上 (8.3.8) 


H (8. 3. DAH (8. 3. ТОҚ ЕРЛАН ИИ НЗЕГАЯЬЕИЛЕВУЯ ЕД o;, 和 边 
Яо 全:( 取 负 值 ?, 即 | 
À; = — Әшен = — G; (8.3. 9) 
Pi = Ау, =~ буп, = T, (8.3.10) 
将 此 结果 回 代 到 驻 值 条 件 中 , 除 (8. З. 7) 式 外 ,得 到 了 弹性 力学 的 全 部 微分 方程 和 边界 条 
件 。 将 (8. 3. 9) 和 (8. 3. 10) 式 代入 (8. 3. 1) 式 , 则 修正 泛 函 可 表示 为 


Hu y Си; 46020) -Í | 


1 
F Di меҙҒы — fa 
12 


一 ве; 一 іш, 十 ш.) | |у 
Те | Ta dS 7- |. Gi (te т ш945 (8. 3. 11) 
Sr н 


EL SH BJ ZZ ER ДЕ H Пы w Z EE] AE ШОЛ E ОЕ 1954 £ ЖО А 
(K. Washizu 在 1955 年 ) 各 自 独立 提出 的 。 需 要 注意 的 是 : 

(1) 此 变 分 原理 中 weij、6;; 都 是 独立 的 场 函数 ,它们 的 变 分 是 完全 独立 的 ,没有 任何 
附加 条 件 。 如 果 我 们 把 几何 方程 Q. 4. 26) 和 位 移 边界 条 件 (1. 4. 36) 仍 取 作 场 函 数 必须 服 
从 和 满足 的 附加 条 件 , 则 修正 泛 函 Hn_w 和 将 还 原 为 П,, 

(2) ЕКЕН ЕНЕТІН ЕНІН. 

СЫН yI EE E RIP Bl Н ЗЕ ТЕУ АМЕН ЖАН 表示 的 
6 成 为 独立 的 场 变量 , 较 原 问题 增加 的 场 变量 z, BE Eu Н ЗЕЕ. 


8.3.2 Hellinger-Reissner 变 分 原理 (简称 H-R ӘУЕН) 


WRA AERA Hu w 中 , 场 函 数 s. ЖІ oj 不 是 互相 独立 的 , 即 服 从 物理 方程 ,那么 我 
们 可 以 用 (1. 4. 32) 式 将 (8. 3. 11) 式 中 的 应 变 项 用 应 力 项 表示 , 则 其 中 的 
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L Doute 一 6. = — SCS = — Уба) (8. 3.12) 


х РЕВ. ЖЕТ Ну ТУ р 


Пу в (u, ‚©; 23 =Í, 0, + иу) 一 Соза 一 Хи, МУ 


Е 
sss 
ИЕ: сы T w.) ~ Ve) — Ха, ЧУ 


一 | Та45- | Ты — «048 (8. 3.13) 
5а ӛн 


这 就 是 Hellinger-Reissner WAR. 7 ARE УЫЗ, SH as, Н-ЕЖ 
ЛЕН RMANA RE Е, (АНЕ ЕНІН ТОНЕ ҮП AREA B ИИ h 72427. 
场 变量 有 位 移 也 有 应 力 , 故 亦 称 混合 变 分 原理 。 


833 最 小 余 能 原理 


对 (8, 3. 13) 式 进行 分 部 积分 可 以 得 到 
Huala) = | [Уб + C0 + 704 МУ 


- | (T — TAS + | тааз (8.3.14) 


WARRE Ж = ЛДЕ ОГ ЕСІ. 4. 247 和 力 的 边界 条 件 (1.4. 33), L Z rH tE 
积分 的 第 二 项 以 及 给 定 力 边 界 S, НВ УЗР, ARE АВА ТОЎ Pñ 


Л, Ca) = | Vedv 一 | Tds 
КҮЛ 


=f 二 Cuwevaudy = | TdS (8. 3. ]5) 


式 中 体积 分 代表 弹性 体 的 余 能 , 它 是 正定 函数 ,因此 (8. 3, 1555825 ЕН ЖИЕН pK Ek 
余 能 原理 , 最 小 余 能 原理 可 以 叙述 如 下 ;: 在 所 有 满足 平衡 方程 各 力 的 边界 条 件 的 应 力 中 ， 
真正 解 使 总 余 能 П. 取 最 小 值 ， 

其 实 建立 最 小 余 能 原理 并 不 需要 经 过 这 桩 迁 回 的 途径 ,正如 我 们 在 1.4.4 节 中 已 看 
到 的 ,只 要 将 物理 方程 (1. 4. 32) 式 代入 虚 应 力 原 理 (1. 4. 45) 式 就 可 以 得 到 。 但 是 这 一 迁 回 
的 过 程 说 明 , 一 经 从 虚 位 移 原理 出 发 建立 了 最 小 位 能 原理 后 ,通过 上 垃 格 翩 日 乘 子 引入 附加 
条 忻 , 可 将 变 分 原理 一 般 化 ,建立 包括 НеШпрег-Кеіѕѕпег 变 分 原理 和 最 小 余 能 原理 在 内 
的 一 系列 变 分 原理 。 反 之 ,从 岩 应 力 原理 出 发 建立 了 最 小 从 能 原理 后 ,也 可 以 用 类 似 的 步 
又 得 到 包括 胡 海 昌 - 葡 津 久 变 分 原理 和 最 小 位 能 原理 在 内 的 一 系列 变 分 原理 . 表 8. 1 中 给 
出 了 弹性 小 位 移 理论 中 各 变 分 原理 间 的 关系 ， 

还 需 指出 ,最 小 位 能 原理 和 最 小 余 能 原理 是 独立 场 函 数 (x 和 6, 或 о ИЖ ШЖ 
件 的 极 值 原理 .而 H-W 变 分 原理 和 日 -R 变 分 原理 则 分 别 是 三 个 独立 场 函 数 (eyeiya) 和 
二 个 独立 场 函 数 (w oo 的 没有 附加 条 和 件 的 驻 值 原理 。 
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38.3 ” 线 弹 性 理论 的 变 分 原理 


和 一 一 一 一 一 Ж .一 -一 一 . Е: т 1. і 
уйкы | жинел [aaun 最 小 位 能 原理 
| ЭЙЯ mamamana ДЫМЫ | r— Пар | 


- 1 [人 
| 
с ал. | 事先 满足 
[nme р) ли. | ИШЕН. 
MARR | anua Rt 
— H WEDE 
Zoiets 上 一 пто 
желге ИЖ) 以 应 变 表 示 应 力 
(应 力 - 应变 关 系 ) 
H- R 变 分 原理 | 
Hyri б) і 


: | | 引入 附加 条 件 ， 
H: 
力 边界 条 件 | | 力 边界 条 件 


i 几何 方程 等 效 积分 形式 ”| Ен | ----қ 最 小 全 能 原理 
лоя ийын ДИ k 19 


84 弹性 力学 修正 变 分 原理 


本 节 讨 论 的 弹性 力学 修正 变 分 原理 从 本 质 上 说 也 是 一 种 广义 变 分 原理 。 上 节 所 讨论 
的 弹性 为 学 广义 变 分 原理 的 实质 是 利用 拉 格 六 日 乘 子 将 最 小 位 能 原理 和 最 小 位 能 原理 的 
场 函 数 事先 在 域内 和 边界 上 应 予 满足 的 附加 条 件 引入 证 函 的 结果 ,目的 使 之 成 为 无 欠 加 
条 件 的 变 分 原理 。 我 们 知道 , 当 应 用 蛮 分 原理 作为 理论 基础 建立 有 限 元 分 析 格 式 时 ,因为 
插值 函数 是 按 单元 建立 的 ,为 使 泛 函 存在 ,还 提出 了 分 片 捅 值 函数 定义 的 场 函数 在 单元 交 
界面 上 连续 性 的 朗 求 。 本 节 讨论 的 是 如 何 利用 约束 变 分 原理 修正 活 函 从 而 达到 放松 场 函 
数 在 单元 交界 面 上 的 连续 性 要 求 ,以 构造 更 多 类 型 的 单元 .扩大 有 限 元 方法 应 用 的 领域 。 
或 更 有 效 地 解决 一 些 利 用 常规 单元 解决 起 来 比较 困难 的 问题 。 为 和 上 节 讨论 的 广义 变 分 
原理 有 所 区 别 , 所 以 命名 为 眉 正 变 分 原理 ， 


8.4.1 修正 的 位 能 原理 


在 第 二 章 中 我 们 已 知道 对 于 应 用 于 弹性 力学 的 位 移 有 限 元 ,在 单元 交界 面 上 是 要 求 
位 移 保持 连续 ,这 是 由 于 作为 位 移 有 限 元 格式 的 理论 基础 一 一 最 小 位 能 原理 中 位 移 函 数 
的 导数 的 最 高 次 数 等 于 1 而 提出 的 要 求 。 现 讨论 此 要 求 在 构造 单元 位 移 模 式 时 不 能 满足 
情况 下 如 何 对 位 能 原理 进行 修正 。 
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设 求解 域 V 被 划分 为 N Ко, НУ, Vo Vs RR. M V ЯУ, 表示 任意 二 
个 相 邻 的 单元 ,S。 表 永 这 二 个 单元 的 变 界 面 . 必要 时 用 SL SLO ӘУ, 和 ЗУ, 的 交 
ЖШ (ӘУ, 和 N, 分 别 表示 了. fl V, 的 全 部 界面 ) ,用 age 和 aap 分 别 表示 

单元 Y。 НУ, 内 的 应 力 ,应变 和 位 移 。 单 元 交界 面 上 位 移 连 续 性 的 要 求 是 
и = u” Е Sa Б) (8.4.10 
如 果 在 构造 单元 位 移 场 的 播 值 函数 时 .上 述 连续 性 条 件 未 能 满足 , 则 可 以 利用 拉 格 并 

日 乘 子 将 它们 引入 泛 函 ,这 样 我 们 就 得 到 一 个 修正 前 斌 函 如 下 

Hna = П, 一 УН. (8.4.2) 


其 中 H, 是 未 经 修正 的 原来 意义 上 的 总 位 能 : 
ЖЕГЕ 


而 之 / 刀 w 是 引入 的 修正 项 , > 表示 在 所 有 单元 交界 上 求 和 ,并 有 
H. = |, Аб — ш®)а$ (8.4.4) 


其 中 必 ЖЕЕ HRT, CEE 9. 上 定义 的 独立 场 变量 。 
通过 变 分 并 分 部 积分 ,可 以 得 到 57, 在 交界 面 8 上 的 表达 式 


am. == + | [TO UP) — AJPAS + [| .LTP (uf) + АЈА 
Sah 5; 


ау 一 | Tuas) (8,4,3) 
5, 


— |, (© — ш®)8А458 H (8.4.5) 
М Баа Ss LARZ 
Тю(шбу=е\% GESE 
-TEUA GES;L IE 


和 и = uh (8.4. 6) 
， 1 
其 中 Тш? пе = Рон 一 2 Di (ada + шп? 
СУ — 1 к A 
TË Кы) = 5 Dim ata 十 wu уп(® (8.4.7) 
(п) 2400 
并 县 ni = тў 


通过 (8, 4. OR АГАЕ НЕМЕ. MEA XE 520150 БАНЕ 
ХТА. шо Жау 是 近似 解 , 因 此 在 558155 ЕЗІ AO А 在 数值 上 一 般 并 
不 相等 。 所 以 我 们 不 能 直接 利用 (8. 4. 6) 式 消 志 Hon 中 的 入 ,以 减少 场 变量 数 , 即 在 利用 
Hn 以 放松 单元 交界 面 上 位 移 连 续 性 要 求 时 ,必须 在 修正 泛 函 中 保持 拉 格 朗 日 习 子 为 在 
单元 交界 面 上 定义 的 独立 场 变量 。 

还 需 指出 : BEZA I 不 再 具有 极 值 性 ,而 只 保持 驻 值 性 。 由 于 引入 Hw 的 


КС 是 非 平方 的 二 次 项 ,上 述 结论 是 很 容易 理解 的 。 


现在 讨论 修正 位 能 原理 的 另 一 种 形式 。 首 先 在 单元 交界 面 5 上 设 - 一 位 移 函 数 ,这 
“271: 


样 一 来 ,S$. 上 位 移 连 续 性 条 件 (8. 4, 1) 式 可 以 等 价 地 替换 为 
ші — р = 0 (ТЕ Sa E) 


(B. 4. 8) 
uP — a= 0 (在 S& Бә 
现在 表 利 用 拉 格 朗 日 刁 子 将 上 述 条 件 引 入 渗 靖 。 另 一 种 形式 的 修正 兴 藻 表示 如 下 
Hna = П, 一 ЎН, (8. 4. 9) 


其 中 
Ны = {ешо — ads + | amo - аб 


通过 变 分 及 分 部 积分 ,可 以 得 到 aw 在 Ss 上 的 表达 式 
OU ps = +] ‚ [Ti (и — А 76,945 + | | ЫСЫ» — AP Bw ds 
5ш 8 


+ | — BAAS + | a — азаға 一 | Q + X98048 
545 ін Sat 


《8. 4. 10) 
从 上 式 可 以 得 到 驻 信条 件 
和 = Ті (и), AP = TH UP) 
мі = р, ші = р (8. 4. 11) 
До + Х# = 0 
Ең сіл РКІ ДӘ тд 的 物理 意义 ATARA TO Gato Т (e 
ВК АР 和 49 以 减少 泛 函 TI. , R ЕГ, Б, ТИЙЕ 8 В ЕЕ ВЕКЕ, Но 
ВАРИ 
H. = H, — УН, (8.4.12) 
其 中 ， | 
н = | теше” = pds + | TOUP — pds 


ms PORIE AE A В 3 E ш? (V. рр) б, ӨЛІ ОҒ SAA S; ЕЗЕН, ЯП 
Hnn ЯҢА], Л, Л, ЖЕН. ЯН ТЕЕ, НЕНЕН НЕ. 


8.4.2 修正 的 余 能 原理 


在 第 一 章 和 本 章 前 一 节 中 我 们 已 经 导出 最 小 余 能 原理 , 它 可 表述 为 在 所 有 满足 平衡 
方程 种 力 的 边界 条 件 的 可 能 应 力 中 ,真正 解 的 应 力 使 系统 的 总 余 能 


ДП, (о) = [ .了 Coueueudy - І Tds (8. 3. 15) 


取 最 小 值 。 
为 应 用 于 有 限 元 分 析 时 ,在 单元 交界 面 5.。 上 应 力 满足 平衡 的 要 求 是 按照 了 ,二 on 定 
义 的 面 力 必 须 保 持平 衡 , 即 


Të + TË = 0 (8.4. 13) 
其 中 : 
. 972. 


те 一 аа, те -一 ott 
B# те =— ni 
З TERR ВОСК ЕЕЕ. Ар 866 КАЛЫ ЖК. fü) ДЕ AA hi ds 
АЗЕ Т ЕА о, РЕБ ТЕ Я BË UR , 02 ps E: 


П, = H, 一 УС, (8.4.14) 
EP: л, 如 (8. 3. 19), SG, 是 修正 项 ，》 表示 对 所 有 单元 交界 面 求 和 ,并 有 
Gu = | (Т + Т#)а$ (8.4.15) 


ҺЕН НЕР CRE 3 上 定义 的 独立 场 变 量 。 通 过 ПЗУ u[ РДАН ГЕ By 3 E 
意义 是 交界 面 上 的 位 移 ， 
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本 章 首先 讨论 了 两 种 将 场 变量 应 事先 满足 的 附加 条 件 引入 泛 函 ,使 有 硅 加 条 件 的 自 
然 变 分 原理 变 成 无 附加 条 件 的 约 东 变 分 原理 的 方法 一 一 拉 格 朗 日 乘 子 法 及 罚 函 数 法 。 理 
解 和 掌握 各 自 的 原理 .方法 及 其 特点 对 于 进一步 的 数值 分 析 工 作 是 十 分 重要 的 。 

应 用 约 东 变 分 原理 ,特别 是 拉 裕 遍 日 乘 子 法 ,从 最 小 位 能 原理 和 最 小 余 能 原理 出 发 ， 
ТНТ А-А RRETARA У Е Hellinger-Reissner 变 分 原理 ,为 有 限 元 分 析 建 立 了 
更 宽广 的 理论 基础 , 在 实际 工作 中 ,还 可 能 建立 其 他 形式 的 广义 变 分 原理 。 基于 各 类 广义 
变 分 原理 的 有 限 元 法 的 共同 特点 是 都 包含 二 个 或 二 个 以 上 的 场 变 量 , 可 以 统称 为 混合 有 
限 元 法 。 

同样 ,应 用 约束 变 分 原理 ,可 以 放 检 有限 元 在 交界 面 上 的 连续 条 件 , 进 而 建立 引入 在 
单元 变 界 面 上 定义 的 场 变量 的 修正 变 分 原理 。 在 8. 4 节 建 立 的 几 种 形式 的 修正 位 能 原理 
及 修正 余 能 原理 是 这 类 变 分 原理 的 代表 性 实例 。 它 们 的 共同 特点 是 除了 在 单元 内 部 定义 
的 场 变量 而 外 ,还 包含 了 在 单元 交界 面 上 定义 的 场 变量 ,基于 修正 变 分 原理 的 有 限 元 法 统 
称 为 杂交 有 限 元 法 ， 

实际 上 ,广义 变 分 原理 和 修正 变 分 原理 还 可 以 结合 起 来 应 用 , 即 各 种 广义 变 分 原理 中 
的 场 变 量 在 单元 交界 面 的 连续 性 要 求 ,还 可 以 通过 修正 变 分 原理 引入 证 函 ,从 而 得 到 各 自 
修正 的 广义 变 分 原理 。 因 此 上 述 两 类 变 分 原理 及 相应 的 两 类 有 和 限 元 法 的 理论 和 方法 在 有 
限 元 法 的 发 展 过 程 中 占有 重要 地 位 ,特别 是 在 极 党 有 限 元 法 的 研究 工作 中 ,在 本 书 以 后 有 
关 各 章 中 将 对 它们 作 进 一 步 的 讨论 ，。 


J H 


8.1 如 有 方程 , 9 十 g 一 z, 边 界 条 件 是 , $0, 在 < 二 0; $=1 在 z 二 1。 导出 和 它 等 


效 的 泛 画 。 当 采用 近似 函数 $= 二 ao 十 aiz1 十 asx? 求解 时 ,如 何 用 Lagrange 乘 子 法 修正 泛 
ВА? 并 解 出 待定 参数 Яруу (oo 


* 273 = 


8.2 识别 上 题 中 Lagrange 莱 子 的 意义 ,并 从 修正 江汉 中 消去 Lagrange RFE. H 
进一步 解 出 参数 лаза ,并 和 上 题 结 果 比 较 。 

8.3 利用 罚 通 数 法 求解 题 1 ,并 比较 罚 数 取 不 同 数值 时 的 结果 。 

8.4 (8.2.27) 式 表示 的 修正 泛 葡 中 ,6 和 w 各 自 独立 播 什 , 只 要 求 具 有 C, 连续 性 ， 
试 导 出 基于 此 旗 冰 的 二 结 点 单元 的 求解 方程 。 

85 对 于 上 题 导 此 的 和 罚 数 a 相关 前 刚度 矩阵 КӨ, ЛЕН НМ 
点 积分 ) 计 算出 К 的 显 式 表 达 式 ,并 检查 它们 是 否 满足 奇异 性 要 求 。 

86 由 嵌 应 力 原理 出 发 推导 最 小 余 能 原理 ,H-R 变 分 原理 ,H-W 变 分 原理 和 最 小 位 
能 原理 ,说 明 各 个 变 分 原理 的 驻 值 条 件 ( 即 欧 拉 方程 ) 和 附加 条 件 。 

87 H-R 变 分 原理 中 的 场 蛮 量 在 单元 交界 面 上 事先 应 满足 什么 条 件 ? 如 这 些 条 件 
未 能 事先 满足 ,如 何 利用 Lagrange 乘 子 法 将 它们 引入 证 函 ? 

88 НУ 变 分 原理 中 的 场 变量 在 单元 交界 面 上 事先 应 满足 什么 条 件 ? 如 这 些 条 件 
未 能 事先 满足 ,如 何 利用 Lagrange 乘 子 法 将 它们 引入 证 函 ? 
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Жош ” 杆 件 结构 力学 问题 的 有 限 单 元 法 
91 结构 有 限 单元 概论 


结构 单元 基 杆 件 单元 和 板 索 单元 的 总 称 , 杆 忻 和 板 党 在 工程 中 有 广泛 的 应 用 ,它们 的 
力学 分 析 属 于 结构 力学 范畴 。 我 们 知道 ,对 于 一 般 几 何 形状 的 三 维 结构 或 构件 ,即使 限于 
弹性 分 析 ,要 获得 它 的 解析 解 也 是 很 困难 的 。 而 对 于 杆 件 或 板 壳 ,由 于 它们 在 几何 上 分 别 
具有 二 个 方向 和 一 个 方向 的 尺度 出 其 它 方向 小 得 多 的 特点 ,在 分 析 中 可 以 在 其 变形 和 应 
为 方 面 引入 一 定 的 假设 ,使 杆 件 各 板 壹 分别 篇 化 为 一 维 回 题 和 二 维 问 题 , 从 训 方便 问题 的 
求解 。 这 种 引入 一 定 的 假设 ,使 一 些 典 型 构件 的 力学 分 析 成 为 实际 可 能 ,是 结构 力学 的 基 
本 特点 。 但 是 即使 如 此 ,对 于 杆 件 各 板 壳 组 成 的 结构 系统 ,特别 是 它们 在 一 般 载 荷 条 件 的 
作用 下 ,解析 求解 仍然 存在 困难 ,因此 在 有 限 单元 法 开始 成 功 地 应 用 于 弹性 力学 的 平面 癌 
题 和 空间 问题 以 后 ,很 自然 地 .人们 将 杆 件 和 酸 壳 问题 的 求解 作为 它 的 一 个 重要 发 展 目 
标 。 

从 前 面 名 章 我 们 已 经 知道 ,有 限 单元 法 用 于 二 维 、 三 维 连续 体 ,特别 是 它们 的 线性 分 
桥 , 已 经 发 展 得 相当 成 熟 。, 从 原则 上 说 ,我 们 也 可 以 利用 二 维 .三 维 实体 单元 分 析 杆 件 和 板 
党 结构 问题 ,并 可 以 避免 结构 力学 引入 的 简化 ,但 是 这 样 懒 在 实际 分 析 中 也 过 到 了 困难 。 
这 是 由 于 在 用 实体 单元 对 结构 进行 离散 时 ,如 时 网 格 适应 结构 揭 几 何 特点 , 即 单元 的 二 个 
方向 或 一 个 方向 比 其 它 方向 小 得 多 ,这 将 使 单元 不 同方 向 的 刚度 系数 相差 过 大 ,从 而 导致 
求解 方程 的 病态 或 奇异 ,最 后 将 使 解 表 失 精度 或 根本 失败 。 反 之 ,为 如 免 上 述 问 题 ,保持 单 
元 在 各 个 方向 尺度 相近 ,将 导致 单元 总 数 过 分 谍 大 ,而 使 实际 分 析 无 法 进行 。 下 面 可 以 引 
入 一 个 简单 的 算 例 ,以 加 深 对 此 困难 的 理解 ,并 引出 克服 此 困难 的 可 能 途径 ， 

图 9.1 所 示 是 一 由 三 个 弹簧 单元 组 成 的 系统 。 单 元 刚度 , K.= K,=100000, K,=1, 
直接 施加 于 结 点 的 轴 向 力 : Pi= Pi 一 1,PEs* 一 0。 利 用 5 位 有 效 数 字 的 算法 求解 结 点 位 移 


H| sis s fis s 


图 9.1 弹 注 单元 组 成 的 系统 


系统 的 平衡 方程 式 是 = P , Eli 
г K, — К, 6 
—K K+K — к 
0 — K, K+K, 


将 单元 刚度 和 轴 向 力 的 已 知 值 代入 , 则 有 


100009 — 100000 Ü EA 1.0 
| La = 40.0 (9.1.2) 
0 一 100000 100000 Í u; 1.0 


一 100000 200000 - 100000 
用 高 斯 消去 式 求解 ,经 消去 后 上 式 成 为 


100000 -- 100000 9 ta 1.0 
0 100000 — 1000001428, = 50.0 (9.1.3) 
0 9 0 йз 2.0 


由 于 三 角 化 系数 矩阵 的 第 三 个 主 元 等 于 0, 所 以 无 法 回 代 求 出 解答 , 邵 求 解 失败 。 其 原因 
就 是 由 于 各 个 弹簧 刚度 相差 计 大 ,超过 了 算法 的 有 效 位 数 ,克服 此 问题 的 最 往 单 的 方法 是 
采用 有 更 多 有 效 位 数 的 算法 ,例如 改 用 冯 精 度 的 算法 或 改 用 有 更 多 有 效 位 的 计算 机 , 现 假 
设 求解 已 改 用 6 位 以 上 的 算法 , 则 (9. 1.2) 式 和 (9.1. 3) 式 系数 矩阵 的 第 3 个 主 元 将 分 别 
是 100001 和 1. 050。 这样 一 来 ,继续 进行 回 代 ,就 可 得 到 精确 的 答案 。 
ні = 2. 00002, м, = 2. 00001, z, = 2. 00000 (9.1.49 
但 应 指出 ,上 述 改 用 有 更 多 有 效 位 数 的 算法 ,常常 是 不 经 济 或 是 做 不 到 的 ,因此 应 在 
改进 数学 模型 或 数值 分 析 方 法 上 寻找 克 腿 上 述 困 难 的 方法 ,对 此 可 以 引出 以 下 二 种 方法 。 
1. 主 从 自由 度 Cmaster-slaver degrees of freedom) 方 法 
分 析 弹 扯 系统 的 物性 特点 ,由 于 天, 一 尺 ; 污 > 民 ,可 以 近似 地 认为 
Ul = Ha = из (9.1.59 
即 认 为 ws 是 主 自由 度 ,w 和 和 wi ЖАНЕЕ. ВЕ, Де З УТ ОҚ 
=u =u NI Pi = PSl ,P= 二 0, 代 入 (9.1,1) 式 ,并 将 三 式 相 加 } ,于 是 得 到 
Ku; = P, + Р, (9.1. 6) 
将 具体 数值 代入 ,从 上 式 得 到 ws 一 2.0, 再 根据 主 从 自由 度假 设 (9. 1. 5) 式 ,就 得 到 系统 的 
答案 


ні = и = # = 2. Ü 

和 (9. 1.4) 式 给 出 的 精确 解 比较 , 主 从 自由 度 方法 给 出 的 解答 是 近似 的 。 但 是 此 近似 解 仍 
然 基本 上 预测 了 系统 的 响应 ,误差 是 可 以 忽略 的 ,而 计算 效率 的 提高 是 显著 的 。 

2. 相对 自由 度 (relative degrees of freedom) 方 法 

在 相对 自由 度 方 法 中 ,引入 wi 和 ws 及 ws 和 ww 之 间 的 相对 位 移 A. 和 ,并 以 А.А, 
和 и, RERS HE uou 和 对 系统 求解 。 即 令 

zl = u, + А), и = z + А, 

用 矩阵 表示 ,有 以 下 关系 式 


н, г 1 1 (4 A, 
- - 19 1 | а. туа) (9.1.7) 
ну Lo 0 11 le . Hy 


将 上 式 代 入 (9.1.1) 式 ,并 用 7? 前 乘 方程 两 端 , 即 得 以 相对 自由 度 表示 的 求解 方程 
4276, 


K, Ü Ü А, í Р, | 
0 K, ІН < P, 
0 0 Ky las ІР ы»! 


将 具体 数据 代入 , 即 可 得 到 解答 

А, = 0.00001, А, = 0.00001, н, = 2.0 
如 有 必要 ,可 以 进一步 算出 实际 位 称 的 解答 | 

u, = 2.00002, и, = 2. 00001, ш = 2,0 

从 以 上 简单 算 例 的 讨论 得 到 启示 ,对 于 结构 力学 有 限 单元 分 析 , 也 可 以 采用 基于 .上述 
两 种 方法 的 原理 ,构造 适合 杆 件 和 板 壳 分 析 的 单 光 ,以 避免 刚度 系数 之 闻 相 差 过 大 而 造成 
的 数 信 困难 。 

L 基于 主 从 自由 度 原理 的 梁 单 元 和 板 壳 单元 , 结构 力学 中 的 次 弯 曲 理 论 和 板 沉 理论 
所 引入 的 变形 方面 的 基本 假设 实际 上 正 是 应 用 了 主 从 自由 度 的 原理 ,将 问题 归结 为 求解 
中 面 位 移 浮 数 ( 主 自由 度 ), 而 中 面 以 外 任 一 点 的 位 移 ( 从 起 由 度 ) 都 可 以 通过 中 面 位 移 来 
表示 。 因 此 也 可 以 说 基于 梁 弯 曲 理 论 和 板 直 理论 构造 的 染 单 元 和 板 壳 单元 是 采用 了 主 从 
自由 度 的 原理 ,正如 前 述 简便 中 ,忽略 wi .ws 和 za 之 间 的 差别 ,而 统一 用 xs 表示 那样 。 从 
此 还 可 以 认识 到 ,利用 梁 单 元 和 板 壳 单元 去 离散 杆 系 工 板 这 结构 ,下 避 是 为 了 减少 求解 方 
程 的 自由 度 , 从 而 降低 计算 费用 .更 为 重要 的 是 为 了 克服 由 于 求解 方程 刚度 系数 间 的 巨大 
差别 而 引起 的 数值 上 的 困难 。 

还 应 指出 的 是 ,由 于 经 典 梁 和 板 党 理论 中 应 用 了 中 面 的 法 线 在 变形 后 仍 保 持 和 中 面 
EAN EERE Kirchhof 假设 ) ,因此 对 了 于 基于 这 理论 建立 的 梁 单 元 和 板 壳 单 元 ， 
在 单元 交界 面 上 提出 了 变形 前 的 法 线 在 变形 后 保持 连续 的 要 求 。 我 们 知道 ,在 经 典 洪灾 曲 
及 板 壳 理 论 中、 法 线 的 转动 是 由 挠 订 的 导数 表示 的 ,因此 要 求 单元 交界 面 的 法 线 变 形 后 保 
持 连续 ,实际 上 就 是 要 求 找 度 的 -~ 阶 导数 保持 连续 (这 表现 在 梁 和 板 沉 的 能 量 汉 菠 中 包含 
抄 度 的 二 阶 导数 ), 这 样 一 来 , 梁 、 板 这 单元 在 单元 交界 面 应 满足 С, 连续 性 ,这 和 二 维 、 三 
维 单元 在 单元 交界 面 上 只 要 求 满足 C. 连续 性 是 有 重要 区 别 的 。 满 足 C. 连续 性 对 单元 的 
构造 带 来 不 小 的 困难 ,也 可 以 说 提出 一 种 挑战 。 它 吸引 了 众多 的 有 限 元 工作 者 从 事 这 类 单 
元 的 研究 ,导致 了 各 种 不 同类 型 单元 竞相 出 现 的 局 面 。 当 然 作为 以 教材 性 质 为 主 的 本 书 ， 
在 今后 有 关 各 章 中 只 能 讨论 在 实际 应 用 中 比较 成 熟 ,比较 普遍 的 代表 性 单元 。 

2， 基 于 相对 自由 度 原 理 的 梁 单 元 和 板 壳 单元 。 这 类 单元 本 质 上 就 是 二 维 、 三 维 实体 
单元 。 为 使 中 面 的 法 线 变形 后 仍 保持 直线 (不 -- 定 仍 和 中 面 垂直 ) ,在 高 ( 厚 ) 度 方向 只 设置 
二 个 结 点 。 其 中 一 个 结 点 的 自由 度 仍 保持 为 原来 意义 上 自由 度 (如 前 述 简 例 中 的 u). H 
一 个 结 点 的 自由 度 用 它 和 上 述 结 点 的 相对 位 欧 来 代替 (如 前 例 中 的 А, 和 4,)。 从 前 钢 中 
可 以 得 到 启示 ,此 时 只 要 对 原 实体 单元 形成 的 求解 方程 进行 适当 的 自由 度 变 换 , 即 可 得 到 
靳 的 包含 相对 自由 度 系 统 的 求解 方程 ,从 而 避免 系数 矩阵 出 现 病态 或 奇异 而 带 来 的 困难 ， 
因为 这 种 单元 只 是 原来 的 实体 单元 引入 简单 的 自由 度 变换 而 得 到 ,所 以 仍 是 C, 型 单元 ， 
即 在 单元 交界 面 上 仍 只 要 求 保持 С, 连续 性 。 这 种 单元 相对 于 基于 梁 . 板 沈 理 论 的 单元 还 
有 表达 格式 简单 等 优点 ,我 们 准备 在 板 党 单元 的 讨论 中 加 以 简要 的 介绍 。 

本 章 讨论 杆 件 单元 和 由 它们 组 成 的 平面 和 空间 杆 件 系统 。 杆 件 从 构造 上 说 是 长 度 远 
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大 于 其 截面 尺寸 的 一 维 构件 .在 结构 妃 学 中 常常 将 承受 轴 力 或 扭矩 的 杆 件 称 为 杆 ,而 将 承 
受 横向 力 和 咨 第 的 杆 件 称 为 梁 。 在 有 限 单元 法 中 将 土 述 丙 种 情况 的 单元 分 别称 为 杆 单元 
和 染 单 元 。 由 于 在 由 杆 件 组 成 的 实际 工程 结构 中 ,同一 构件 上 ,上 述 几 种 受 力 状态 往往 同 
时 存在 ,为 方便 起 见 , 常 常 仍 统称 之 为 杆 单 元 .尽管 如 此 ,只 承受 轴 力 和 捏 扯 的 杆 单元 和 只 
承受 横向 力 及 寇 矩 的 梁 单 元 在 单元 构造 上 仍 有 重要 的 差别 , 即 它 们 分 属 Ce 型 单元 和 C, 
型 单元 前 者 可 以 看 成 第 3 章 一 维 Lagrange 单元 的 一 种 应 用 ,本 童 只 作 简单 的 讨论 ,后 者 
在 来 用 经 典 梁 弯曲 理论 的 情况 下 ,可 以 看 成 是 第 3 章 一 维 Hermite 单元 的 一 种 应 用 ,但 在 
考虑 横向 剪 切 变形 影响 的 情况 下 ,也 能 够 构造 出 一 种 С, 型 单元 ,并 由 之 引入 了 一 些 新 的 
概念 和 方法 ,对 于 以 后 板 壳 的 讨论 也 很 有 用 ,因此 本 章 需 要 作 较 详细 的 讨论 。 

正如 在 上 曾 已 提 到 的 ,在 由 杆 件 组 成 的 平面 或 空间 的 杆 件 系统 中 ,通常 每 一 杆 件 间 时 
承受 轴 力 \ 扭 矩 、 横 向 为 及 弯 矩 的 共同 作用 ,同时 杆 件 的 轴线 方向 也 基 相 互 交 错 的 ,因此 要 
对 杆 件 系统 进行 分 析 , 则 涉及 到 杆 单元 和 梁 羊 元 在 同一 个 构件 中 的 组 合 , 以 及 单元 矩阵 从 
局 部 坐标 到 总 体 坐 标的 转换 和 和 单元 矩阵 在 总 体 坐 标 中 的 集成 。 这 是 杆 件 系统 有 限 元 分 析 
的 两 个 重要 问题 ,也 是 本 章 内 容 的 另 一 重点 。 
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承受 轴 向 载荷 的 等 截面 直 杆 如 图 9. 2 所 示 , 其 中 六 zx) 是 四 向 的 分 布 载荷 (例如 重力 ， 
离心 力 等 ) ,Pi ,P:，…,P,，… 是 轴 向 的 集中 载荷 。 对 此 杆 件 进行 应 力 和 变形 分 析 时 ,可 以 
假定 应 力 在 戴 面 上 均匀 分 布 , 原 来 垂直 于 轴线 的 截面 变形 后 仍 保持 和 轴线 垂直 ,因此 问题 
可 以 简化 为 一 维 癌 题 。 如 以 位 移 为 基本 未 知 量 , 则 问题 归结 为 求解 轴 向 位 移 函 数 (ас). 


Ty 


Ха» 
x; 


图 9.2 受 轴 向 载荷 作用 的 等 截面 直 杆 


从 上 述 基 本 假设 出 发 ,可 以 导出 承受 轴 向 载荷 等 截面 直 杆 的 基本 方程 如 下 ， 
dx 


ЛА Ж E= Tz (9.2.10 
应 力 应 变 关 系 а. = Еє,= Е си (9.2, 2) 
平衡 方程 Raa) = ә (9. 2. 3) 
或 AE f(z) 

端 部 条 件 а-и 《【《 端 部 给 定位 移 ) (9.2.40 


Ав,-Р ( 端 部 给 定 载荷 } (9.2.5) 
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和 上 述 方 程 相等 效 的 ,可 以 将 问题 转换 为 求解 汉 落 p(w) 的 极 值 问题 。 其 中 
Hp) = | РА +] dz 一 ШЕГЕ - Ры (9.2.6) 
式 中 7 是 杆 件 长 度 ,A 是 截面 面积 ,wj 二 wu (xj) 是 集中 载荷 Pj(j==1,2,…) 作 用 点 xz; 的 位 


移 。 其 实 集 中 载荷 P; 也 可 以 看 作 是 包含 在 分 布 载荷 A(x) 中 的 特殊 情况 ,为 讨论 方便 起 
见 , 以 后 就 不 单独 列 出 。 在 以 后 讨论 其 它 杆 单元 时 ,也 作 此 处 理 。 


图 9.3 二 结 点 杆 单元 


在 用 有 限 单元 法 对 上 述 杆 件 进行 分 析 时 ,首先 用 轴 力 杆 单元 对 杆 件 进行 离散 ,典型 的 
轴 力 杆 单 元 如 图 9. 3 所 示 。 每 个 结 点 i 只 有 一 个 位 移 参 数 w ,单元 内 位 移 se(z) 可 以 利用 
3.2 节 给 出 的 一 维 Lagrange 插值 多 项 式 通过 结 点 位 移 и. 的 播 值 表示 如 下 ， 


и = ЛОГ = Nu (9.2.7) 
其 中 N=[N, М, сє М], --Гиу и, с” и. 
n EATA ADO é RE BL SD N E RE. ЧЕКА х 的 关系 如 下 


aao, ко афа 


ГЕҢЛЕН хс 是 单元 中 心 点 的 总 体 坐 标 ,一 1] 所 E11。N; 即 一 维 Lagrange 多 项 式 , 例 
如 


(9.2. 8) 


2 结 点 单元 м-іа-ә. N,=1G+5 (9.2, 9) 
3 结 点 单元 №61), N,=1—ë, N,=+#(@+1) (9.2.10) 

将 (9.2.7? 式 代入 (9.2.6) 式 ,进一步 从 68=0 可 以 得 到 有 限 元 求解 方程 
Ku = P (9.2.11) 

其 中 к= XK, P= УР, ú= Уи 
o [| pal aN aN) _ [М 2EATIdN TI dN |. 

i (авав АА e aao 
Ре =| N fde = f NFO 2а (9.2.13) 


前 面 曾 指出 ,分布 载荷 fCz) 中 可 以 包含 集中 载荷 。 但 是 在 实际 分 布 中 ,通常 在 集中 载 
荷 作用 处 设置 结 点 ,这 时 集中 载荷 可 以 直接 施加 在 结 点 上 ,而 不 在 (9. 2. 13) 式 的 积分 中 进 
行 计算 。 另 外 可 以 指出 ,K' 通常 可 以 显 式 积分 出 具体 数 信 ,而 不 必 采 用 数值 积分 。 例 如 2 
FARN K АҚШ 
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; 1 一 1 
K = Ea ] . (9.2.14) 
¿ L--1 1 


对 于 有 3 个 及 3 个 以 上 结 点 的 单元 ,内 部 结 点 自由 度 可 以 在 单元 层次 凝聚 邱 , 而 只 保持 端 
结 点 自由 度 参 加 系统 方程 的 集成 ,以 提高 计算 效率 。 


9. 2.2 扭转 杆 单元 


受 扭 算 作 用 的 等 截面 直 杆 单元 和 和 受 轴 力 直 杆 单元 同属 一 维 Cs 型 单元 , 9.2.1 节 的 各 
个 方程 和 表达 式 ,只 要 各 个 变量 的 物理 意义 和 符号 用 扭转 问题 的 相应 量 和 符号 符 换 ,就 可 
以 用 于 现在 的 情况 。 现 再 表达 如 下 : 


几何 关系 = (9.2, 15) 
应 力 应 变 关 系 M=GJa=GJ E (9.2, 16) 

, dM _ 40, _ „ 
平衡 方程 qz CJ ду mx) (9.2, 17) 
端 部 条 件 8,--0, (R DD КЕЕ ЕН) 9.2.18) 


М-М нано 
其 中 0. 是 截面 绕 杆 的 中 心 轴线 的 转角 ;ia 是 截 而 的 扭转 率 , 即 单位 长 度 的 转角 变化 ; M TE 
HE 是 截面 的 扭转 惯性 秆 ,不同 截 面 形 状 的 了 可 以 在 有 关 竹 册 中 查 到 ; mlx) 是 外 加 
的 分 布 扭矩 。 通 常 着 (z) 为 0 六 和 开 分 别 是 在 端 部 给 定 的 转角 和 扭 囊 ,如 是 固定 端 , 则 
所 一 0, 如 是 自 由 端 , 则 М-<0, 
最 小 位 能 原理 的 记 函 ， 
no = | 692 ae- masaz (8.2.19) 
单元 的 插值 函数 和 单元 刚度 矩阵 及 载荷 向 量 也 完全 和 轴 力 杆 单元 相 类 似 , 例 如 
K= f бт) (ін (9. 2. 20) 


a í 


ағ 
其 他 就 不 一 一 列 出 。 

需要 指出 的 是 , 以 上 列 出 的 扭转 方程 严格 地 说 只 适用 于 自由 捏 转 情况 。 因 为 除 圆 截 
面 杆 而 外 ,扭转 变形 后 ,截面 不 再 保持 平面 , 即 发 生 乡 曲 。 在 实际 结构 中 ,这 种 撼 曲 将 受到 
限制 ,要 精确 分 析 此 种 情况 下 的 扭转 问题 ,需要 应 用 约束 扭转 理论 .无 疑 , 最 后 得 到 的 解 竺 
将 和 自由 扭转 理论 的 结果 有 一 定 差别 ,因为 应 用 约束 扭转 理论 将 使 问题 复杂 化 ,在 通常 的 
有 限 元 分 析 中 仍 果 用 上 述 自由 扭转 的 理论 ,还 应 指出 ,只 有 在 截面 有 黄 个 对 称 轴 ( 例 如 圆 、 
椭 贺 .矩形 等 的 情况 下 ,截面 才 是 线形 心 ( 即 杆 的 中 心 线 ) 转 动 的 。 这 在 以 后 讨论 空间 杆 
系 , 涉 及 轴 向 力 、 招 征 、 弯 第 共同 作用 时 ,注意 到 这 一 点 是 必要 的 。 


9.2.3 查 曲 梁 单 元 


承受 横向 载 茶 和 弯 罕 作用 的 等 截面 梁 如 图 9. 4 所 示 , 其 中 (xz)? 是 横向 作用 的 分 布 载 
Ж.Р, s Pate Mi «М;, p ЛЕБИ Ж AE Tapukuy a ЖАЛА ЕЩ ИГР ЕН ,假设 变形 前 
垂直 粱 中心 线 的 截面 ,变形 后 仍 保持 为 平面 , 旦 仍 垂直 于 中 心 线 。 从 而 使 梁 弯 曲 问题 简化 
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为 一 维 问题 。 基 本 未 知 函 教 是 中 面 挠 庆 函 数 wtx)。 梁 弯曲 问题 的 基本 方程 如 下 ， 


d'w 
LIRR s= (9. 2.21) 
z 
应 力 应 变 关系 M= Elx=- EI 5 (9. 2. 22) 
dM руд 
平衡 方程 Q= = Ё! ауз (9. 2. 23) 
40 pr dw | 
de TE ==) (9. 2.24) 
— d 
端 部 条 件 wp TO I=? 
或 шеш, М=М (9.2.25) 
或 Q=Q; M =M 


以 上 各 式 中 x ЕЕЕ НИН Ж; М ЯП Q 2y 29] E АТ Е А ERRAN: 是 截面 
БЕНЕН; и,0,М,О ЭМ ЕК E BJ ЕНЕ Sea. EIB. EET O Hf, 
WELLE ZKR УТ F E эс, (И x Ma А H 50. 

和 上 列 基 本 方程 相等 效 的 最 小 位 能 原理 是 以 下 省 冰 П, оо) HE МЕ 


nw = | ЕГ | az - fads- УР, + DM $| (9.2.26) 


бл 


ЕНІН 
ай 
-一 二 一 


— 5 


图 9.4 承受 横向 载 什 作用 的 等 截面 梁 


0 — M, 
т 
Тал |4 


М, 
103 Q; 


图 9.5 DHARAT 


用 有 限 单元 法 分 析 梁 奔 曲 问题 时 ,通常 采用 3.2 节 的 二 结 点 Hermite 单元 (如 图 9.5 
所 示 )。 单 元 内 挠 度 沙 数 w(&) 的 插值 表示 如 下 ，; 


2 Ë 
wE) = УН (уш + ОНО 696, (9.2.27) 
i=] i=] 
4 
或 ze (8) = УМ, (а; = Ма 
i=1 
其 中 N =[№, N, М, №. ] 
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a =[w # xo, 01, ЕЗ) G = 1,2) 


№0) =H!%(8) = 1 — 38 + 28° 
N) =H (E) = (£ — 22 + EPA 
NS) SHOPE) = 36: 一 28 

N, (Š) =н) 一 (E — аз 


= 2421 


将 梁 用 上 述 单元 离 敬 ,并 将 上 列 找 度 函数 代入 泛 函 了 ,Cxw) 后 ,从 5。=0, 可 以 得 到 有 
限 元 求解 方程 

Ka = P (9.2.28) 

其 中 к= YK Р= P a= “Уа 
| | | 12 G —12_ 6 
=f EUR м «СЕП 6 ай -а ж 
dë: \ dë Ë —12 — 6l 12 — 61 
8: Р — H 4Ë 
P = ("№718 + Умор, — у; бом. (9. 2, 30) 
上 式 中 > н>, 分 别 表 示 对 作用 于 单元 内 的 模 向 集中 载荷 和 村 征求 和 ， еле Зя 


它们 作用 点 的 自然 坐标 。 和 受 轴 力 杆 分 析 的 情况 相同 ,在 离散 梁 时 ,通常 在 集中 载荷 作用 
点 处 划分 单元 ,这 时 集中 载荷 可 以 直接 施加 于 缚 点 。 这 样 一 来 P 中 只 考虑 分 布 载 竺 2 的 
作用 。 对 于 常见 的 均匀 分 布 载荷 


Р = [6 {6 一 下 (9.2.31) 


《9. 2. 29) 


9.24 ЖЕМ u 


ШЕРНА ЕЛ Bi Ж А ТО ЕТА Е {Л ЖИЕ ШЙ Kirchhoff 候 
设 。 通常 所 述 的 粱 单元 , 即 是 指 这 种 单元 。 它 在 实际 中 得 到 
广泛 的 应 用 ,一 般 情况 下 也 能 得 到 满意 的 结果 .但 是 应 该 指 
出 , 它 是 以 粱 的 高 订 远 小 于 跨 几 为 条 件 的 。 因 为 只 有 在 此 条 
件 下 ,才能 忽 赂 横向 剪 切 变形 的 影响 。 但 是 在 工程 实际 中 ， 
也 常常 会 过 到 需要 考虑 模 向 前 切 变形 影响 的 情况 。 例 如 高 
ЕЖЕН ЖАМАН ЕН. ЕНЕРІ 
切 力 仿 所 产生 的 前 切 变形 将 引起 梁 的 附加 挠 度 ,并 使 原来 
牌 直 于 中 面 的 截面 变形 后 不 再 和 中 面 牌 直 , 且 发 生 竹 曲 .但 
在 考虑 剪 切 变形 的 梁 夺 曲 理论 中 , 仍 假设 原来 垂直 于 中 面 
的 截面 变形 后 仍 保 持 为 平面 .根据 此 理论 , 梁 变 形 的 几何 描 89-6 包括 剪 切 影 响 的 如 
述 如 图 9.6 所 示 。 变形 几何 描述 

ЕФ У 表示 截面 和 中 面相 交 处 的 剪 切 应 变 ,并 且 有 如 下 关系 式 
* 282 • 


У = == — 8 (9. 2. 32) 


ое, ЖЕМІН ЖЕУІ ЖЕР Р, gus ИЕ) КУЛЕ BA 3 y= 0, ma 二 9, 即 截 


画 的 转动 等 于 挠 度 曲 线 切线 的 斜率 ,从 而 使 截面 保持 和 和 中 面 竹 直 。 

在 现在 的 情况 下 , 梁 的 曲率 变化 ҰЛАН ЕЕ АУ 

40 
< 一 一 下 (9. 2. 33) 

只 是 不 能 进一步 表示 为 к= 99, 

在 考 虎 竟 切 变形 的 影响 以后 ， 梁 弯 曲 问 题 最 小 位 能 原理 的 汉 函 可 表示 如 下 ， 

= |, 1 еда + f 1 Spar — f gwdz - Ура + SMG (8.2.34) 
式 中 符号 下 是 截面 剪 切 校正 因子 .如 前 所 述 , 在 考虑 剪 切 影响 的 梁 弯 时 理论 中 仍 保 持 截 面 
为 平面 的 假设 。 实 际 上 这 也 就 同时 引入 了 前 应力 和 前 应 变 在 截面 上 均匀 分 布 的 假设 。 据 
此 假设 ,截面 上 均匀 分 布 的 剪 应力, t=Q/4, 均 名 前 应 变 ; y—r/G—Q/(GA),2 IS 9 
剪 切 应 变 能 : 二 (1/2)YQ 一 /2)GAY?。 但 是 实际 上 前 应 力 和 前 应 变 在 截面 上 不 是 均 名 


分 布 ,截面 也 不 再 是 平面 。 因 此 需要 引入 校正 因子 ,将 剪 应 变 和 剪 切 应 变 能 改写 或 у- 


=, оса, жекеле ЖЖНЕБЕЛЕ. Ш-Н УЫ 


中 面 处 的 实际 前 应变 ( 也 是 截面 上 的 最 大 剪 应 变 ) „М ҤЕ, А] ЕЖЕ k= Ии 
EM, к= 。 再 如 男 一 FEP SHE U = g GAY: 计算 出 的 应 变 能 等 于 按 实际 剪 应 力 


及 英 应 变 分 布 计算 出 的 应 变 能 。 据 此 ,对 于 矩形 截面 ,: -一 号 ,对 于 圆 形 截面 一 10/9.。 当 然 
还 有 其 他 校正 的 方法 。 在 有 限 元 分 析 中 , 较 多 的 是 采用 能 量 等 效 的 校正 方法 。 

基于 最 小 位 能 原理 的 考 虚 剪 切 影响 的 梁 单 元 和 不 考虑 剪 切 影响 的 梁 单 元 相间 , 仍 以 
z 旨 为 结 点 参数 ,但 在 刚度 矩阵 中 引入 了 前 切 的 影响 在 引入 剪 切 影响 的 方法 上 有 了 下 二 
种 方案 : 

1. 在 经 典 梁 单元 基础 上 引入 蚤 切 变形 影响 

考虑 前 切 变形 影响 时 , 梁 的 法 向 位 移 ( 找 宕 ) 可 表示 为 两 部 分 的 全 加 , 即 

w = и? + w (9.2, 35) 

其 中 ww 是 由 弯曲 变形 引起 的 法 向 位 移 ,w' Жең АЕ АУ ЕВЕ ЕНЕ, 单元 的 结 
点 位 移 参 数 相应 地 也 表示 为 两 部 分 ,分 别 表示 为 和 a:, 由 于 wi 只 代表 由 于 剪 切 变形 引 
起 的 附加 横向 位 移 , 所 以 


;| 
6 ал 
a= 4 `+. а=) | (9.2.36) 
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上 式 中 6.=| |. %=| Е) ;9,9; 用 作 结 点 参数 以 保证 单元 同 的 连续 性 ,同时 也 表 
明 то? 将 仍 采用 和 不 考虑 前 切 变形 影响 粱 单元 的 凤 相同 的 Hermite #18375. а. 中 只 有 
两 个 结 点 参数 ; wi 和 wei, 表明 +: 将 应 采用 2 结 点 的 Lagrange НЕ. MAE 
表示 式 。 这 将 导致 在 单元 餐 剪 切 力 为 常数 ,这 是 一 合理 的 选择 。 因 为 单元 中 凡 是 三 次 式 ， 
利用 平 衔 方 程 从 它 导 出 的 剪 切 力也 是 常数 。 单 元 内 w A w 具体 表达 式 如 下 ， 

w = Nut + N0 + Муш + N.0, = Му, 

w = Мий + News = N.a: (9,2, 37} 
其 中 №= [№ М, М, М4, N,= LN; М, 

а = [w б) ш, OT, ap = [w и] 


№ = 1— 3 + 20, М, = (8 — 20 + у] 


№; == 3% -- 283, М, 一 (ë -- ЕМ 
N, =1— š, N =E, £= 5—9 (оер) 
将 (9.2, 37) 式 代入 59, 2. 34) 式 ,从 56=0 可 得 如 下 方程 
Ka, = P,, Ка, = Р, (9, 2, 38) 


上 式 的 前 一 式 和 (9. 2. 28) ҚЖА A ta ИЛЕ НИ РЕНИН 
完全 相同 。 К,Р, ШЕЕ 2. 28) 式 中 的 K,P. HE a, 中 用 ШИР 代替 了 (9.2. 28) 式 中 的 L 


Wa 
к; = 5^[ 1 т 
kl i—i 1 
(9. 2. 39) 


P: = [БИП + Хм ер, 
其 中 N=[N, N, | 
Ж.О. 2. 37) 式 看 到 ,此 单元 每 个 结 点 有 3 个 位 移 参 数 ; tt ao,bG 一 1,2)。 实 际 上 可 


以 在 单元 层次 利用 平衡 方程 ,使 每 个 结 点 只 保留 2 个 独立 的 位 移 参 数 。 首 先 从 弹性 关系 可 
得 


СА, СА dw’ _ GAJdN; , dN, 1 GA 
Ор 4 de 2 l da Л da 1 рр u) 
А „у d ze 


= иг — 120) (ий — wi) + LGE — 4)6, 41066 —— 202010 (9.2.40) 
再 则 利用 平衡 方程 可 得 
о = P - руш — 4)-10 + 022 (8.2.41) 
还 有 几何 关系 
w — ш = иб — u + w, — ий (9.2.42) 


从 以 上 各 式 ,经 过 简单 的 运算 , 则 得 到 
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lb | 
bp l pl — w) Ты 0 + 0) 


i (9, 2. 43) 
— (ши; — ш) — “445% + 8,) 


_ 12EIk 
AF = CAP 


将 上 式 代入 方程 (9. 2. 38) 式 ,经 化 简 并 将 第 1 和 第 5, 第 3 和 6 式 合 并 ,就 得 到 最 后 
的 求解 方程 


Ка-- Р (9, 2.44) 
其 中 к= УК P= УР, а= Уа 
12 6: — 12 
б UDP —6 (2-92 
к= Ё (9.2.45) 
1-51-12 -ві 12 —6 


бі (2-52-66 (4-54 


Т 
P = БЕС ыумауғр,- у) л М, 
8 了 п 


(9. 2.46) 


N=| 50AN) м, FHN) N] 

对 比 (9. 2 29) 式 和 (9. 2. 45) 式 可 以 看 到 , 剪 切 变形 的 影响 通过 系数 4 Б ЗЕН ЖОН 
阵 中 , 它 使 梁 的 刚度 减弱 .5= ЕН FEER Ә-С k ET DL, RE A й 
对 跨度 1 很 小 时 ,前 切 变形 的 影响 可 以 忽略 ,此 时 (9. 2. 451 式 就 退化 为 通常 不 考虑 前 切 变 
形 影 响 的 (9.2.29) 式 。 田 外 顺便 指出 ,对 于 均匀 分 布 的 g, 由 于 | Nigld$ = | Nsgldé = 
(оаа = | Noqids ,所 以 在 不 计 及 集中 载荷 Р, 和 М, 作用 的 情况 下 ,PO 仍 是 (9.2. 31) 
式 给 出 的 结果 , 即 


e _. qi T 
P = 1216 16-1 

2. Timoshenko ШЕҢАЗ- 

从 前 面 的 讨论 中 订 以 看 出 ,在 经 典 梁 理论 的 基础 上 引入 前 切 变 形 影 响 的 梁 单 元 仍 局 
Ci 型 单元 。 因 为 其 中 8 并 非 独 立 插值 ,而 是 由 < 导出 ,所 以 对 于 二 结 点 染 单 元 ,w’ 应 采 
用 Hermite 揪 值 画 数 。 虽 然 这 样 做 对 于 梁 单 元 并 无 困难 ,从 不 便于 推广 到 板 壳 单 元 。 这 在 
今后 将 可 看 到 ,构造 C, 型 板 壳 单元 是 相当 棘手 的 问题 。 为 此 在 此 引入 另 一 种 考虑 竟 切 变 
形 影 响 的 梁 单 元 ,这 就 是 Timoshenko 梁 单 元 , 它 是 C, 型 单元 ,便于 推广 应 用 于 板 者 情 
况 ， 


Timoshenko 染 单 元 的 基本 特点 是 挠 度 w 和 截面 转动 8 各 自 独立 插值 。 即 采用 如 下 
插值 表示 


ш = У Nw, 8 = SINO. (9.2.47) 
= 1 
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Et n 是 单元 的 结 点 数 ,N, E Lagrange 插值 多 项 式 。 
HERRAR (O. 2. 34) 式 ,从 8,=0 可 以 得 到 有 限 元 求解 方程 
Ka = Р (9. 2. 48) 
其 中 к-УК,Р-УР, а= Da 
к-ш-ек: | (9. 2. 49) 


上 
к:=ЁШ вва 


, _ RGAl j 
K: == 


B: Bdé 
B, =| Ba В, Мм Bal 
В, |В, Ba + Ba] 

0 dN; 
| an|. B, = k: | G = 1,2,%,п) 

— N, 
¿n 

= | _ [g мае + УГ», ONCE,) 一 Уо ММ) 09.2. 50) 


қ =[№, №, ... к, 
а =[аї af ++ al] (9.2, 51) 


从 以 上 各 式 可 见 ,Timoshenko 梁 单 元 的 表达 格式 相当 简单 ,和 轴 力 单元 很 类 似 。 但 
是 正如 在 3. 2 节 中 所 指出 的 ,前 切 变形 能 在 泛 函 中 起 眷 罚 函数 的 作用 。 在 ww 和 8 采用 同 
ЧЕЛА ЕГО ОО. 2. 47) 式 所 示 ) 人 情况 下 ,如 用 精确 积分 计算 前 切 应 变 能 项 ,对 于 低 阶 单元 
可 能 不 能 保证 KK, 的 奇异 性 。 这 样 一 来 ,在 梁 变 薄 时 , 奴 LAA-=>cc 时 ,问题 只 能 得 到 零 解 。 现 
以 二 结 点 单元 为 例 


2 z 
w= $ Nw, 0- DING (9.2.52) 
=l -1 
其 中 м-за-ә, м, = 0 + D 
g= 222, z = 258 (-1<4<1) 
ЖА. О. 2. 49) 式 , 按 精确 积分 将 得 到 
оо о о 
EI!9 1 0 —1 
Kk: = Ë 22.5 
; Tlo o o 0 (9. 2.53) 
0-10 1 
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(9. 2. 54) 


2 
са 
Тә 
Ë 


可 以 验证 ,Ki 的 牧 是 2 存在 非 零 的 二 阶 子 行列 式 ) ,而 对 于 此 单元 ,每 增加 一 个 单元 ,增加 
的 自由 度数 也 是 2, 因 此 ,是非 奇异 的 。 这 祥 一 来, 当 板 很 薄 , 即 全 一 时 ,问题 只 能 得 到 
零 解 。 现 还 可 对 产生 此 问题 的 根源 作 进 一 步 地 阅 述 。 因 为 拨 度 和 转动 采用 同 阶 的 插 信 表 
示 式 ,所 以 剪 切 应 变 7 中 的 各 和 4 两 项 是 不 同 阶 的 。 仍 以 2 结 点 单元 为 例 ,它们 分 别 为 党 


数 各 一 次 式 。 这 样 一 来 , 约 东 条 件 y= 一 8 一 0 不 可 能 到 处 满足 ,除非 2 也 等 于 常数 。 这 
лтты tss R PB =i. 这 是 由 于 约 东 条 件 未 能 精确 满足 ,在 梁 
很 薄 时 导致 不 确 当 地 夸张 了 前 切 应 变 能 项 的 量 级 而 造成 的 ,所 以 在 梁 . 板 .者 的 有 限 元 分 
析 中 ,将 这 种 现象 称 为 剪 切 锁 死 (Shear Locking). 

为 避免 前 切 锁 死 , 现 已 提出 多 种 不 同 的 方案 ,它们 的 基本 点 都 是 在 计算 剪 切 应 变 时 ， 
BR б 预先 就 保持 同 阶 。 具 体育 以 下 几 种 方案 。 

(1) 减 缩 积 分 (reduced integration) 

上 所谓 减 缩 积分 就 是 数值 积分 采用 比 精确 积分 要 求 少 的 积分 点 数 。 仍 以 上 述 二 结 点 
Timoshenko 梁 单 元 为 例 ,为 精确 积分 剪 切 应 变 能 项 需要 采用 2 点 积分 。 减 缩 积 分 方案 是 
采用 一 点 积分 。 这样 一 来 ， ОРТЕН тари 该 积分 点 (一 点 积分 在 单元 
中 点 和 9 的 数值 代替 了 在 单元 内 的 线性 变化 ,从 而 使 em ЕНИ. 因 之 使 约束 条 件 9 


一 9 一 0 有 可 能 到 处 满足 .这样 做 的 结果 ,表现 为 K: а! 和 矩阵 ,也 即使 下 , 保持 奇异 性 .二 
结 点 单元 采用 减 缩 积分 后 的 K: 具体 表示 如 下 


(9.2.55) 


чу obje I coje 


L 2 41 
可 以 检验 ,现在 的 K; 中 的 任 一 二 阶 子 行列 式 都 等 于 零 , 因 此 它 是 秩 1 矩阵 ,而 每 增加 一 个 
单元 ,增加 二 个 自由 庆 , 所 以 K, 是 奇异 的 。 

需要 指出 : 当 采 用 减 缩 积分 方案 时 ,还 应 注意 答 查 丰 是 否 仍 满足 非 奇异 性 的 要 求 。 因 
为 二 KK, 十 KR 一 夷 十 KK 。 对 于 现在 研究 的 单元 , 当 采 用 减 缩 积分 方案 时 ,KK 和 К; Ж 
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Кә 


都 等 于 1 ,所 以 天 的 秩 为 2。 而 每 增加 - -个 单元 ,增加 2 个 自由 度 , 正 好 等 于 天 的 秩 , 因 此 
K 的 非 奇 异性 得 到 保证 。 

(D ТӘ BUT] F (assumed shear strains) 

TRO. 2. 34) 式 中 的 前 切 应 变 不 是 从 (9. 2. 47) 式 所 定义 的 位 移 插 值 表达 式 代 入 几何 


7-4 —0 而 得 到 ,而 是 替代 以 另行 假设 的 剪 切 应 变 ,通常 它 可 以 表示 如 下 插值 形 
A: | 
y = УМ, , (9. 2. 56) 


кеу-уеу-(4-4| -D Eunoa] саше, 
TREBE tiim ak И ал20 TIE, MATERNI ЯК w 
mo тинне ВАЕН 9 低 一 阶 , 为 使 在 梁 很 薄 时 ,7 能 趋 于 0, 必 须 使 保持 和 


CAR, 所 以 插值 点 数 应 比 w ОЕА И 1 个 , 即 应 取 r=*n 一 I。 对 于 2 结 点 


= 地 (ws — шл) 06 + б) (9.2.57) 


在 采用 另行 假设 前 切 应 变 情况 , 泛 函 (9. 2. 34) 式 应 改写 成 (为 讨论 和 表达 方便 ,未 包 
ЕЖЕ ЛЖИ Л ЕШ) 


п; -f4 1 Erede + [т 1 £47 


тр ах 一 f qwdz (9, 2, 58) 


ЕП ШЕН, EAE A H; ее нау ан Fa 相等 价 .(9. 2. 3402036 
ER H, 中 第 一 项 弯曲 应 变 能 保持 不 变 , 第 二 项 剪 切 应 变 能 项 用 Har PMR, H К 
中 前 应 力 项 改 用 假设 剪 切 应 变 了 Жж. 刚 可 以 得 到 [sx 的 表达 式 

Пк =f 4 1 Еред +f 945 4% - gjdz 


а 
і 
一 | 1% сазды - ІС (9, 2. 59) 


为 讨论 方便 ,上 式 未 列 入 与 集中 力 和 与 集中 力 年 的 有 关 项 ,经 有 限 离散 ,并 采取 高 斯 积分 ， 


则 上 式 可 以 改写 成 
Пак = У) >| TENH, ep СА gar нё | йш -4) 
i 


ШЕ 


— 4-94{н у —!Ндле) (9. 2. 60) 

式 中 M 是 单元 数 ,mm 是 积分 点 数 (m 一 "一 1,n 是 单元 结 点 数 ),! ЖАҚЫНЫ 分 别 

是 高 斯 积分 的 权 系 数 和 积分 点 位 置 .因为 必 ,7 是 20m 一 1) 次 函数 ,了 | 各 一 中 是 2m 一 1 次 
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函数 ,所 以 式 中 前 三 项 的 积分 都 是 精 殉 的 。 并 因为 | FE] | 一 了 ,所 以 


sfdw _ _ > 
y| qz 8| ‚=? (9.2.61) 
ЖІ (9.2. 60) 式 ,并 写成 离散 前 形式 , 则 有 
Har = | {Erda + f “az 一 [шейк = П; (9. 2. 62) 


这 样 就 证 明了 采用 假设 前 切 应 变 , 在 理论 上 是 和 采用 混合 变 分 原理 相等 价 的 .只 是 应 注意 
ЗІП; 不 再 具有 极 值 性 ,在 解 的 附近 只 具有 驻 值 。 
(3) 替代 插 秆 函 数 (substitutive interpolation function) 


在 计算 泛 函 的 剪 切 应 变 能 时 ,6 采用 低 一 阶 , 妈 息 间 阶 的 插值 函数 以 代替 原来 的 
捅 值 函数 。 例 如 二 结 点 单元 ,计算 剪 切 应 变 时 ,8 表示 如 下 

д- М0, + Муй, (9.2.63) 
其 中 м=м= 

可 以 指出 : 对 于 Timoshenko 梁 单 元 ,以 上 三 种 方法 ,实际 上 是 完全 等 价 的 。 其 实质 
者 是 使 天 和 0 在 计算 剪 切 应 变 能 时 保持 同 阶 , 进 而 保证 下 的 奇异 性 ,以 避免 EL->0 时 出 
现 的 前 切 锁 死 现象 , 但 是 在 今后 讨论 的 考虑 剪 切 影响 在 内 的 Mindlin 型 板 壳 单元 中 ,这 三 
种 方法 在 应 用 中 可 以 是 有 区 别 的 ,因此 也 可 能 产生 不 尽 相 同 的 效果 。 

现在 讨论 Timoshenko 染 单 元 的 收敛 性 问题 。 因 为 П, 中 导数 的 最 高 阶 数 为 1, 因 此 
只 要 求 ww 和 9 的 0 阶 导数 在 单元 交界 而 上 保持 连续 , 即 单元 只 要 求 C 连续 性 ,现在 结 点 
参数 中 包含 了 ш 和 ,显然 连续 性 得 到 了 满足 。 至 于 完备 性 要 求 ,单元 应 包含 能 够 措 述 图 
9.7 所 示 刚 体 运动 和 常 应 变 状态 的 位 移 模式 ， 刚 体 运动 包含 刚体 模 向 位 移 和 刚体 转动 两 
种 模式 ; 常 应 变 状态 包含 党 前 切 应 变 和 党 夸 曲 应 变 两 种 模式 ,图 9.7 上 还 分 别 给 出 了 对 应 
上 述 四 种 模式 的 w 和 9 的 函数 表示 。 从 这 些 函 数 表达 式 可 以 看 到 ,只 包 售 w 一 次 函数 的 


2 结 点 单元 缺少 描述 ww 一 уса? 的 常 弯曲 状态 的 位 移 模式 。 从 以 后 算 例 中 将 可 以 看 到 ,如 


| 
广 一 一 一 一 二 一 一 一 
ба) НЕЕ 


(з 党 前 切 应 变 (4) ЖУ 
8-9 че? 8-сг ш суга" 
图 9.7 Timoshenko 梁 完 备 性 的 要 求 
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用 2 结 点 单元 分 析 纯 弯 状态 ,必然 伴生 出 前 切 应 变 。 其 实 我 们 在 5. 5 节 讨论 Wilson 非 协 
调 元 时 , 即 已 指出 ,4 结 元 平面 单元 不 能 描述 纯 弯 度 力 状态 的 缺点 ,而 2 结 点 Timoshenko 
粱 单元 从 本 质 上 可 看 成 是 在 4 结 点 平面 单元 中 引入 主 从 自由 度 而 得 到 的 ,因此 它 也 同样 
缺乏 描述 纯 咨 状态 的 能 力 。 为 此 通常 推荐 采用 3 结 点 或 4 结 点 的 Timoshenko 梁 单 元 , 因 
为 它们 具有 2 次 或 3 次 的 w 函数 ,包含 了 描述 纯 褒 应 力 状态 的 位 移 模 式 。 

ЖО) 分 别 利用 经 典 粱 单元 和 Timoshenko 梁 单 元 (各 1 个 单元 ?计算 图 9. 8 Ж 
璧 粱 在 承受 端 部 弯 矩 M 和 端 部 横向 力 了 的 端 部 找 度 6, 


— ti 


图 9.8 Жете 


1. 用 经 典 梁 单 元 求解 
当 用 一 个 单元 计算 时 ,国定 端 条 件 是 ww 一 | Te) —о, RRRA E E ШЕ 


чэй = TE | 形成 求解 方程 
(с) фена M ,求解 方程 是 


ЕЦ 12 МЕН 
Рі- ыш aJ], 1м 


人 只 上 式 第 1 式 , 得 到 
20 
0, = “7! 
А 22,189] 
МР 
0 = x, PE] 
(2) 问 部 受 横 向 力 ,求解 方程 是 
ЕП 12 — 61, Р 
ЕШ 6 519 |= (5) 
从 上 式 第 2 式 , 得 到 
3 w 
%-ут 
代 回 第 上 式 , 得 到 
РЁ 


Š = w, = 


. ЗЕТ 

从 以 上 结果 可 以 看 出 ,利用 一 个 单元 求解 ,就 可 得 到 和 材料 力学 的 理论 解 完全 相亲 的 
结果 。 这 是 由 于 经 典 洪 单元 中 w 是 三 次 函数 , 它 包 含 了 上 述 两 种 受 力 状态 所 需要 的 位 移 
ЖЖ. 


2. Ж Timoshenko RRE 
С) ЖЕЖ M ,采用 精确 积分 得 到 的 求解 方程 是 
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从 上 式 第 1 式 , 得 到 
д, = 2и» 
2 
代 回 第 2 式 得 到 
5 = u, = МР 
САР 
пт йт ШШ 
6 6 
6 = u, = ME Е 
211 + 2; 5] 
(2) 端 部 受 集中 弯 托 好 ,采用 减 缩 积分 得 到 的 求解 方程 是 
СА _ СА 
Ы 2k jus) _ [0 
СА GAIL ЕІ % = ім 
22 4k I 
从 上 式 第 1 式 , 得 到 
210, 
6, = + 
代 回 第 2 式 , 得 到 
ё=ш,— ME 


2E1 


UL ЕЕН еа Ж. э WB PT. ет 5—8 

Т.Х Hi КИИ ЩН, ВКА ЗУКО АЛУ HERT? 结 点 

Timoshenko Жї pu ВЕЗИ RE Sk ЕН hI39 UJ Е, H yp n| 225 tl F 
у o=% sa = [1 - #| M 1 7 


Шеті 
ЮЕ ҮЛ] УЗЕ ХЭЛЕ 3 的 影响 随 着 梁 变 薄 而 增 大 。 当 有 h/1x0 时 3=u 一 0( 这 时 7y 也 趋 于 
0) 即 发 生前 切 锁 死 现 象 。 

而 当 采 用 减 缩 积 分 时 ,虽然 2 结 点 单元 的 w 仍 是 线性 分 布 ,但 是 计算 得 到 的 $ 仍 和 
材料 力学 解答 一 致 。 

(3) 端 部 受 横向 力 ,精确 积分 计算 结果 是 


pr |+ н 


34 sata у) Ë) 


E) 
7 теч 
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《4) 端 部 受 横向 力 已, 减 缩 积 分 计算 结果 是 


PÉI 40140) А2 
8 = w = рр! + 


5 г 


ШЕЕ ЕЧ ЛШ Т ЁССЕ” рОН ж, TI 
变形 引起 的 附加 搁 度 。 当 所 一 0 时 ,这 附加 挠 度 也 趋 于 零 .这 是 合理 的 。 不 同 的 是 在 精确 


积分 结果 的 分 母 中 出 现 了 Iris 亲生 的 因子 。 当 AN-=0 时 , 它 将 使 9*0, 即 产生 前 切 锁 死 
现象 .而 减 缩 积分 则 无 附加 因子 ,因此 当 h/i->0 时 ,不 会 产生 前 切 镇 死 ,。 当然 ,计算 结果 和 
材料 力学 解答 比较 , 仍 存在 25% 的 误差 。 这 是 由 于 2 结 点 Timoshenko 单元 ,不 像 经 典当 
元 在 位 移 模 式 中 精确 地 包含 了 三 次 画 数 所 致 。 可 通过 增加 单元 数 或 必用 高 次 单元 来 所 高 
精度 。 

对 于 3 结 点 以 上 的 高 次 Timoshenko PAT, KARAR URA KKR ENNY 
死 ,但 是 仍 使 单元 偏 于 刚 硬 ,所 以 仍 建议 采用 减 缩 积分 等 方法 以 改善 单元 性 能 ， 


9.3 平面 杆 件 系统 


杆 件 系统 是 指 由 杆 件 组 成 的 结构 系统 。 如 果 组 成 结构 的 杆 件 不 仅 它们 本 身 在 几何 上 ， 
而 且 所 承受 的 载荷 ( 因 之 它们 的 变形 ) 都 处 于 同一 平面 , 则 称 之 为 平面 杆 件 系统 。 反 之 ,如 
不 限于 一 个 平面 , 则 称 之 为 空间 杆 件 系统 。 杆 件 系 统 可 以 用 杆 - 梁 单元 (以 后 简称 杆 单元 ) 
进行 离散 。 但 是 一 般 情 况 ,单元 将 不 是 单独 以 拉 此 .或 扭转 ,或 弯曲 状态 工作 ,而 是 以 它们 
的 共同 作 几 工作 , 它们 的 单元 特性 矩阵 将 是 儿 种 不 同 单元 特性 矩阵 的 组 台 。 再 则 ,由 于 系 
统 内 各 个 杆 单元 通常 不 处 于 同一 轴线 ,甚至 不 处 于 同一 平面 ,进行 结构 分 析 时 ,首先 要 建 
立 一 个 共用 的 总 体 琢 标 系 ,然后 通过 坐标 转换 将 各 个 建立 于 单元 局 部 坐标 系 的 单元 特性 
Жж ОЕ) БЕЛЕК Ж. 

为 方便 起 见 , 首 先 在 本 节 讨 论 平面 村 件 系 统 问题 ,而 空间 杆 系 问题 则 放 在 下 一 节 讨 
iÈ. 

9.3.1 局 部 坐标 系 内 平面 杆 单元 的 特性 矩阵 


图 9.9 所 示 是 一 平面 杆 系 。 其 中 每 一 杆 件 可 能 承受 轴 力 和 弯 窍 的 共同 作用 。 因 此 离 
散 后 单元 的 各 个 特性 垂 阵 应 是 轴 力 单元 和 弯曲 单元 的 组 合 。 一 般 傅 况 下 ,对 于 于 个 结 点 的 
单元 在 单元 的 局 部 坐标 系 中 , 结 点 位 移 参数 可 表示 成 

а = [а w ӘП G = 1,2,5, (9, 3.1) 
单元 刚度 气 阵 可 以 表示 成 


К Ki, зө Kin 
Кы Ü K 
И (9.3.2) 
称 Кі, 
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图 9.9 平面 杆 件 系 统 


其 中 
K 0 
K; = | 0 к (2.3 = 1,2," ұл) (9. 3.3) 
Ко, кз ая Hi S E RE ЕТИ Е РЕ. TOA 70, НН Ал: 
采用 经 典 梁 单元 的 情况 下 , 单 花 刚 度 短 阵 可 表示 为 
ГЕА ЕА 1 
“Г 0 9 “ср 9 0 
l251 6Е1 у DEL БЕ 
Ë р Ë Ë 
EI у _%ЕР 281 
K' = ! ú ! (9.3.40 
ж 学 0 0 
称 шы - S 
өкі 
L ГАА. 
载荷 向 量 可 以 有 类 羽 的 表示 
Pi 
F; ре 
Р“-- . Р: | | G= 1.2, л) (9.3.5) 
pe. 
Р; 


9. 3. 2 平面 杆 单元 的 坐标 转换 
如 前 所 述 ,由 于 杆 系 内 各 单元 的 局 部 堂 标 zx 的 方向 各 不 相同 ,在 进行 结构 分 析 时 ， 
需要 建立 统一 的 总 体 坐 标 系 。 图 9. 10 所 示 为 总 体 坐标 系 内 的 杆 单元 。 总 体 坐 标 系 用 工 ,z 
表示 ,前 面 已 得 到 局 部 坐标 系 r 内 的 单元 特性 矩阵 ,现在 需要 通过 誉 标 转 撞 , 得 到 它们 


在 总 体 坐 标 系 内 的 表达 式 。 
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9.10 ЖЕРЫ ЁЛ 


H T352F 3 Н, Пати ун u ES B Er H J EB 35 kn А 
标 系 的 转换 关系 ,其 它 向 量 或 矩阵 的 转换 关系 都 可 由 它 导 出 。 
令 总 体 坐 标 系 中 的 结 点 位 移 向 量 表示 为 


ü — 
一 #; 
ú, _ — А 
a = ,+ а; = <, G = l,2,""* n) (8, 5.8) 
- | 8, 
а, 


局 部 坐标 > ТЕ x LEAREN а ЖАМ z ЕЛЕНЕ > УІН 
为 正 , 则 = 轴 的 方向 余弦 为 


Lz = cosl, T} = сова L: = cos(z,z) = sina 
z 轴 的 方向 余弦 是 
lz = cos (z,z) = — sina 1, = cos(z,z) = cosa 
线 位 称 的 转换 关系 是 
H = ТЕТІ 十 Lt, 
— — G = 1,2, 1) 
tü, = 1.21, + ЖЕУ 
截面 转动 在 两 个 坐标 中 是 相等 的 , 妈 
0, = 0, G = 1,2,-,л) 
固 此 两 个 坐标 系 中 单元 结 点 位 移 向 量 的 转换 关系 是 
a, А, 0 a, 
А _ 
a = 4 з= Ат = ° f: (9.3.7) 
: 0 : 
a A, а, 
其 中 ， 
іш і. 0 соза sina 0 
À, = Ё с 0|= - sine сова | ‹9.3.8) 
ð 0 li 0 9 1 
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А 称 为 坐标 转换 矩阵 ,ao 称 为 结 点 转换 矩阵 , 反之 我 们 可 以 写 出 总 体 坐 标 系 中 结 点 位 移 向 
基 用 局 部 坐标 系 中 结 点 位 移 向 量 表示 的 表达 式 


е Аа (9.3.9) 
因为 А-А 
所 以 (9. 3. 9) 式 又 可 写成 
M 2, 
АТ 
ë = Ма = | ° ‚ “ (9.3.90 
| `. : 
L Ar| la, 
case — sina 9 
А] = |віпа сова 0 
0 0 1 


将 (9. 3. 7) 式 代入 有 限 元 求解 方程 ,并 用 А! НІЗЕРАН ЗВ А Ж PN B) 86: 

刚 度 惩 阵 和 载荷 向 量 表达 式 如 下 
K: = АТКА (9.3.19) 
P = ATP (9.3. 119 


9.3.3 RAN 


EFRA RARE — ВИ Н А R EA R ШЕ 5.11 中 的 杆 件 组 
成 的 框架 结构 ,有 4 根 杆 件 汇 交 于 销 点 4, 其 
ФЕТО Уан а В, ДТУ E 
这 种 结 点 上 应 该 注意 到 ， 

(1) 结 点 上 各 秆 具有 相同 的 线 位 移 , 但 
截面 转动 不 相间 。 刚 接 于 结 点 上 的 各 杆 具 有 
相同 的 截面 转动 ,而 与 之 匀 接 的 杆 件 却 具有 
另外 的 截面 转动 .例如 在 图 示 结 构 中 ,在 受 载 
п.к, НЕО, O ОАЖ 
面 转动 ,而 杆 件 鸳 则 具有 与 其 它 杆 件 不 同 的 
截面 转动 。 

(2) 结 点 上 具有 铵 接 的 杆 端 不 承受 弯 
E ALESE RAMH rA НЕЕ E 图 9.1] 胶结 点 的 杆 件 系统 
参与 结 点 的 力气 平衡 .例如 在 图 示 结 构 中 , 杆 
FOEREN SEAE, RAEE O ,加 在 结 点 4 上 与 外 夸 纸 保持 平衡 ， 

这 时 单元 @ 的 较 接 端 ,只 有 位 移 自由 度 参 加 总体 集成 ,而 转动 自由 度 是 不 铺 加 集成 
的 ,因此 对 于 单元 @@ 来 说 ,此 自由 度 属于 内 部 自由 上 度 性 质 ,为 算法 上 的 方便 起 见 ,在 总 体 洁 
成 前 ,应 在 单元 层 次 上 将 此 自由 度 凝 襄 掉 (结构 力学 中 称 之 为 自由 度 释 放 ) ,具体 方法 和 以 
前 有 闫 童 , 节 中 已 采用 过 的 凝 察 自由 度 方法 相同 。 现 以 二 结 点 平面 杆 单元 . 且 弯 曲 单元 采 
用 经 典 梁 单元 的 情 帝 为 例 将 凝聚 自由 度 方法 具体 化 ,此 单元 参加 系统 集成 前 ,在 自身 局 部 
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坐标 系 内 的 有 限 元 方程 可 以 表示 如 下 : 
B “Іш - (ы (9.3.12) 
其 中 a E š Sr 88 35 98 ЮНИ Ж. a, 是 单元 中 需要 保留 .也 即将 参加 系统 总 体 集 成 


的 自由 度 。 单 元 刚度 矩阵 和 结 点 载荷 列 阵 也 表示 成 了 相应 的 分 块 形式 。 
从 以 上 方程 的 第 2 式 ,可 以 得 到 


а, = K; (P. — Kot) (9.3.13) 
将 上 式 代 回 (9, 3. 12) 式 的 第 1 式 ,就 可 以 得 到 肇事 后 的 单元 方程 
K'a, = Р; (9.3. 14) 
其 中 K` = К, 一 KeKK ao 
e = P, — KaKa P, (9.3.15) 


现 回 到 图 9.11 ҒЫ B u Q) ЕМЕЛ МӘБ ЕРІН >ú HI Be kE PE: 
K* 可 以 表示 如 下 : 


7209 ° + ° 
ЗЕІ 3 五 了 ЗЕТ 
° тр Фр = 
K'— 0 і зи o =% (9.3.16) 
4 і { 
ЕА ЕА 
тт ° ° т ° 
SEI ЗЕІ ЗЕТ 
° --? 2 9 Р | 


凝聚 前 的 单元 刚度 矩阵 天 66 ЕЕ, ЕН АЛС BE SEE K" 55 矩阵 ,为 
便于 统一 程序 ,天 "可 仍 保 留 原来 的 阶 数 ， 对 于 现在 的 情况 ,可 在 于" 上 增加 上 全 部 为 零 元 
素 的 第 5 行 和 第 8 列 。 
凝聚 后 的 结 点 载荷 列 阵 P; 也 可 按 (9, 3. 15) 式 算出 ,并 为 使 之 仍 保 留 为 效 聚 前 的 阶 
数 ,增加 等 元 素 在 它 的 第 6 个 元 素 位 置 。 
| ТЕ Ж t мН ЖЕЗ ЕЕ Ep yaaa EZ IE Т, ЖЖ 
LP SB ӘНІН НЕН HERATA КМ ЕЛІ МЕЗ НЕРДІ 
留 原来 的 阶 数 ,以 利于 程序 的 统一 。 仍 以 上 述 单元 为 例 , 色 凝聚 并 保留 原来 阶 数 的 单元 刚 
度 答 阵 可 以 表示 如 下 


БА оо - 24 оо 

0 оо 0 оо 
к= 209005 00 (9. 3.14) 

-学 00 ËA ор 

о о 0 о Ü 

о оо о о 0! 
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以 上 讨论 是 以 经 典 梁 单元 为 例 进行 的 ,实际 上 对 Timoshenko ZT, ЕЕ 
结 点 形式 ,也 可 以 按 同 样 的 方法 处 理 , 这 里 不 一 一 列举 ,读者 可 以 作为 习题 加 以 练习 。 


9.4 空间 杆 件 系统 


941 局 部 坐标 系 内 空间 杆 单元 的 特性 矩阵 


空间 杆 单元 和 平面 杆 单元 的 区 别 在 于 : 杆 件 除 了 可 能 承受 轴 力 和 弯 矩 的 作用 而 外 ， 
还 可 能 承受 扭矩 的 作用 。 而 且 弯 矩 可 能 同时 在 两 个 坐标 面 内 存在 . 图 9. 12 所 示 是 一 2 结 


Е 9.12 二 结 点 空间 杆 单元 
《ay 力 和 线 位 移 GQ) 力矩 和 截面 转动 ”(c) 局 部 坐标 系 和 总 体 坐 标 系 


点 空间 杆 单 元 的 结 点 位 移 和 结 点 力 。 每 个 结 点 有 《6 个 自由 度 , 即 有 6 个 广义 位 移 和 6 个 广 


义 力 ,它们 是 
а = Р = (9.4.1) 
а, Р, 


а= {и u в ba 9, aJ а-1,2) 

Р, = |М. N, М, М, М, M.Y G =1,2) 
AP ооо 为 结 点 ;在 局 部 坐标 系 中 三 个 方向 的 线 位 移 ;0. 0. .0. Н + 处 截面 绕 
三 个 坐标 轴 的 转动 ;9.: 代 表 截面 的 扭转 ,8; ,6, 分 别 代 表 截 面 在 xz 和 zy 坐标 面 内 的 转动 
Ns 是 结 点 2 的 轴 向 力 , NN 是 结 点 i 在 zy 及 zz WANA MERS i ВНЕ, M, 
MEA i ТЕ тє 及 zy ЕРІ, 

杆 单元 横 截面 面积 为 4, 在 zz ШЇ РЧ ПЕ ЇЙ КЕЖЕ О T, ТЕ ту 面 内 的 截面 惯性 矩 为 二， 

单元 的 扭转 惯性 矩 为 7。 长 度 为 1, 材料 弹性 模 嫩 和 剪 切 模 量 分 别 为 EE 和 G 的 2 缚 点 空间 
杆 单元 (弯曲 采用 经 典 梁 理论 ) 在 单元 局 部 坐标 系 内 的 刚度 矩阵 可 以 表示 如 下 


其 中 


(9.4.2) 
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7:29 9 
]2EI 
І2ЕІ, 
1281, 
K= 
对 


0 0 
SEI 
0 е 
кі, | 
о о; 
а, „| 
Г 0. 
АЕТ, 

і 

称 


0 o O 
9 0 0 
12ЕІ, 6Е1, 
РЫ Е 
GJ 
0 —— 
БЕ, 0 21, 
Р 1 
0 о о 
0 0 O 
0 0 0 
ШЕ, у ЕІ, 
Р р 
GJ 
w Ü 
4Е1, 
1 


6ЕІ. 


(9.4.30 


зах (вр Ж т — й В PN E НЕНА АЈ, пре ЕННЕМАРХЖЖНИ 
АТИЯ, ЖУН ЕРТЕ ЛЕН ІН ІІ E2F38 1 3 pu 38 , BË PA. >ú HI HE 
矩阵 仍 保 持 为 12X12 阶 和 矩阵 。 例 如 两 端 都 是 铵 接 的 空间 杆 单元 经 上 述 凝 聚 和 扩充 处 理 以 
后 ,单元 刚度 矩阵 将 是 如 下 形式 
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[EA 
{ 


0 
0 


0 


0 
0 


с> Фр ар со 


[же] 


“ә с б с = 


о о о о о 


S їс © б © с о 


с о о с © |с б бс cC o 


(9.4.4) 


9.4.2 空间 丁 单 元 的 坐标 转换 


为 分 析 空 间 杆 件 系 统 ,需要 将 上 节 在 单元 局 部 坐标 系 肉 建立 的 单元 特性 官 阵 转换 到 
系统 的 总 体 坐 标 系 ,转换 的 原理 和 方法 和 平面 杆 单元 的 坐标 转换 相同 。 只 是 对 应 于 
(9.3. 8) 式 所 表示 的 结 点 坐标 转换 矩阵 加 ,现在 应 改写 成 

А, = Га 01 (9. 4.5) 


其 中 


式 中 275 是 局 部 坐标 工 对 总 体 坐 标 х,у, 的 三 个 方向 余 芒 , 即 
is = сов(т,х), L. = сов(т, y), фы = cos(=z,z) (9.4.6) 
FR; Мы dast AARE уе RS Kab ЕН A i ЖҚ. 
本 节 空 知 守 单元 是 以 弯曲 基于 经 典 梁 理论 的 二 绪 点 单元 为 柄 进行 计 论 的 ,但 其 原理 
和 方法 完全 适用 于 弯曲 基于 Timoshenko 梁 理 论 的 单元 ,包括 它 的 多 结 点 形式 ，。 


9.5 小 结 


本 章 在 结构 有 限 单元 概论 一 节 对 陡 杆 ( 梁 ) , 板 壳 -- 类 结构 力学 单元 特点 的 分 析 , 以 及 
通过 主 从 自由 度 方法 或 相对 自由 度 方法 克服 实际 分 析 中 的 数值 上 困难 的 原理 ,不 仅 在 本 
章 杆 件 单 元 得 到 体现 和 应 用 ,而 且 在 今后 几 音 关于 板 壳 有 限 元 的 讨论 中 将 得 到 进一步 的 
应 用 。 

本 章 讨 论 了 基于 经 典 梁 弯 昌 理论 的 粱 单元 和 基于 Timoshenko 梁 理 论 的 梁 单 元 .后 
者 不 仅 使 粱 单元 降低 了 交界 面 上 的 连续 性 要 求 , 即 从 C 连续 性 降低 为 C 连续 性 ,而 且 考 
虚 了 横向 剪 切 变形 的 影响 ,从 而 扩大 了 它 的 应 用 范围 .但 是 应 注意 到 为 满足 完备 性 要 求 应 
避免 使 用 2 结 点 的 Timoshenko 单元 ,更 为 重要 的 是 应 加 免 用 于 /4 很 小 情况 时 可 能 出 现 
的 剪 切 锁 死 .为 克服 后 一 问题 ,本 章 初步 讨论 了 减 缩 积分 .假设 剪 切 应 变 、 替 代 剪 切 插值 孙 
数 等 几 种 方法 ,这 些 方法 在 今后 几 章 关于 板 沉 单元 讨论 中 将 得 到 应 用 ,并 将 作 进一步 的 讨 
论 。 

本 章 关 于 杆 件 系统 的 讨论 所 涉及 两 个 基本 问题 , 不 同 受 力 状态 单元 特性 矩阵 的 组 
合 , 以 及 单元 集成 为 结构 系统 时 的 坐标 转换 , 同 祥 对 今后 空间 板 壳 结 构 的 讨论 是 有 普 明 意 
义 的 。 | 
最 后 应 指出 : 本 章 讨论 只 限于 等 截面 的 直 杆 ,同时 在 扭转 单元 的 讨论 中 忽略 约束 招 
转 的 影响 ,在 空间 杆 系 的 讨论 中 假设 截面 弯曲 中 心 和 扭转 中 心 重合 ( 即 截面 有 二 个 相 志 秋 
直 对 称 面 情况 ) 在 实际 结构 分 析 中 可 能 会 遇 到 不 满足 上 述 条 件 的 情况 ,何如 变 截 面 杆 件 、 
平面 或 空间 曲 杆 , 非 规则 截面 杆 件 等 ,对 本 章 所 讨论 的 各 种 单元 的 表达 格式 和 分 析 方 法 尚 
需 作 必要 的 收 正和 补 完 , 现 已 有 相当 多 的 文献 可 以 查阅 ,在 此 不 可 能 一 一 涉及 .但 是 本 章 
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的 讨论 仍 是 提供 了 足够 的 比较 系统 的 基础 。 
м» в 


9.1 用 经 典 粱 单元 计算 以 下 回 题 ， 

(1) 求 受 均 布 载荷 АНЫ ОН 1,2 个 单元 ) 。 

(2) 求 受 均 布 载荷 a 两 端 简 支 梁 的 中 点 挠 度 ( 用 1,2 个 单元 ) 。 

(3) 求 受 均 布 载荷 q АҚЫН ХЫНА ИОН 2,4 个 单元 )。 

列表 将 计算 结果 和 材料 力学 解答 进行 比较 ,并 分 析 产 生 误 差 的 原因 

9.2 根据 剪 切 应 蛮 能 等 效 的 原理 ,计算 圆 形 截面 和 和 拖 形 截面 的 前 切 校正 因子 。 

93 导出 考虑 前 切 梁 单元 的 刚度 矩阵 (9. 2. 45) 式 。 

94 分 别 用 精确 积分 和 减 缩 积分 计算 3 结 点 Timoshenko % ñ mH КО, ЖЕ 
们 是 否 能 避免 剪 切 链 死 ,并 分 析 其 原因 。 

9.5 如 采用 假设 前 切 应 变 或 替代 前 切 插值 函数 的 方法 于 3 结 点 Timoshenko 梁 单 
元 :; 列 出 各 自 的 有 关 表 达 式 ,并 论证 它们 和 减 缩 积分 方法 的 等 价 性 。 

9. 6 分 别 用 2 个 2 结 点 和 1 个 3 结 点 Timoshenko ЕҢ ЛЕН ЖЕНЕ ЖЖ OHM 
TE М; (2) 端 部 横向 力 P; (3) ЯЛЫ НЕЕ, 将 结果 和 材料 力学 解 比较 ， 
并 分 析 误 差 的 原因 

9.7 导出 (9.3.16) 式 ,如 何 理解 此 式 的 力学 意义 。 

9.8 如 何 利 用 凝 保 转动 自由 度 的 方法 计算 承受 均 布 载荷 9 的 两 端 简 支 梁 的 中 点 搅 
度 , 并 将 用 1 个 和 2 个 单元 进行 计算 的 步 台 和 结果 和 习题 1 的 步骤 和 结果 进行 比较 。 

99 在 杆 件 系统 中 ,如 不 采用 凝 诊 自由 度 的 方法 ,如 何 实现 铵 接 端 条 件 , 并 比较 算法 
МЖ, 

9.10 РЕА Т О) 2 结 点 Timoshenko 梁 单 元 ,导出 它 
经 凝聚 和 扩展 后 的 单元 刚度 矩阵 。 

9.11 如 何 采用 相对 自由 度 方 法 避免 图 9.13 所 示 4 结 点 和 86 结 点 平面 元 分 析 梁 查 
曲 问题 时 可 能 出 现 的 数值 困难 ,并 列 韦 它 的 表达 格式 5 提示, 以 项 面 和 底面 结 点 对 的 位 移 
平均 值 和 相差 值 作为 新 的 自由 度 ). 


图 9. 13 ”用 于 粱 这 曲 分 析 的 平面 元 
9.12 试 应 用 主 从 自由 度 的 康 理 将 上 是 所 列 的 二 维 元 赔 化 为 Timoshenko 梁 单 元 。 
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附录 平面 杆 件 系 统 的 有 限 元 分 析 程 序 


本 程序 是 一 个 教学 程序 ,适用 于 计算 平面 刚 架 和 平面 框架 ,由 于 采用 了 释放 自由 度 的 

概念 ,单元 库 中 只 有 一 种 单元 却 能 适应 平面 杆 系 各 种 刚 \, 铵 结 单 元 的 计算 。 
序 结构 和 特点 : 

(1) 主 程序 采用 模块 结构 ,各 子 程序 功能 清晰 ,使 于 改进 或 增加 程序 功能 。 

(2) 用 各 种 输出 参数 控制 一些 中 间 结 果 的 输出 ,如 单元 特性 ,单元 刚度 矩阵 .总 刚度 
矩阵 ,载荷 向 量 等 ,便于 教学 使 用 。 

(3) 在 主 程序 中 采用 定 界 数组 ,便于 初学 者 理解 中 。 

(4) 可 连续 计算 多 个 结构 ,每 个 结 裤 可 连续 计算 多 种 王 况 的 载荷 。 一 次 准备 数据 , 运 
行 迅速 ,使 用 方便 ,运行 过 程 有 屏幕 监控 ， 


1， 平面 刚 架 主 程序 框图 及 主要 子 程序 功能 


平面 刚 架 FRAME 主 程序 框图 ”如 附 图 9. 1。 

框图 中 主要 符号 意义 见 了 平面 刚 架 程 序 的 使 用 说 明 。 

主要 子 程序 的 功能 

1. Subroutine LAI 

计算 单元 参数 如 杆 长 ,单元 对 整体 坐标 倾角 的 正 . 余 弦 , 单 元 的 刚度 系数 ЕЛ 及 
EA/1, 

计算 带宽 ND. 

2. Subroutine SKK 

计算 单元 刚度 答 阵 并 形成 结构 总 刚度 矩阵 。 

3. Subroutine PP 

形成 结构 等 效 结 点 载荷 列 阵 。 

4. Subroutine BC 

引入 给 定位 移 , 消除 结构 总 刚度 矩阵 的 奇异 性 。 

5. Subroutine Gauss 

高 斯 半 带 宽 顺 序 消 去 法 求解 线性 代数 方程 组 。 

6. Subroutine ММО 

求 各 杆 杆 端 内 力 M,N ,Q。 

7. Subroutine RELK 

对 单元 刚度 矩阵 进行 匀 结 点 的 自由 度 释放 ， 

8. Subroutine RELF 

Аа ARAETA A НЕ ЖК. 


Ф 主 程 序 中 可 调 数 组 的 使 用 见 7. 2 节 有 限 元 分 析 的 本 体 程序 
“301。 


READ ]NE.NG,NX.NB.NL | 
J ШАЯН 


WRITEJNWB.NWK.NWR 


RO=NE+NG 


Ж <o 是 (作业 结束 ) 


READ E,W | 读 入 材料 参数 
Жі 


是 
—< oE 


| CALL LAL | 计算 单元 参数 及 带宽 
| CALL SKK ”| 计算 单 刚 形 成 总 刚 
кайи 

| САМ PP | 形成 等 效 结 点 载荷 


CALL ВС 引入 位 移 边 界 条 件 
| САМ. GAUSS айй = 
Г CALL MNQ кн 


END 


附 图 9.1 FRAME 让 程序 框图 


.平面 刚 架 程序 的 使 用 说 明 及 源 程序 


《FRAME 程序 使 用 说 明 》 


一 、 输入 数据 格式 说 明 一 一 输入 数据 依次 如 下 ， 
1. NE,NG,NX,NB,NL,NWB,NWK,NWR 


NX 


+ 30? = 


МЕ. 
NG: 


NB: 
NL; 


结构 的 单元 总数 
结构 的 结 点 总 数 

: 作用 载荷 的 组 数 

给 定 约束 的 总 个 数 

有 和 镑 结 点 的 单元 总 数 
NWB: 几何 尺寸 的 输出 控制 参数 


NWK, 单元 刚度 矩 苗 与 总 刚度 算 阵 的 输出 控制 参数 
NWR: 固 端 力 与 等 效 结 点 载荷 列 阵 的 输出 控制 参数 
输出 控制 参数 =1 输出 
=0 不 输出 
2. E,W 一 一 材料 参数 
Е: ЕЕ 
W. 比重 
3. XY(2,NG)— н 5 
XY., I): 81148898 X М 
ХҮ(2,1). ШІЛ ІН ҮІ 
按照 结 点 编码 顺序 填写 。 
4. IJC2 NE) 一 一 单元 结 点 编码 数组 
10,12: 第 1 个 单元 起 始 结 点 号 
UG, 1): 第 I 个 单元 末端 结 点 号 
按照 单元 编码 顺序 填写 ，。 
ATC2 ,NE) 一 一 单元 志 何 参数 数组 
АТА, 1); 第 I 个 单元 的 横 截面 面积 A 
AL, 1); 第 1 个 单元 的 福 截 面 惯性 算 I 
按照 单元 编码 顺序 填写 。 
Ф: NL>>0, 则 填 6 
6. LN(2,NL) 一 一 具有 镑 结 点 单元 的 信息 数组 
LNG, II): 第 工 个 具有 贸 结 点 的 单元 号 
LN(2, I )=1; ЖІРЗЕЛЕ АРЫН 
一 2: 第 1 j JD КЖ Л НЕ 
二 3; $I Ёл ЕШ ОЕА 
按照 单元 编码 顺序 填写 。 
7. NBC(2,NB) 一 一 给 定位 移 的 信息 数组 
NBC. I): ”第 I 个 给 定位 称 所 在 的 结 点 号 
NBC, 1 ) 一 0; 给 定 水 平 位 移 
=]; 给 定 垂直 位 移 
二 2; 给 定 转角 
=3: ЎН 
一 4: ҮШ 
8. ZBC (NB) 一 一 给 定位 移 值 数组 
ZBC(I): 第 I 个 约束 的 给 定位 移 秆 (以 坐标 正 向 为 正 ) 
9. NP,NQ,NF ,NW 一 一 载荷 信息 
МР: 作用 于 结构 所 有 单元 上 的 集中 载荷 的 总 个 数 
(不 包括 结 点 上 的 集中 载 花 。 单 元 上 非 堂 标 方向 的 集中 载 奉 应 分 解 为 从 
303. 


in 


奈 方 向 的 集中 载荷 并 以 分 解 后 的 个 数 计算 》 
МО: 作用 于 结构 所 有 单元 上 的 均 布 载荷 的 总 个 数 
МЕ: 作用 于 结构 结 点 上 的 集中 载荷 个 数 
NW: 一 1 考虑 结构 的 自重 
=0 不 考虑 结构 的 自重 
车 NP>>0, 则 上 填 10,11 
10. MP(2,NP) 一 一 作用 于 单元 上 的 集中 载荷 信息 数组 
МР(1,1). 第 I 个 集中 载荷 作用 的 单元 号 
МР(2,1)=0 局 部 坐标 中 的 垂直 载荷 
=] 局 部 坐标 中 的 水 平 载荷 
-2 整体 坐标 中 的 垂直 载荷 ( 见 附 图 9. 2) 
=3 整体 坐标 中 的 水 平 载 荷 
=4 局 部 坐标 中 的 弯 矩 
11. ZMP(2,NP) 一 一 集中 载荷 的 作用 位 置 与 值 数组 
2МР(1,1): ЖЕ 9.2 中 A 的 值 
ZMPC2, IT): 附 图 9.2 中 了 P( 或 理 或 M) 的 倩 ,与 图 中 力 的 方向 一 致 时 填 正 
值 
车 NQ>0, WH 12,13 
12. MQC2,NQ) 一 一 作用 于 结构 单元 上 的 均 布 载荷 信息 数组 
MQ. I); ”第 1 个 均 布 载荷 作用 的 单元 号 
MQCC, 1 ) 一 0， 局 部 坐标 中 的 重 直 均 布 载荷 
=1: 整体 坐标 中 的 垂直 均 布 载荷 
=2， 整 体 坐 标 中 的 水 平均 布 载荷 СА, 9. 3) 
-3. 整体 坐标 中 的 垂直 均 布 载荷 
=4: 整体 坐标 中 沿 杆 轴 作用 的 水 平均 布 裁 荷 
13. ZMQ(2,NQ) 一 一 均 布 载荷 的 作用 位 置 与 值 数 组 
ZMQ(1, 1); 9,3 中 A 的 值 
2М8(2,1): ЖЕ 9.3 rë Q 的 值 , 凡 均 布 力 与 图 中 力 的 方向 一 致 时 填 正 慎 
ЖР NF>>0, 则 填 14,15 
14. MNFC2,NE) 一 一 结 点 上 的 集中 裁 荷 信息 数组 
MNEC, 1); 作用 结 点 力 的 结 点 和 号 
ММЕ (2,1); =0 水 平 力 ( 取 总 体 举 标 苹 方向 ) 
=1 垂直 力 ( 取 总 体 坐标 Y 方 向 ) 
二 2 JEE 
15. ZMF (NF) 一 一 结 点 上 集中 载荷 的 值 数组 . 
垂直 力 以 总 体 坐 标 Y 轴 负 向 (向 下 ) 为 正 , 水 平 力 与 总 体 坐 标 义 轴 正 向 一 臻 
AE ABELKA EA E CRE 9.4), 
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МР(2.Г2-«0 MAG DT? 


+a i ў ДП t 


— 
МР‹2,1)=1 М9(2,0=1 
© 
H 
yad. g 
А4 < 
+ 
MP(2,1)= 2 Р мо‹?.1з=2 
и | 
А ТА 
— — 
MQ(2,1)= 3 


МР?,--3 
Q 
H 
ТА 
е — 1. 
MP(2,1)= 4 MOD = 4 
М 
ўч s= 
< £ 


ШЕ 9.2 | ШІН 9.3 
Р 
М 
Н 
附 图 9.4 
二 、 输入 数据 格式 一 一 建立 DATA 文件 ， 
1. NE.NG,NX,NB,NL,NWB,NWK,NWR---— С. 8 个 整 型 数 
2. Е,М------. -一 -一 -一 一 2 个 实 型 数 
3. KY, NG) ааа À 2xNG 个 实 型 数 
4. 102,МЕ а... ааа 22. 2ХМЕ 个 整 型 数 
5. АТО, МЕ) а С 2ХМЕ 个 实 型 数 
ш NL>0 Еф, 6 | | 
6. LN NE 一 -一 2XNL 个 整 型 数 
7. МВС(2,МВ)------------------.-----...2--.. ао 2x NB АЖ 
8. 7ВС(МВ)-—-——--—-—---———-———--—----———...—.—..._....._... NB 个 实 型 数 
8. NP.NQ МЕ, М-р 4 PERR 


x NP>0 Rf, 10.11 


10. МРО,МР)-------. --.:----------<---.---е-------------- 2XNP TENS 
11. ?МР(2,МР)-----------------------------------------.---------- 2XNP 个 实 型 数 
x NQ>0 Ht, 12,13 

12. МО(2,МО)---------------------------------------------- 2XNQ 个 整 型 数 
13. 2М0(2,МӨ)-------------------------------------------- 2XNQ лк 
у МЕс>0 4,36 14,15 

14. ММЕ(2,МЕ)------------------------------ «--------..------...-- 2ХМЕ ЖЕЛІМ 
15. 2МЕМЧЕ)------------------- ----х---------..-------.-----.. NF 个 实 型 数 


若 NX>>1, 即 多 组 载荷 情况 ,重复 9~15, 着 为 多 个 结构 则 重复 1 一 15。 
16. 当 全 部 数据 填 完 后 ЛВ 个 零 ( 整 型 ) 以 结束 计算 。 


0,0,0,0,0,0,0,0------- --------------------- 8 个 整 型 数 
Сук ку Ку i ж жж к жз Ж) кз ЖЖ ЖЕ Ж} Ж Ж КЖ ЖО Ж Ж ЖЕЕ RAPOR ЖЖЖ ЖЕ" 
C C 
с ЕВ ---—— PROGRAM OF FRAME 96.2 С 
с c 


Соке кж кк оц ае фа аа е ек жж жж 


C 
С---ТНЕ INPUT DATAS(IN SEQUENCE)--- 
C LNE,NG,NX,NB,NL,NWB,NWK, NWR 


C NE TOTAL NUMBER OF ELEMENTS IN THE STRUCTURE 

C NG TOTAL NUMBER OF NODAL POINTS IN THE STRUCTURE 

C NX TOTAL NUMBER OF LOAD GROUPS 

C NB TOTAL NUMBER OF RESTRAINED BOUNDARY FREEDOMS 

C NL TOTAL NUMBER OF ELEMENTS WHICH HAS HINGED NODAL POINTS 
C NWB OUTPUT CONTROL NUMBER FOR THE GEOMETRICAL PROPERTY 
C ARRAY ВМЕ(5,МЕ) 

C NWB=1------OUTPUT 

C NWB=0------NO OUTPUT 

C NWK OUTPUT CONTROL NUMBER FOR THE STRUCTURE STIFFNESS 

C MATRIX K(3*NG,ND) AND ELEMENT STIFFNESS MATRIX 6К(10,МЕ) 
С NWK=1-——-OUTPUT 

С NWK=0------NO OUTPUT 

C NWR OUTPUT CONTROL NUMBER FOR THE LOAD DATA РО(6,МЕ) AND 
С THE LOAD VECTOR P(NT) i 

С NWR=1------OUTPUT 

с NWR=0------NO OUTPUT 

C2EW 

С E YOUNG'S MODULUS 

C W POSSION'S RATIO 


C3.XY(LNG) THE COORDINATES OF THE NODAL POINTS 

С4.10,МЕ) THE ELEMENT NODAL CODES 

С IJ(1.D------THE FIRST NODAL CODE OF I-TH ELEMENT 

С 70,1)------ТНЕ SECOND NODAL CODE OF I-TH ELEMENT 
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C 5 AI(2,NE) 
С 
С 
C 6.LN(2,NL.) 


7.МВС(2,МВ) 


Gy r r ry ry r ry G ry r; r 


C 8.ZBC(NB) 


THE СЕОМЕТКІС VALUES OF ELEMENTS 


LN(2,D=1----LEFT HINGE 
LN(2,D=2----RIGHT HINGE 

LN(2,1)=3----BOTH LEFT AND RIGHT HINGES 

THE INFORMATION OF RESTRAINED BOUNDARY 
МВС(І,1)----<ТНЕ NODAL CODE 

NBC(2,D=0----HORIZONTAL DISPLACEMENT IS PRESCRIBED 
МВС(2,)-1----УЕВТІСАІ. DISPLACEMENT IS PRESCRIBED 
МВС(2,1)=2----ВОТАТІЧО ANGLE IS PRESCRIBED 
NBC(2,1}=3----FIXED END 

NBC(2,1)=4----HINGED END 

THE PRESCRIBED VALUES OF RESTRAINED BOUNDARY 


С9.МРМО,МЕМУУ 


NP 
NQ 
NF 
NW 


10.МР(2,АР) 


11.2МР(2,ЫР) 


12.МО02,50) 


С Сз бу б С Субу Су СУ СУ Су Су СУ С) Сз СУ СУ Сз СЫ Су бз Сз СУ СУ СУ СУ СУ СУ СУ СУ С СУ 


TOTAL NUMBER OF CONCENTRATED LOADS APPLIED ТО ТНЕ 

ELEMENTS 

TOTAL NUMBER OF UNIFORM LOADS APPLIED TO THE ELEMENTS 

TOTAL NUMBER OF CONCENTRATED LOADS APPLIED TO NODES 

NW=1------THE WEIGHT OF ELEMENTS IS CONSIDERED 

NW=0------THE WEIGHT OF ELEMENTS IS NEGLECTED 

THE INFORMATION OF CONCENTRATED LOADS APPLIED TO THE 

ELEMENTS 

МР(1,1)------ТНЕ ELEMENT CODE 

MP(2,D=0-—VERTICAL CONCENTRATED LOAD IN LOCAL 
COORDINATES 

МРС(2,1)=1----НОВІ2ОМТАІ, CONCENTRATED LOAD IN LOCAL 
COORDINATES 

МР(2,1)-2---УЕЕТІСАІ, CONCENTRATED LOAD IN GLOBAL 
COORDINATES 

MP(2,D)=3-—HORIZONTAL CONCENTRATED LOAD IN GLOBAL 
COORDINATES 

MP(2.D=4----CONCENTRATED MOMENT 

THE VALUES OF THE LOADS AND THEIR POSITIONS 

ZMP(I.D----THE HORIZONTAL OR VERTICAL PROJECTIVE 
DISTANCE FROM LEFT NODAL POINT TO THE POINT 
AT WHICH THE CONCENTRATED LOAD IS APPLIED 

ZMP(2,1)-----THE VALUE OF THE CONCENTRATED LOAD 

THE INFORMATION OF UNIFORM FORCES APPLIED TO THÈ 

ELEMENTS 

МО(1,)------ТНЕ ELEMENT CODE 

MQ(2,1)=0---- VERTICAL UNIFORM LOAD IN LOCAL COORDINATES 

МО(2,Іу-1--УЕКТІСАІ. UNIFORM LOAD IN GLOBAL COORDINATES 

MQ(2,D=2-—-HORIZONTAL UNIFORM LOAD IN GLOBAL COORDINATES 

МО(2,0-3----УЕЕТІСЛІ. SLOPE UNIFORM LOAD IN GLOBAL 

COORDINATES 
MQ(2,1)=4----HORIZONTAL SLOPE UNIFORM LOAD IN GLOBAL 
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C COORDINATES 
С 14.ZMQ(2,NQ) THE INFORMATION OF THE LOADS AND THEIR POSITIONS 
С ZMQ(1,D--—-THE HORIZONTAL OR VERTICAL PROJECTIVE 
C DISTANCE FROM LEFT NODAL POINT IN WHICH THE 
С UNIFORM LOAD IS APPLIED 
C ZMQ(2,D--—-THE VALUE OF THE UNIFORM LOAD 
C М.ММЕО,МЕ) THE INFORMATION OF CONCENTRATED LOADS APPLIED ТО 
C THE NODAL POINTS 
C ММЕС1,1)-----ТНЕ NODAL POINT CODE 
С MNF0(2,D=0-—HORIZONTAL LOAD 
С MNF0(2,D=1---VERTICAL LOAD 
С MNF(2.D=2---CONCENTRATED MOMENT 
С 15.2МЕ(ЧЕ) THE VALUES OF THE CONCENTRATED NODAL LOADS 
CG... ате еее. еее. ее кекке елле еее. 
С 
С ARRANGEMENT OF ADJUSTABLE ARRAYS 
с. 
С ARRAY А(10000) ARRAY 1Б(5000) 
С Ай) XYO,NG) IB(1) ПО,МЕ) 
С A(NND AI(2,NE) В!) LN(2,NL) 
C A(NN2) ZBC(NB) ІВ(12) NBCC.NB) 
с A(NN3) ВМЕ(5,МЕ) ІВ(ИЗ) МРО(2,М№РО) 
с A(NN4) SK(10,NE) 1B(I4) MNFC.NF) 
C A(NN5) K(NT.ND) ІБ(15) LIMIT NEEDED 
С A(NN6) PNT) 
С ANN) 2РО(МРО) 
C A(NN8) ZMF(NF) 
C A(NN9) РО(6,МЕ) 
С А(ҸМ10) LIMIT NEEDED 
c 
С MAIN PROGRAM 
с 
DIMENSION А(10000),18(5000) 
СОММОМ /NN/NE,NG,NT.ND 
COMMON /FFF/NE,NP.NQ,NW.NX 
COMMON /EW/E,W 
COMMON /NWW/NWB,NWK, NWR 
CHARACTER*I2 IN OUT 
WRITE@ y + 
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WRITE(**)' PLEASE INPUT THE INPUT-FILE МАМЕ (А<12) 
WRITEG ,4Y 0-і 

READ(*,5) IN 

WRITEC,#Y + 

WRITE(*,*) PLEASE INPUT THE OUTPUT-FILE МАМЕ (А<12у 
WRITE, y ， 

READ(* 5) OUT 

FORMAT(A12) 

OPEN(2,FILE=IN, STATUS=OLu , 
OPEN(1,FILE=OUT,STATUS='UNKNOWN') 


10 


29 


30 


IA=10000 
IBB=5000 

READ (2,*)NE,NG,NX,NB,NL,NWB,NWK, NWR 
K0=NE+NG 

IF(K0.EQ.0) STOP 0000 

WRITE (1,40) 

WRITE (1,50)NE,NG,NX.NB,.NL,NWB,NWK,NWR 
NT=3*NG 

NX1=NX 

NL1=NL, 

READ Q ,*)E W 

IF (E LT.1E-5) E=2.1E7 

IF (WLT.1E-10) W=7.85 

WRITE (1,60) ЕЛУ 


IF(NL.EQ.0) NLI=1 

H1=2*NE+1 

ID=III+2*NL1 

ID=ID+2*NB 

NN1=2*NG+1 

NN2=NN1+2*NE 

NN3=NN2+NB 

NN4=NN3+5*NE 

CALL LAT(NE,NG,ND,NL,NL1,A(NN3), A(),IB(D,ANNI),IBOID,NB, 
ІВ(112),А(ММ2)) 

NN5=NN4+10*NE 

NN6=NN5+NT*ND 

NN?=NN6+NT 

CALL SKK(NT.ND,NE,NL,NL1,A(NN3)A(NN5), A(NN4),IB(1),IBOIL) 

NX2=NX-NX1+1 

WRITE (1,70) NX2 

READ (2,*) NPNQ,NE,.NW 

WRITE(1,30) NPNONF NW 

FORMAT(UIOX,NP="13,5X,NQ=",13,5X,"NF=,13,5X,NW="13/) 

NP1=NP 

NQI=NQ 

NF1=NF 

IF(NP1.EQ.0) NP1=1 

IF(NQ1.EQ.0) МО1=1 

IF(NF1.EQ.0) NE1=1 

NOP=2*(NP1+NQ1) 

14=13+МОР 

TH5=I4+NF1-1 

NN3=NN7+NOP 

NN9=NN8+NF1 

NN10=NN946*NE-1 

ІЕ(15.СТІВВ) СОТО 80 

IFINNIO.GTIA) СОТО 90 

CALL РРМТ,МЕ, МІ. М№І.1,МРО, МЕ, А (М3), А(ЧҺ6), А(ЧМ9), 
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IBU)JIBUIDIBUIDG)ACINN7)IBOILDACNNS)) 
CALL BC(NT,.ND,NB,NX.NX IT AG(NN5),A(NN6).IB(ID), A(NN2)) 
CALL GAUSS(NT,ND,NX,NX1,A(NN5),A(NN6)) 
CALL ММО(МЕ,МТ ВА), A(NN3),A(NN4),A(NN6),A(NN9)) 
NXI=NX1-1 
IF (NX1.EQ.0) GO TO 10 
GO TO 20 
40 FORMAT (ЗХ как жж ж ажа Ж жж К+! 
ж р FRAME ЬЬ)! 
50 FORMAT (/l0X 'NE=, 2, 5X 'NG=' 2, 5X 'NX=', 2, 5X 'NB=, D. 5X, 
* 'NL=' 2, /10X.'NWB= П ,5Х,МАК "5х ММВ" I1) 
60 FORMAT (/10Х7Е-,1РЕ13.5,20Х,У- IPE13.5) 
70 FORMAT (10X,"EXTERNAL LOAD (13, )) 
80 WRITE(L,85) І5ІВВ 
85 ТОКМАТ(/2Х,ЕХСЕЕР THE LIMIT OF ARRAY IB '15,5X,>1IBB= 15) 
STOP 9999 


90 WRITE(1,95) NN10,IA 

95 FORMAT(/2X,'EXCEED THE LIMIT ОЕ ARRAY А 15, 5Х,'>1А='15) 
STOP 8888 
END 


SUBROUTINE LAI(NE,NG, ND,NL,NL1,BNE,XY,H,ALLN,NB,NBC,ZBOC) 


C* ыы КА К КЁ жаана кранро а ЖОК} Ж **C 


С 1 с 
С CALCULATE PARAMETERS ОЕ ELEMENTS С 
С С 


Сежана ежка еккен 


С 

С ВМЕ(5,№Е): THE MATERIAL АМО GEOMETRICAL PROPERTY ARRAY 
С BNE(1,D:THE LENGTH ОЕ І-ТН ELEMENT 

С ВМЕО,І):ТНЕ SIN ОҒ І-ТН ELEMENT AXIS 

С BNE(3,1):THE COS ОҒ LTH ELEMENT AXIS 

С ВМЕ(4,):ТНЕ VALUE OF (EA/L) FOR І-ТН ELEMENT 

С ВМЕ(5,Г)/ТНЕ VALUE ОЕ (EVL) FOR І-ТН ELEMENT 

С 


DIMENSION ВМЕ(5,МЕ),ПО,МЕ),МВСС2,ЫВ),2ВС(МВ) 
DIMENSION ХҮ(2,М0)ДМ(2,М1.1),АЦ2,МЕ) 
СОММОМ /EW/E,W 
COMMON /NWW/NWB,NWK, NWR 
REALL 
ND=0 
READ (2,*) ХҮ 
READ (2,*) J 
READ (2,4) AI 
WRITE (1,30) 
WRITE (1,40) XY . 
WRITE (1,50) 
WRITE (1,60) 17 
WRITE (1,70) 
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20 


WRITE (1,40) AI 
IF (NL.EQ.0) GO TO I0 
READ (2,*) LN 
WRITE (1,80) 
WRITE (1,90) LN 
CONTINUE 
READ (2,*) МВС 
READ {2,*) ZBC 
WRITE (1,100) 
WRITE (1,110) 
WRITE (1,120) NBC 
WRITE (1,130) 
WRITE {1,140) ZBC 
DO 20 I=1,NE 
IE=U(1,D 
JE=UJ(,D 
К-ЛАВЅІТЕ-ЈЕ) 
ТЕ (K.GT.NDJ ND=K 
X=XY(1.JE)-XY(1,IE) 
Y=XY(2,JE)-XY (2,IE) 
L=SQRT(X*X+Y*Y) 
7=ЕП, 
BNE(LD=L 
ВМЕ(2,)=ҮЛ. 
ВМЕ(3,)= ХИ. 
ВМЕ(4,)=2*АЩ П) 
ВМЕ(5,1)-2%А10,0) 
CONTINUE 
ND=3*(ND+1) 
WRITE (1,150) ND 
IF (NWB.EQ.0) GO TO 170 
WRITE (1,160) 
WRITE (1,140) BNE | 
FORMAT (ЛОХ "ХҮ (NODAL COORDINATESY) 
FORMAT (2(7Х,1РЕ13.5,2Х,1РЕ13.5)) 
FORMAT (/10X,'U (NODAL CODES OF ELEMENTS) 
FORMAT (5(4Х,215)) 
FORMAT (/10Х,'А1 (AREA AND INERTIA MOMENT OF ELEMENTS) 
FORMAT U10X,LN (SPECIAL ELEMENT MATRIX) 
FORMAT (4(5Х,215)) 
FORMAT (/10X 'BOUNDARY CONDITIONS OF DISPLACEMENTS’) 
FORMAT (/10X,'NBC') 
FORMAT (5X,1515) 
FORMAT (/19Х,78С) 
FORMAT (5X,1P5E13.5) 
FORMAT (10X,ND=",13,) 
FORMAT (/10Х/ВМЕ (PARAMETERS OF ELEMENTS)') 
WRITE(*,180) 
FORMATUIOX.'LAI PASSED’) 
RETURN 
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END 


SUBROUTINE SKK(NT,ND,NE,NL,NL1,BNE,.K,SK,U,LN) 


АҺ А ы ы ыы ыы ыы ылы аа е 


с 
С 
С 


2 


CALCULATE STIFFNESS MATRIX ОЕ STRUCTURE 


C 
С 
С 


Созак кала ЕЗ КАККАН КЕН ЖЕКЕ КА жет 


10 


20 


30 


40 


50 


60 


70 


. 312 • 


DIMENSION K(NT,ND),IJ(2,NE) 
DIMENSION BNE(5,NE), LNO, NL 1) 
DIMENSION SK(10,NE) 
COMMON /NWW/NWB,NWK, NWR. 
REALK 
DO 10 J=1,NT 

DO 10 J=1,ND 

KGD=0.0 - 

CONTINUE 


IF (NL.GT.0) СО ТО 20 
N=2 
GO TO 30 
М=1 
М=1 
DO 60 I=1,NE 
RL=BNE(1,D 
S=BNE(2,T) 
C=BNEG,D 
А1=ВМЕ(4Ї) 
RI=BNE(5,D 
CALL KE(RL,RD 
GO TO (40,50) N 
ТЕ (M.GT.NL) GO TO 50 
IF (L.NE.LN(1,M)) GO TO 50 
K1=LNO,M) 
CALL RELK(K LRL) 
M=M+1 
CALL SKE(LNE,SK) 
CALL SUMULALNTNDNEKISC 


CONTINUE 


DO 70 I=LNT 
ІКК(1,1).СТ1Е-10) GO TO 70 
WRITE (1,80) LK(L1) 
К(,1)-1,0 

CONTINUE 

IF(NWK.EQ.0) СО ТО 130 

WRITE (1,90) 

WRITE (1,100) K 

WRITE (1,110) 

WRITE (1,120) SK 


80 FORMAT (/10X,'MAIN ELEMENT 15 NONPOSITIVE',/10X,'NT=',14,20X, 
ж 'K=' 1PE18.9). 
90 FORMAT (/10Х, 
* *STIFFNESS MATRIX OF STRUCTURE K IN GLOBAL COORDINATES’) 
100 FORMAT (2ХДР6Е13.5) 
110 FORMAT (/10Х, 
* 'STIFFNESS MATRIX OF ELEMENT SK IN LOCAL COORDINATES’) 
120 ` FORMAT (5X.1P5E13.5) 
130 WRITE(*,140) 
140  FORMAT(10X,'SKK PASSED’ 
RETURN 
END 


SUBROUTINE KE(RL,RD 
(Зоя кая каз кк кон кк к кк жек к кла ии к фак кк е С 
с 3 С 
С CALCULATE STIFFNESS MATRIX ОҒ ELEMENT С 
с с 


Ск» жеж ооо ооо наара жеж 


COMMON /ЕК/ЕК(4,4) 
B1=2*RI 
B2=3*BLRL 
B3=2*B2/RL 
ЕК(1,1)-В3 
ЕК(1,2)--В2 
EK(1.3)=-B3 
EK(1,4)=-B2 
ЕК(2,2у=2*В1 
ЕК(2,3)-В2 
ЕК(2,4)=ВІ 
ЕК(3,3)=Вз 
ЕК(3,4)=В2 
ЕК(4,4)=2%ВІ 
DO 10 Ј=2,4 

Л=]-1 

DO 10 KI=LJI 

EK(,K1)=EK(K1.)) 

10 СОМТІМЈЕ 


RETURN 
END 
SUBROUTINE RELK(M,L) 
AAAS КККК КККК A LAS a a a Su КККК ооа е" 
с 4 с 
с RELEASE DEGREES ОЕ FREEDOM IN K C 
C с 
Сета жак жаз жж жаз КАКЕ жаа жн От 
DIMENSION С(4),ЕКК(4) 
COMMON /ЕКЈЕК (4,4) 
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REALL 
IFMEQ.3) GO TO 40 
CO)=1.5/L 
CO)=-C(1) 
ТЕ(М.ЕО.1) GO TO 10 
С(2у=-0.5 
С(4)=-1.0 
GO TO 20 
10 СОу--10 
С(4)=-0.5 
20 =М*2 
ро 25 1-1,4 
ЕКК=ЕК(М,Т) 
25 CONTINUE 
DO 30 -1,4 
DO 30 Ј=14 
EK(,)=EK(,)+C(D*EKKU) 
30 CONTINUE 
GO TO 60 
40 DO 501=1.4 
DO 50 J=1,4 


SUBROUTINE SKE(LNE,SK) 
ады ЖЕ ЖЖ ЖЕ ЖОЕ КЕ ЕЕ аа Ж ЖЕФ дада даа дады 
С 5 С 
С STORE STIFFNESS MATRIX OF ELEMENTS С 
С 
ЖИКИЛ ИИИ: 
DIMENSION SK(10,NE) 
COMMON /ЕК/ЕК (4.4) 
DO 10 J=1,4 
DO 10 КІ=Ј,4 
K2=K1-(J*J-9*J+8)2 
SK(K2,)=EK({],K 1) 
10 CONTINUE 
RETURN 
END 


SUBROUTINE SUM(LBLNT,ND,NE К 1,5,6) 


kiki kilki kiki Ж ЖЖ ЖЖ ЖЕЖ ЖЖЖ ЖЕЖ КЕЗЕ Ж ЖЕЗ Ж] жж ЖЖЖ Ж ЖОК 


с 6 С 
С | TRANSFORMATION ОЕ COORDINATES AND ASSEMBLAGE C 
С С 


бы ы ыы ы аа ыы 
DIMENSION В(6,6),102,МЕ),К(МТ,М) 
314: 


20 


* 


COMMON /ЕК/ЕК(4,4) 
REAL K 
ро 20 J=1,2 


ро 20 K1=1,2 
АЈ=ВІ 
IFU+K1.EQ.3) Al=-B1 
В(3*1-2,3*К1-2)=А1*С*С+ЕК(2*1-1,2*К1-1)*5*$ 
В(3*1-2,3*К1-1)=(А1-ЕК(2*1-1,2*К1-1))*5*С 
В(3*]-2,3*К1у=-ЕК(2*]-1,2*К1)*8 
BG*J-13*K1-2)=(A1-EK(2*]J-1,2*K1-1*S*C 
B(3*]-L3*K1-1=A1*S*S+EK(2*J-1,2*K1-1)*C*C 
В(3*1-1,3*К1)=ЕК(2*1-1,2*К1)*С 
Б(3*],3*К1-2)=-ЕК(2*},2*К1-1)*5 
В(3*1,3*К1-1)=ЕК(2*1,2*К1-1)*С 
Б(3*1,3*К1)=ЕК(2*12*К 1) 


CONTINUE 
DO 30 J=1,2 


ро 30 K1=1,2 
IF(UO,D.GT.U(K1.D GO TO 30 
М=3%1(1,)-2 
N=3*(U(K1,D-UG,D)+1 


M0=3*J-2 

NO=3*EK1-2 

K(M,N)=K(M,N)+B(M0,N0) 
K(M.N+D=K(M.N+ID-+B(M0,N0+1) 
K(M,N+2)y=K(M,N+2)+B(M0,N0+2) 
K(M+1,N)=K(M+I,N)+B(M0+1,N0+1) 
K(M+1,N+1)=K(M+1,N+1)+B(M0+1,N0+2) 
K(M+2,N)=K(M+2,N)T+B(M04+2 N0+2) 
IF(JO,D.EQ.IJIK1,D) GO TO 30 ` 
K(M+1,N-D=K(M+1,N-1)+B(M0+1,N0) 
K(M+2,N-2)=K(M4+2,N-2)+B(M0+2,N0) 
K(M+2,N-D=K(M42,N-1)FB(M0+42,N0+1) 


CONTINUE 


MNF,ZMF) 


SUBROUTINE PP(NT,NE,NL,NL1,NPQ,NF1,BNE, A, PQ, U,LN, MPQ, ZPO, 


СЕ жж ан EE EEA OO a же А k aea kE Ж ПИС 


С 
C 
C 


7 
CALCULAT NODAL LOAD VECTOR 


C 
С 
С 


СЕ А Кк в ККЖ ж Еж ааа Ж ЖЖ ЖС 


DIMENSION Ы(2,МЕ),А(МТ) 
DIMENSION BNEG(5,NE),LN(2,NLID.,PQ(6,NE) 
DIMENSION MNF(2,NFI).ZMF(NF1),MPQ(NPQ).ZPQ(NPQ) 
COMMON /FFF/NEF,NP NO,NWNX 
COMMON /NWW/NWB.NWK,NWR 
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DO 10 I=1,NT 
AD=00 
10 CONTINUE . 
NP1=2*NP+1 
CALL FF(NP.NE,NQ,NW.BNE,PQ.MPQ(1),ZPOQ(1).MPQ(NP1),ZPQ(NP1)) 
IF (NL.GT.0 ) CALL RELF(NE,NL,LN,PQ.BNE) 
IF (SP-NQ+NW.EQ.0) GO TO 20 
CALL STF(NE,NT,BNE,PQ,IJ,A) 
20 ІҒ(ЧЕСТО) CALL ОМЕ(МЕМТ,А,ММЕ2МЕ) 
IF (NWR.EQ.0) СО TO 50 
NP2=6*NE 
WRITE (1,25) 
WRITE (1,30) (A(D,I=LNT) 
WRITE (1,40) 
WRITE (1,30) (PQ(0,1),1=1,6),J=1, NE) 
25 FORMAT(/10X МОРА LOAD VECTOR'/,18X,'FX., 14X, FY', 4X, M 
30 FORMAT (8X,1P3E16.4) 
40 FORMAT (/10Х,РО (FORCES OF FIXED ENDS)') 
50 У/РІТЕ(%60) 
60  FORMAT(10X,'PP PASSED’) 
RETURN 
END 


SUBROUTINE FF(NP.NE,.NQ,NW.BNE,PQ,MP.ZMP.MQ,ZMQ) 
Ск еке хак е за Жж как жез жж ЖЁ Ж Ж ® 5 А жаз Жак Ж С 
с 8 с 
с CALCULATE FORCES ОЕ FIXED END | с 
С . 
和 
DIMENSION ВМЕ(5,МЕ) 
DIMENSION РО(6,МЕ) 
DIMENSION MP(2,NP) 
DIMENSION 2МРО2ХР) 
DIMENSION MQ(2,NQ) 
DIMENSION 2МОО,МО) 
DIMENSION Е(6) 
COMMON /NWW/NWB,NWK, NWR 
REALL 
DO 101=1,МЕ 
DO 10 J=1,6 
РО(1,])=0.0 
10 CONTINUE: 
IF (NPEQ.0) GO TO 35 
READ (2,*) MP 
READ (2,*) ZMP 
WRITE (1,60) 
WRITE (1,70) 
WRITE (1,75)МР 
WRITE (1,80) 
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20 


21 


22 


23 


24 
25 


27 


30 
35 


40 


41 


42 


WRITE (1,85) ZMP 

ро 30 I=LNP 
N=MP(1,D 
A=ZMP(1,D 
р-2МРО,) 
L=BNE(1,N) 
S=BNE(2,N) 
C=BNE(3,N) 
K=MP(2.)+1 
GO TO (20,21,22,23,24),к 
CALL LP(A,PL.F) 
GO TO 25 
CALL LH(A,PL,F) 
GO TO 25 
CALL СР(А,РІ,Е5,С) 
GO TO 25 
CALL GH(A,PL,ES,C) 
GO TO 25 
CALL LM(A,PL,P) 
CONTINUE 
IF (NWR EQ.0) GO TO 27 
WRITE (1,90) 
WRITE (1,95) F 
DO 30 M=1,6 


PO(M.N)=PQ(M,N)+F(M) 
CONTINUE 
IF (NQ.EQ.0)GO TO 55 
READ (2,9М0 
READ (2,2М0 
WRITE (1,100) 
WRITE (1,110) 
WRITE (1,75) MQ 
WRITE (1,120) 
WRITE (1.85) ZMQ 
DO 50 I=-LNQ 
N=MQ(1.D 
А-2МОЙ,1) 
0-2М0(2,) 
L=BNE(LN) 
5-ВМЕ(2,Һ) 
С-ВМЕ(3,М) 
K=MQC.D+1 
GO TO (40,41,42,43.44),K 
CALL LQ(A,QLF) 
GO TO 45 
CALL СОКА,О1,Е5,С) 
GO TO 45 
CALL GO2(A,QLE,S,C) 
GO TO 45 
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43 


45. 


CALL GQ3(AQLES.O 

СОТО 45 

CALL СОҚА О,,Е6,С) 

CONTINUE 

IF (NWR EQ.0) GO TO 47 

WRITE (1,130) 

WRITE (1,95) F 

DO 50 M=1,6 
PQ(M,N)=PQ(M,N)+F(M) 
CONTINUE 
IF (NWEQ.1) CALL WW(NE,PQ,BNE) 
FORMAT (/10Х,ЕХТЕКМАІ, CONCENTRATED FORCES Р) 
‘FORMAT (13Х,2НМР) 

FORMAT (8Х,4110) 
FORMAT (13Х,3Н2МР) 
FORMAT (12Х,1Р4Е13.5) 
FORMAT (/13Х,ЕР (EQUIVALENCE FORCES OF FIXED ENDS)5 
FORMAT (8X,1P3E16.4) 
FORMAT (/l0X,'EXTERNAL UNIFORM FORCES 07) 
FORMAT (13Х,2НМО) 
FORMAT (13X,3HZMO) | 
FORMAT (13X,FQ (EQUIVALENCE FORCES OF FIXED ENDS)') 
WRITE(* ,140) 
ЕОЕМАТ(0Х, ТЕ PASSED") 
RETURN 


END 


SUBROUTINE RELF(NE,NL,LN,PQ,BNE) 


Се” ЕЙ К ЖЯ Ж ЖК ЖОЖ КЖК ЕЕ ОКК ЖО ЖК ЖОЖКО бй КК К ЖОЙ ЖК» ЖК ЖОК ЖОКЕ ЖОК ЖКК жС 


С 
С 
С 


9 


с 


RELEASE DEGREES ОҒ FREEDOM IN NODAL LOAD VECTOR С 


С 


ы жк рК ЖЕ Ж $$ ЖОЕ ЖОЕ тета КОК Ж ЖЕ Ж КЗ ЖЖБИ ЖЖЖ жж 


20 
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DIMENSION P(6),LN(2,NL),PQ(6,NE),BNE(5,NE) 
DO 60 1=1.NL 


N=LN(1,D 

M=LN(2,D 

A1=0.0 

DO J0 J=1,6 
Al=Al1+ABS(PQU, N)) 

CONTINUE 

IF(A1.LT.1E-10) GO TO 60 

C=1.5/BNE(1,N) 

DO 20 J=1,6 
РОу-РОО,М) 

CONTINUE 

ТЕ (М.ЕО.1) СО TO 30 


Р(2у=Р(2)+С*р(6) 


Р(З)-Р(3)-0.5%Р(6) 


р(5у=Р(5)-С*Р(б) 


р(6)=0.0 
IF(M.NE.3) СО ТО 40 
С-С/1.5 . 
P(2y=P(2)+C*P(3) 
Р(5)=Р(5)-С*Р(3) 
Р(3)-0.0 
GOTO 40 
30 Р(2)=р2)+С+Р(3) 
P(5)=P(5)-C*P(3) 
P(6y=P(6)-0.5*P(3) 
р(3)=0.0 
40 CONTINUE 
DO 50 }=1,6 
РО(ЬМ)=Р@) 
50 CONTINUE 
60 CONTINUE 
RETURN 
END 


SUBROUTINE 1Р(А, РІ, Р) 

Сеа ае е онсе кт ЖКУ ЖО ЖИ ЖЖ: ЖК Ж К (^^ 
С 10 С 
С CALCULATE FORCES OF FIXED END С 
c PRODUCED BY CONCENTRATED LOADS С 
С PIN LOCAL COORDINTAES С 
С С 
ы ыы ыы аан ЕЙ К КЕ К ИКЕ ЖКК КК К ЖОК ирне ГӘ 


DIMENSION Е(6) 


Е(1)=0.0 
FO)=P*(L+2*A)*B*B/(L*L*L) 
FO)=-P*A*B*B/(L*L) 
Е(4)=0.0 
F(5)=P*(L+2*B)*A*A/(L*L=#L) 
F(6)-P*A*A*B/(L*L) 
RETURN 

END 


SUBROUTINE LH(A,B,L,F) 
Сез ж как ЕЕ Ж ЖК} КЁ К кк к к жек ОКК ЕК жез ед к жа ЖЖС 
С 11 С 
с CALCULATE FORCES ОЕ FIXED END c 
с PRODUCED BY CONCENTRATED LOADS с 
с HINLOCAL COORDINTAES | C 
C C 
c с 


ыда ЖЖЖИ Ж kkkt k $ oR ROF дерді гісіз ділі ЖЖЖЖ ЖК ЖКК ЖЖЖЖ 


DIMENSION F(6) 
REALL 
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B=L-A 
Е(1)=-Н*ВЛ, 


SUBROUTINE LM(A,M,L,F) 
(Y25935 3553554 ке к ыы ыы ыы ыы КЖ ЖЕ Ж ЯККА Ж ЖОКЕ O 
C 12 | C 
C CALCULATE FORCES OF FIXED END C 
C PRODUCED BY CONCENTRATED MOMENTS C 
C М IN LOCAL COORDINATES C 
C C 
С С 


Жжж k Sk sk ЕЕЕ ж ЕЖ ЖЕКЕ ЕТЕ жж ЕЕЕ ЕЕ жж жЕр 


DIMENSION Е(6) 
REAL LM 


F(D=0.0 
FOY=-6*M*A*(L-A)(L*L*L) 
Е(Зу=М*(,-А}*(3* A-LV(L*L) 
Е(4)=0.0 

Е(5)=-Е(2) 
F(6)EM*A*(2*L-3*A)(L*L) 
RETURN 

END 


SUBROUTINE LQ(A,Q,L,P) 
Сезе ката акен аа ае ЖЕЕ аве 
С 13 С 
с CALCULATE FORCES ОЕ FIXED END С 
с PRODUCED BY UNIFORM LOAD С 
С ІМ LOCAL COORDINATES C 
C с 
С С 


ыы ыда К ЖЖ ЖЕ ЖОЕ ЖЖ Ж EEES EE E EET EE EEEE EE DEERE EEE E E E E 
DIMENSION Е(6) 
REAL L 
IF (ABS(A-L)LT-1E-10) GO TO 10 
F(D=0.0 
F(2)=Q*A/2*(2-2*A*A/(L*L)+A* A * A/(L*L*L)) 
F(3)=-Q*A*A/12*(6-8* A/L+3*A* AJ(L*L)} 
F(4)=0.0 
Е(5)=0*А-Е(2) 
F(6)=-Q*A*A*AK12*L)*(4-3*A/L) 
GO TO 20 

10  FO(D=0.0 
Е(2)=0*1/2 


аур 
«здо. FOG)=-Q*L#L/12 


Е(4)-0.0 
Е(5)-ЕО) 
F(6)=-F(3) 
20 RETURN 
END 


SUBROUTINE GP(APLFS.C) 
геа 
C 14 С 
С CALCULATE FORCES OF FIXED END с 
С PRODUCED BY СОМСЕМТЕАТЕР LOADS C 
C РІМ GLOBAL COORDINATES с 
С с 
С С 


ЖЕЖ ЕК ЕЗ ЕЖЕН мж ЕК Ез аа ЕЕ ЕЕ ЖИЙ ЖИЕ КЕ $ KOR в k h 
DIMENSION F(6),F1(6),F2(6) 
REALL 
A=A/ABS(C) 
PO=P*C 
HO=-P*S 
CALL LP(A,PO,L,F1) 


CALL LH(A,HO,L,F2) 
DO 10151,6 
F(D=F1I(D+F2(D 
10 CONTINUE 
RETURN 
END 


SUBROUTINE GH(A,H,L,F,S.C) 
Ск кк КЕЕ ИЕ ЕЕ АА ЕЕЕ КЕ ЖЕЕ ки кезд кк ежен нілі 
С 15 
C CALCULATE FORCES OF FIXED END 
C PRODUCED BY CONCENTRATED LOADS 
С H IN'GLOBAL COORDINATES 
С 
С 


ry ry ry y ry 


kakilala деді КЖК ЖЖЖЖ # ЖОЖ кж ЖОК ЖЖ ЖОЕ ЖЖ ЖОК ЖОЙ ОЕ ЖО ЖОК ЖОК А ЖО ЖК КОЁ Ж} 


DIMENSION F(65,F1(6),F2(6) 
REALL 
A=A/ABS(S) 
РО=Н*$ 
НО=Н*С | 
CALL LP(A,PO,L,F1) 
CALL LH(A,HO,L,F2) 
DO 101-16 

F(D=F1(D+F2(0) 

10 G CONTINUE 
RETURN 
END 
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SUBROUTINE GQI(A,Q.L,F,S,C) 
СЕ ЕЕ ЖЕ ЖЕЕ ЖЖ ЕЖЕ ЖЕЕ ЕЕ ЖӨ КОК Ж} ЖО ЖО КЖ Ж} КОЖО Ж ЖО КОЕ ЖЕ ЖКК ЖОГ 
С 16 
С CALCULATE FORCES ОЕ FIXED END 
с PRODUCED BY UNIFORM LOAD 
C QV IN GLOBAL COORDINATES 
C 
C 


ry O: G r: O 


NOK OR sk 9 Ж ж Ж Ж ЖЖЖ ЖК E E R К RR OR R KR RK ЖЖ акакка Ж RR RK 


DIMENSION F(6),F1(6),F2(6) 
REALL 
00=0*С*АВЅ(С) 
А1=АЈАВЅ(С) 
НО=-0*А*$ 
A2=0.5*A1 
CALL LO(A1,QO,L,F1) 
CALL LH(A2,HO,L,F2) 
DO 101-1,6 
FUD=FID+F2(D) 

10 CONTINUE 
RETURN 
END 


SUBROUTINE СОХА,О,Ь,Е5,С) 
Сее енн к ИККЕ 
с 17 с 
С CALCULATE FORCES OF ЕІХЕр END C 
С PRODUCED BY UNIFORM LOAD С 
с... ОН IN GLOBAL COORDINATES C 
С ` С 
С с 


мы К к К ЕК EET EE E E E EE EEE EEE EEEE EEE T E E E E 
DIMENSION F(6),F1(6),F2(6) 
REAL L 
ОО-0%5%АВ5(5) 
А1-А/АН5(5) 
НО=0*А*С 
A2=0.5*A1 
CALLLQ(ALQOLEFD 
CALL LHCA2.HO.LF2) 
DO 101-16 
F(D=F1(D+F2(D 
10 CONTINUE 


RETURN 

END 

SUBROUTINE GQIAQ,LF,S,C) 
Селк ж кк ааа анаа ажал ежен жа енен 
С 18 С 


С CALCULATE FORCES ОЕ FIXED END С 


PRODUCED BY UNIFORM LOAD 
QV IN GLOBAL COORDINATES 


O y СУС) 
с O O O 


LETZ E EEES Ж ЖЕЛ КЖ Ж ЖЖ ЖЕ ЖКЖ ЕЖ КЕ кже ажун 
DIMENSION F(6),F1(6).F2(6) 
REALL 
QO=Q*C 
Аі-А/АВ5(С) 

H=-Q*A1*S 
А2=0.5*А] 
CALL LQ(ALQO.L,F1) 
CALL LH(A2,H,L,F2) 
DO 101=16 
F(D=F1()+F20) 

10 CONTINUE 
RETURN 
END 


SUBROUTINE GQ4(A.Q.L.E.S,C) 

ы ыы ак ыы ыы 
19 С 
CALCULATE FORCES ОЕ FIXED END с 
PRODUCED BY UNIFORM LOAD ` C 
ОН ІМ GLOBAL COORDINATES С 

С 

с 


G O ry r; O r; 


Жжжж Жок ЖО ЖР ЕКЕ ЕК Екі ЖЕ ЖОК ЖОККОЙ ЖЖ ЖОЕ ЖКК ЖЯ ККЖ КЖ КР OR KOR K K 


DIMENSION F(6),F1(6),F2(6) 
REALL 
QO=Q*S 
Al=A/ABS(S) 
HO=Q*A1*C 
А2=А1Л 
CALL LQ(A1.QO.L,FI) 
CALL LH(A2,HO,L,F2) 
DO 101=1,6 
F(D=F1(D+F2(D 
10 CONTINUE 


` 


RETURN 

END 

SUBROUTINE WW(NE,PO,BNE) 
СЕЗ а жж ааа кз кк ез кіні кеі нава ® 
С 20 . C 
С CALCULATE BODY FORCES C 
C С 
(ЭЖ ака ез жж ыыы a a еее a 

DIMENSION РО(6,МЕ) 

DIMENSION ВМЕ(5,МЕ),Е(6) 

COMMON /EW/E,W 

REALL 
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ро 20 1-1,МЕ 

L=BNE(1,1) 

5-ВМЕ(2,1) 

C=BNE(3.D 

Q=W*BNE(4,D*L/E 

IF (ABS(C}LT 1E-6) GO TO 10 

A=L*ABS(O) 

CALL СОЗ(А.ОЛ,Е,С) 

GO TO 15 

A=L/2 

H=-Q*L*S 

CALL LHA HLF) 

DO 20 J=1,6 

POJ, D=PQOU, D+F) 

CONTINUE 


SUBROUTINE GNF(NF,NT,B, MNF, ZMF) 


(HE Ea КЕКЕК ККК E Ж Ж ЖЖ ЖАКЕ Ж ҚЖА E o ЖА ЖЖ k k k А 、 


с 
С 
с 
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ASSEMBLAGE OF ACTUAL NODAL LOADS 


C 
С 
С 


ыы ы ыы ыы ыы а ЕКЕЖ ы ыы E 


10 


20 


30 


40 
50 
55 
60 
65 
79 


324. 


DIMENSION B(NT),MNF(2,NF),ZMF(NF) 
COMMON /NWW/NWB,NWK, NWR 


WRITE (1,50) 
READ (2,*) MNF 
READ (2,*) ZMF 
WRITE (1,55) 
WRITE (1,60) MNE 
WRITE (1,65) 
WRITE (1,70) ZMF 
DO 40 1=1,NF 
J3*MNE0(1,D-2 
IF (MNE(2.D-1) 10,20,30 
B(D=B()+ZMFGI 
GO TO 40 
кін 
B(D=B(J)-ZMF(D 
GO TO 40 
J=J+2 
BG)=B(D+ZMF(D 
CONTINUE 


FORMAT (/10X,'NODAL EXTERNAL FORCES’) 


FORMAT (13X,MNF') 
FORMAT (5Х,4[10) 
FORMAT (13Х,2МЕ) 
FORMAT (12X,1P4E13.5) 
WRITE(*,80) 


80 FORMAT(10X,'GNF PASSED’) 
RETURN 
END 


SUBROUTINE STF(NE,NT,BNE,PQ,U,B) 


СЕ кк 8 R OR R KOR ЖЖ КЖ ЖЕЖ ЖЖЖ k ЖЕ kkk ЕК kk ЖЕ Ж ж ж КЖ ЖГ 


С 22 С 
С TRANSFORMATION OF COORDINATES AND ASSEMBLAGE С 
С ОҒ THE NODAL LOADS | С 
C С 


СЕРЕ ККА ККК Ж Ж ЖЖЖ k ЖЖ ЖЕ ЖАКЕ ЖАЖА Ж ahe sde Фф Жаа R жек # ЖЖ ЖЖ ЕГ 


DIMENSION ВМЕ(5,№Е),В(ЧТ),РО(6,М№Е), (2 ,МЕ),Е(4) 

COMMON/NWW/NWB.NWK,NWR 

DO 10 I=1,NE 
S=BNE(2,D 
С-ВМЕ(3,1) 
F(1)=PQ(1,D*C-PQ(2.D*S 
F(2)=PQ(1,D*S+PQ(2.D*C 
F(3y=PQ(4,D*C-PQ(5,D*S 
Е(Фу=РО( „1)*5+РО(5,1)*С 
M=3*UJ(1,D-2 
М№3ж0(2,)-2 
"В(М)=В{М)-Е(1) 
В(м+1)=В(м+1)-ғ0) 
B(M+2)=B(M+2)-PQ(3,D 
B(N)=B(N)-FG) 
В(М-і)-В(М)-Е(4) 
B(N+2y=B(N+2)-PQ(6,D 

10 CONTINUE 
WRITE(*,20) 
20 ЕОКМАТ(І0Х,ЅТЕ PASSED" 

RETURN 

END 


SUBROUTINE ВС(МТ,МО,МВ,МХ,МХІ,А,В,МВС,2ВС) 


Ск к к ЕЕЕ ЖОКЕ Ж КЖЕ вака Ж ЖЖЖЖ ж ФК SSL ж жж ж жж С 


С 23 С 
С BOUNDARY CONDITIONS OF DISPLACEMENTS С 
с с 


Сенаар 


DIMENSION A(NT,ND),B(NT),NBCO,NB),ZBC(NB) 

ро 701=1,№В 
IF(NBC(2,1).GT.2) GO TO 15 
N=3*NBC0(1,D+NBC0O,1])-2 
М1=1 
IF(ABS(ZBC(D).LT.1E-10) GO TO 25 
IFINXNE.NXD СОТО 10 
A(N,I=AG(N,D*IE+15 

10 В(МЧ)-А(М,1)“2ВС(1) 
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15 


20 
25 


39 


GO TO 70 
N=3*NBC(1,1)-2 
IF(NBC(2 D.EQ.3) GO TO 20 
Мі-2 
GOTO 25 
MI=3 
ро 60 1=1,МІ 
IF (NX NE.NX1)GO ТО 45 
A(N,1)=1.0 
DO 30 J=2,ND 
А(Ҹ,7=0.0 
CONTINUE 
DO 40 K=2,ND 
IF (N.LT-K)/GO TO 40 
M=N-K+I 
A(M,K)=0.0 
CONTINUE 
B(N)=0.0 
мекен 


CONTINUE 


CONTINUE 

WRITE(*,80) 
FORMAT(10X,'BC РА55ЕГ)) 
RETURN 

END 


SUBROUTINE GAUSS (NT,ND,NX.NXLA,B) 


{FE EEE e S Ea a жз e e ske ЕЕ Ж Ж К SHE eak Ж КО ЖКК ЖЕКА eale a ake eak ЕК цаа ье 


С 
с 
cC 


Сенек кк КЫК КККК кезен келдкеен 
DIMENSION A(NT,ND),B(NT) 

М-МТ-1 

IF (МХ.ЕО.МХІ) GO TO 10 
ASSIGN 45 TO M 

GO TO 20 

ASSIGN 30 TO M 

DO 50 K=1,N 


10 
20 


30 


40 
° 326 ° 


24 
GAUSS ELIMINATION 


MI=ND-! 

IF (MI.GT.NT-K) Мі-МТ-К 

DO 50 L=1,M1 
C=A(,L+1VAGK,1) 


IF (ABS(C).LT.1E-18) GO TO 50 


GO TO M,(30,45) 
M2=ND-L 
DO 40 J=1.M2 


A(K+L.D=A(K+L,D-C*A(K,J+L) 


CONTINUE 


С 
С 
C 
С 


45 
50 


60 


70 


80 


90 


100 


по 


ху 


B(K+L)=B(K+L)-C*B(K) 
CONTINUE 
B(NTP>=EBE(NTYVA(NT.I) 

DO 70 K=1,N 
I=NT-K 
M1=ND 
С=в@) 
ІЕ(К+1 ІТ.М1) М1=К+1 


` DO 60 Ј=2,МІ 


L=I+J-1 
C=C-A(,D*B(L} 
CONTINUE 
Бау-СУАЙ,1) 
CONTINUE 
WRITE (1,80) 
FORMAT (/10X, NODAL DISPLACEMENTS') 
WRITE (1,90) 
FORMAT (18X,'U', 14X,'V'13X,'AG') 
WRITE (1,100) B 
FORMAT (10X.1P3E15.5) 
WRITE(*,110) | 
FORMAT(10X,'GAUSS PASSED') 
RETURN 
END 


SUBROUTINE MNQ(NE,NT,I,BNE,SK,B,PQ) 


Сезе кат жж Еж ЖЖЖ Жж ЖЖЖ АЖЖ ЖОЖ a ake ЖОКЕ ЖЖ ЖЖЖ ЖОЙ Жай КАЕ ЖЖЖЖ" 


. C 
C 
C 


25 


CALCULATE ENDS FORCES OF ELEMENTS 


С 
С 
c 


Ск ЕЕ КА ЕК ЖЕ ЕЕ ЖОР а ЕЕ Ж ЕЕ ЕЕ ЖЕ Ж ЖЕ ЕЕ ККЕ КОЕ ИО ЕЕ ЖЕК Ж КК КЖС 


10 


COMMON /ЕК/ЕК (4,4) 
DIMENSION F(6),P(4),B(NT) 


DIMENSION IJ(2,NE),BNE{5, NE), PQ(6,NE),SK(10,NE) 


WRITE(1.65) 

WRITE(L70) 

DO 60 I=1,NE 
DO 10 J=1,6 

FU)=0.0 

CONTINUE 
СӘТТЕРГЕ 
ЈЕ=10,) 
S=BNE(2.0 
C=BNEG,D 
A1=BNE(4,D 
M=3*JE-2 
N=3*JE-2 
ІЛ-В(М) 
VI=B(M+1) 
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30 


40 
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UJ=B(N) 
VJ=B(N+1) 
Xl1=VI*S+UI*C 
X2=V)J*S+UJ*C 
P(D=VESC-Ul*S 
Р(2)=В(М+2) 
P(3y=V]*C-U)*S 
P(D=BON+2) 
DO 20 Ј=1,4 
DO 20 К1=]Ј,4 
К2=К1-(1*]-9*}+8)/2 
ЕК(1,К1)=5К(К2Г) 
CONTINUE 
DO 30 J=2,4 
K=J-1 
рО 30 K1=1 K 
ЕК(ІКІ)“ЕКККІ,) 
CONTINUE 
DO 40 1=1,4 
DO 40 К1=1,4 
ЕСЕСІ -ЕКОКІҘРІКІ) 


CONTINUE 

F(&6y=F(S) 

Е(5у= (4) 

F(D=A1*(X1-X2) 

К(4у=-Е(1) 

DO 503-1,6 

F(J)=F(D+PQ(LD 

CONTINUE 

WRITE (1,75) LIE,F(I),F(2),F(3) 

WRITE (1,80) ЈЕ,Е(4),Е(5),Е(6) 
CONTINUE 
FORMAT CI0XEND FORCES OF ELEMENTS” 
FORMAT(/IOX,ELM',7X:NO, IO0XN 15X.'Q'15X MD 
FORMAT (/7Х,15,6Х,13.3(2Х,Е15.5)) 
FORMAT (18Х13,30Х,Е15.5)) 
WRITE(*,90) 
FORMAT(10X 'MNQ PASSED’) 
RETURN 
END 


第 10 章 平板 弯曲 问题 的 有 限 单元 法 


101 5| S 


在 前 一 章 已 指出 ,在 工程 中 有 广泛 应 用 的 板 这 结构 ,由 于 它 在 几何 上 有 一 个 方向 的 尺 
度 比 其 它 丙 个 方向 小 得 多 的 特点 ,在 结构 力学 中 引入 了 一 定 的 假设 ,使 之 简化 为 二 维 问 
Bi, 这 种 简化 不 仅 是 为 了 便于 用 解析 方法 求解 ,而 且 从 数值 求解 角度 考虑 也 是 必要 的 , 它 
可 以 使 计算 费用 得 到 很 大 的 缩减 ,同时 可 以 避免 因 求解 方程 系数 矩阵 的 元 素 间 相 差 过 大 
而 造成 的 困难 。 

也 正如 在 前 一 章 所 提 及 的 ,基于 Kirchhoff 假设 的 板 壳 单 元 ,由 于 在 单元 交界 面 上 要 
保持 C, 连续 性 ,为 单元 的 构造 将 带 来 相当 大 的 困难 。 在 本 章 的 以 后 讨论 中 ,我 们 将 可 看 
到 , 板 壳 单元 的 构造 将 比 C, 型 的 实体 单元 复杂 得 多 。 因 此 板 这 问题 的 有 限 单元 法 的 中 心 
问题 是 如 何 构 进 合乎 要 求 的 单元 ,至 于 求解 的 具体 步 又 则 基本 上 和 Cs 型 有 限 单元 法 的 求 
解 是 相同 的 。 

在 讨论 本 章 的 具体 内 容 以 前 ,首先 将 弹性 薄板 
理论 的 基本 公式 作 一 扼要 的 引述 。 

基于 板 的 厚度 比 其 它 两 个 方向 尺寸 小 得 多 ,以 
及 拨 度 比 厚度 又 小 得 多 的 假设 ,弹性 薄板 理论 在 分 
析 平 板 夸 曲 问题 时 ,认为 可 以 忽略 摩 度 方向 的 正 应 
力 ;薄板 中 面 内 的 各 点 没有 平行 于 中 面 的 位 称 ;薄板 | 
中 面 的 法 线 在 变形 后 仍 保持 为 法 线 。 利 用 上 述 假设 19! ваша 
将 平板 奇 曲 问题 简化 为 二 维 问题 , 且 全 部 应 力 和 应 变 可 用 板 中 面 的 找 度 ww 表示 

取 板 的 中 面 为 x у 平面,z 轴 垂 直 于 中 面 ,如 图 10. 1 所 示 , 则 广义 应 变 为 


аб 
ах? 
24 
к= 4 2E = аю (10.1.1? 


其 中 
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中 各 个 分 量 分 别 代 表 薄 板 弯 曲 后 中 面 在 x 方向 的 曲率 ,y 方向 的 曲率 以 及 在 + 和 » 方 
向 的 扭 率 。 薄 板 的 广义 内 力 是 
м, 
M = ім | (10.1. 2) 
М,, 


жу 


其 中 MM TAREHE r 轴 和 垂直 y НУ ЕКВ, М.С М.Ә Е 
于 z(y) 轴 载 面 上 单位 长 度 的 扭矩 。 根 据 应 力 沿 > 方向 成 线性 分 布 的 性 质 由 MM, May 
可 以 计算 板 内 任 一 点 的 应 力 , 设 板 的 厚度 为 1, 则 

_12M, _ _ 12M, 12M 


ЕЗ РЕ t y Ес іш, Tay = Тұ, = в Fy (10. 1. 3) 
广义 的 应 力 应 变 关 系 是 
М = Юк (10. 1.4) 
其 中 弹性 关系 答 阵 DD, 对 于 各 疝 同性 材料 是 

1 x 0 1 x 0 

_— E wi ol „nwi 0 
D= > | „Т L, (10.1. 5) 

0 0 2 о 0 p 


其 中 D, = та ER ARDE. 
ХУ МЭЗЖ (10.1. АЛНА. L 1) 式 代入 平衡 方程 


2°М. | , 9:M,, 
ЕГЕ ETET % 2 M, | ок,у) = 0 ‹10.1.6) 
可 以 得 到 求解 挠 度 w 


AF q (z, y) Rk fE HR ЕН z УЛЕЙ. 
板 弯 曲 问题 的 边界 条 件 有 以 下 三 种 情况 
(1) 在 边界 S 上 ,给 定位 移 名 和 截面 转动 六 , 即 


10 |5 = W, 


= 0 (10. 1. 8) 


кн ЖаН. 
符 例 铺 况 下 ,为 固 支边 , 则 ws 一 9, 经 | -о, 


(2) 在 边界 S, 上 ,给 定位 移 w ЗЕ M.. 8р 

wl, =w, Ms = М, (10.1. 9) 
特例 情况 下 ,5 为 简 支 边 , 则 | =0, M, ls, =0. 
(3) 在 边界 S, 上 给 定 力矩 M, 和 横向 载荷 У, Вр 


Mls, = М, (Q+ 


= V, (10.1.10) 
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式 中 > 表示 按 界 的 切线 方向 ,@. 是 边界 截面 上 单位 长 度 的 横向 草 力 


IM, ӘМ, Ен а j'w ч 


Q.— 5, Кэ; 27 ра 9 зя an T д (10. 1.119 


特价 情况 下 ,5 为 自由 边 , 则 М, 15,0, (QH 159 
和 微分 方程 及 边界 条 件 相 等 效 的 最 小 位 能 原理 的 泛 函 表达 式 如 下 
H, = [|+ Трк — qw dzdy 一 | У.ло45 + |, М, PCO (10.1. 12) 


在 平板 夺 曲 问题 的 有 限 元 分 析 中 ,我 们 首先 将 结构 离散 为 单元 ,然后 将 各 个 单元 内 的 
ЖЕЛЕ ww 表示 成 通常 的 插值 形式 


w = Аа” 
其 中 插值 函数 入 是 直角 坐标 或 自然 坐标 的 函数 ,ae 是 单元 的 结 点 参数 ， 

进一步 执行 有 限 元 分 析 的 标准 化 了 的 步 又 ,可 以 得 到 求解 系统 结 点 参数 a ШЕК 
程 

Ka = P 
其 中 下 和 PP 分 别 为 系统 的 刚度 矩阵 和 载荷 向 量 ， 

需要 着 重 指出 的 是 ,现在 泛 函 H, 中 出 现 的 w 的 导数 最 高 阶 次 是 2。 根据 收 伍 准则 ， 
在 单元 交界 面 上 必须 保持 tw 及 其 一 阶 导数 的 连续 性 , 即 要 求 插值 函数 具有 С, 连续 性 。 

关于 具有 C, 连续 性 的 镍 值 函 数 的 构造 , 除 在 一 维 问题 (如 梁 索 曲 问题 , 轴 对 称 者 问 
题 ) 中 还 比较 简单 外 ,在 二 维 问题 中 ,要 比 构造 具有 C, 连续 性 的 插值 函数 复杂 得 多 ， 基于 
1 平板 弯曲 问题 的 这 种 固有 特性 ,从 有 限 单元 法 的 最 早 发 展开 始 , 大 量 的 工作 投入 了 构造 
板 、 壳 单元 的 研究 ,根据 所 要 分 析 的 结构 特点 ,分 析 的 要 求 , 发 展 了 基于 不 同方 法 或 术 同 变 
分 原理 的 各 式 各 样 的 板 壳 单 元 尽管 板 , 壳 单元 的 研究 工作 仍 在 吸引 着 很 多 有 限 元 工作 者 
的 注意 和 精力 ,但 是 从 记 今 为 止 的 发 展 情况 来 看 ,平板 单元 大 体 上 可 以 分 为 三 类 ， 

(D 基于 经 典 薄板 理论 的 板 单元 , 即 基于 (10. 1. 12) 式 所 表述 的 位 能 泛 函 的 .以 w 为 
场 函数 的 板 单元 。 

(2) 基于 保持 Kirchhoff 直 法 线 假设 的 其 他 薄板 变 分 原理 的 板 单元 ,如 基于 
Hellinger-Reissner 变 分 原理 的 混合 板 单 苑 ,基于 收 正 Hellinger-Reissner ЕЕЕ 
正 余 能 原理 的 应 力 杂交 板 单元 等 ,以 及 在 单元 内 或 单元 边界 上 的 若干 点 :而 不 是 到 处 保持 
Kirchhoff 直 法 线 假设 的 离散 Kirchhoff 假设 单元 等 。 

(3) 基于 考虑 横向 前 切 变形 的 Mindlin 平板 理论 的 板 单元 ， 此 理论 认为 原来 垂直 于 
板 中 面 的 直线 在 变形 后 仍 保持 为 直线 ,但 因为 横向 剪 切 变形 的 结果 ,不 一 定 再 垂直 于 变形 
后 的 中 面 ,基于 此 理论 的 板 单元 中 , 找 度 ww 和 法 钱 转动 0. 及 0, 为 各 自 独 立 的 场 函 数 ,而 
ж Ж 8, É 8, Z BJ RS E BJ ЯЯ Е ЕЕ ЕРЕН ЫНАН ЕЗ ,具体 做 法 
和 考虑 剪 切 的 基于 Timoshenko 梁 理 论 的 梁 单 元 相同 。 

上 述 第 (2), (3) 类 板 单元 的 共同 特点 是 将 构造 C. 连续 性 的 桂 值 函数 转化 为 构造 C, 
连续 性 的 插值 函数 ,使 问题 得 到 简化 。 特别 是 第 三 类 板 单元 ,表达 格式 比较 简单 。 并 由 于 
结 点 参数 中 只 包含 位 移 和 转动 ,与 其 他 实体 单元 联结 也 比较 方便 ,易于 组 织 在 统一 的 计算 
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程序 中 ,因此 近年 来 受到 人 们 更 多 的 主意 ,特别 是 在 动力 分 析 和 非 线性 分 析 中 ,更 加 强调 
单元 矩阵 计算 的 简 沙 性 ,这 种 单元 的 快 点 和 更 具有 吸引 力 。 

以 下 几 节 将 对 上 述 不 同类 型 的 单元 进行 逐一 的 讨论 ,由 于 篇 幅 限 制 ,对 于 其 中 的 某 些 
单元 只 能 着 重 原理 的 介绍 ,而 略 去 其 详细 的 推导 和 列 式 。 


10.2 基于 薄板 理论 的 非 协调 板 单元 


10.2.1 和 矩形 单元 


ЖИЕ 10.2 所 示 算 形 单元 1 2 3 4, 每 个 角 结 点 有 3 个 参数 , SHE ww, 法 线 线 工 轴 的 
转动 O. MISE y 轴 的 转动 9,, 即 


ІМ 


wr] | (9! 
g, = В ду, ü G = 1.2.3.4) 
ША | 
| Әл, і J 四 
(10. 2. 1) Й °, 
Ж ли ЖИЙЕН ОУ = 
a) i Я 
а, | 
а“ = a | (10.2.2) 图 10,2 ШЕШ 
la, 


可 以 用 含有 12 个 待定 系数 的 多 项 式 来 定义 位 移 函 数 ,这 时 4 次 完全 多 项 式 必须 略 去 

某 些 项 ,为 保持 对 于 z+,y 的 对 称 性 ,可 以 方便 地 采用 下 式 
ш =a + а, + ауу -- ад? + ату + ау? H ал" + дул'у + алу + ау! + аху 
+ аху? 
或 w= Ра (10. 2. 3) 
其 中 Р-П ж y 和 
а-- Гар а, “е арЦ 

为 了 确定 待定 系数 oras as, 可 将 结 点 1,2,3,4 的 坐标 代入 ww 及 其 导数 的 表达 

式 , 则 可 得 到 下 列 方程 组 
Wi а„х,-- оуу, iy a 


34% 一 = ... 
(55 ‚^ б = а Жау + 2%у 十 (2 = 1,2,3,4) 
2 
Е ЕЗ í 0, 一 а; 2042; ау + + 
(10. 2. 4) 
将 上 列 方程 组 表示 成 矩阵 形式 , 则 有 
с=т (10.2. 5) 


4332, 


其 中 心 是 依赖 于 结 点 坐标 的 12X12 第 阵 , 通 过 求 道 可 以 决定 待定 参数 


a = Са (10.2.6) 
将 上 式 代 回 到 (10.2. 3) 式 , 则 可 以 得 到 че 的 插值 表示 形式 
w = Ра = PC ` lat = Næ (19. 2. 7) 
ЯН М 可 表示 成 
N = [N, N, N, N,] (10. 2. 8) 
m N =L + DG, + DG E + h — Р) bn, (8, 
+ 1)Gh L 1) о, + 10(%- 1) Cn, + 1)] 
№ ё =(х—л,)/а, p= (y—y,)/b ` 
f= ii, == T, 


Ter ye 是 单元 中 心 的 坐标 ， 

前 面 已 阐明 薄板 的 变形 可 以 完全 由 中 面 撕 度 o 所 表征 。(10. 2. 3) 式 中 的 前 三 项 a + 
ez 十 ay 代表 薄板 的 刚体 位 移 , 其 中 mw 代表 薄板 在 2 方向 的 移动 ,一 os 和 a, 分 别 代表 七 
板 单元 绕 y 轴 及 x 轴 的 刚体 转动 。 式 中 wz 十 zy 十 oo 代表 薄板 弯曲 的 常 应 变 ( 常 曲率 
和 常 扭 率 ) 项 ,因为 将 它们 代入 (10. 1. 1) 式 可 以 得 到 

_ дю _ ға Pw о. — 9 д? _ 

gz “озу в дхау 

从 以 上 分 析 可 见 , (10. 2. 3) 式 所 表达 的 тө 是 满足 完备 性 要 求 的 ,因为 它 包 含 了 刚体 
位 移 及 常 应 变 ， 

现在 来 分 析 相 邻 单元 之 间 的 位 移 连 续 性 ,从 (10. 2. 3) 式 可 以 看 到 x 一 常数 或 y— 
数 的 边界 上 ,zw 是 三 次 变化 曲线 , 它 可 以 由 两 端 结 点 的 4 个 参数 唯一 地 决定 ,例如 边界 1 2 
E w ВГ зз, (950/9 у), ко (90/9 у), 唯一 地 决定 ,所 以 单元 交界 面 上 v 是 连续 的 。 但 
从 (10.2,3) 式 还 可 以 看 到 在 单元 边界 上 mu 的 法 向 导数 也 是 三 次 变化 的 。 仍 以 边界 1 2 为 
例 ,3rwo/az 是 ?的 三 次 起 ,现在 只 有 二 个 参数 , 即 (3zoy/az) 和 (C3w/3z); 不 能 唯一 地 决 
жі 1 2 三 次 变化 的 9royaz, 因 此 单元 之 间 法 向 导数 的 连续 性 要 求 一 般 是 不 能 满足 
的 。 也 就 是 说 这 种 单 志 是 非 协调 的 。 但 是 可 以 验证 这 种 非 协调 单元 是 能 够 通过 分 片 试验 
的 ,所 以 当 单 元 划分 不 断 缩 小 时 ,计算 结果 还 是 能 收敛 于 精确 解答 ,实际 计算 证 实 了 这 … 
点 。 

在 得 到 w 的 插值 表示 《10.2.7) 式 以 后 ,其 余 步 骤 是 标准 化 的 。 首先 将 它 代入 
(10. 1. 1) 式 得 到 广 广 应 变 向 量 


一 2а; 


к = Lw = Ма” = Ва (10.2. 9) 
再 将 上 式 代入 (10.1.4? 式 得 到 广义 内 力 向 基 
M = Dk = рВа (10.2. 10) 
利用 以 上 两 式 形 成 单元 刚度 矩阵 
K= [втрвагау (10. 2. 11) 


式 中 是 单元 的 面积 ,0=4a5, 当 单元 厚度 :是 常数 时 ,上 式 可 以 显 式 积分 , 因 公 式 比较 
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TR REAR. 
当 单 元 上 作用 分 布 载荷 9 时 ,单元 载荷 向 量 可 按 下 式 计 算 


P= || Nrgdzay (10. 2. 12) 
下 面 给 出 ç 是 常数 时 P 的 具体 结果 
Р = 4qab[1/4 b/12 —а/12 1/4 b/12 а/12 1/4 —Ь/12 а/12 1/4 
6/12 ал21 


上 列 结果 表明 ,此 时 载荷 向 量 的 所 有 分 量 都 不 等 于 零 ,其 中 1,4,7,10 分 量 是 作用 于 结 点 
的 = 方向 集中 力 , 各 等 于 1/4 的 总 载荷 4qab ,这 从 直觉 上 也 是 下 以 预计 的 。 其 余 分 量 是 分 
别 作 用 于 结 点 的 集中 力矩 ,对 于 结构 内 部 的 结 点 ,如 果 周 围 的 四 个 单元 面积 相同 , 则 各 个 
单元 在 此 结 点 的 相应 分 量 之 和 仍 为 零 。 

Hi 四 过 支 素 的 方形 葛 板 ,支承 包括 上 四边 固 支 和 四 边 简 支 两 种 情况 ,承受 均 布 载荷 
a 或 中 央 和 集中 载荷 。 因 为 对 称 ,只 取 1⁄4 用 不 同 密度 的 网 格 进行 计算 ,用 有 限 元 法 求 得 的 
中 心 点 找 度 和 Timoshenko 精确 解 的 比较 列 于 表 10.1. 其 中 工 是 板 的 边 长 ,DD E /12(1 
и), ЯО v=0. 3。 对 于 四 边 固 支承 受 均 布 载 珍 g 的 情况 , 沿 中 鳅 的 ww Ж МЕ М.Ш 
结果 如 图 10. 3 ж. 


n 
5 
19 


15 8 | 
Kwf hilo TSEE (z) 


1 “№, 
` 
ЭСА 08121.1025 “8% 


3 ав >. 
18х16 КЕЙЕМ 
-«--6хв 划分 有 限 元 解 
®-а--1х1 МИЛЕ 
-еӘ-2х2 ИТ ДН 
图 10.3 з {ЕН КШ] СР Ж КИЕН ЕЕ 


例 2 角 点 用 柱子 支承 的 方形 泗 板 承受 均 布 载荷 gs。 由 于 对 称 , 取 其 1⁄4 进行 有 限 元 
分 析 。 此 间 题 已 有 很 多 试验 或 解析 研究 结果 。 用 有 限 元 法 求 得 的 指 度 和 咨 逢 与 差分 解 的 
比较 见 表 10. 2。 

从 以 上 算 例 的 结果 可 见 , 利 用 此 种 抢 形 板 单元 计算 薄板 弯曲 问题 , 收 敏 性 是 很 好 的 ， 


甚至 在 角 点 支承 的 情况 , 角 点 附近 存在 应 力 集中 ,有 限 元 的 解答 也 是 比较 好 的 ， 
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其 次 ,从 算 例 还 可 看 到 ,虽然 非 协调 年 形 单元 收敛 性 得 到 证 实 , 但 是 收 傅 并非- - 定 是 
单调 的 , 即 不 一 定 是 嘉实 解 的 下 界 或 上 界 。 
表 10. 1 正方 形 薄板 的 中 点 措 麻 (矩形 单元 


+ чу x | 四 H Ж 
阿 ж 点 均 布 载荷 集中 载荷 1 去 布 载荷 集中 载荷 
Ж Wo Df gL Wan DIPL tuwa D 1А Оюу D P L: 
2х2 £ | 0.003446 0. 013784 9. 001480 0. 005919 
4х4 25 0.003939 0.012327 0. 001403 0. 006134 
8х8 81 0.004033 0.011829 0. 001304 0.005803 
16х16 289 0. 004056 0.011671 0. 001275 0. 005672 
精确 解 | 0.004062 2, 01160 0. 00126 0. 00560 


#102 НУЖЕН НЯТЬ СЕВ) 


# 中 (Ж йй 中 点 
网 ж — - 
1 РГА | ЕГІ wh/gLt М; 
2х? 0. 6176 0. 095 0. 0126 0. 139 
4х4 0,0232 0. 108 0. 0165 0. 149 
6> 6 0, 0244 0. 109 0. 0173 0.150 
0.0265 0.109 0. 0170 


需要 指出 ,上 述 矩 形 单元 不 能 推广 到 一 般 的 四 边 形 单元 ,因为 经 过 坐标 变换 得 到 的 一 
般 四 边 形 单元 不 能 满足 常 应 变 准 则 , 即 单元 不 能 通过 分 片 试验 ;所 以 收敛 性 是 很 差 的 ,不 
能 用 于 实际 计算 。 
唯一 能 满足 常 应 变 准 则 的 是 平行 四 边 形 ,其 原 震 是 秆 形 和 平行 四 边 形 之 间 誉 标 变 撞 
的 雅 可 比 行列 式 为 常数 。 这 时 总 体 坐 标 zx,y 和 局 部 坐标 Ey 的 关系 是 (参见 图 10. 4) 
Ё = (x — y ctg a)/a 7 = yese a/b (10.2, 13) 


其 它 所 有 计算 公式 也 可 导出 ,这 里 不 一 一 列 出 。 


图 10.4 平行 四 过 形 单元 和 斜 树 标 10.5 三 结 点 三 角形 板 单 元 
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10.2.2 三 角形 单元 


二 角形 单元 能 较 好 好 适应 复杂 的 边界 形状 ,在 实 奈 分 析 中 得 到 较 多 的 应 用 。 

首先 考虑 3 结 点 三 角形 单元 ,如 图 10. 5 所 示 , 每 个 结 点 有 3 个 位 移 参 数 , 即 ww ,9,9, 
6 一 1,2,3)， 单 元 共有 9 个 结 点 位 称 参数 。 

їп Ж{ РАЖ {ДУ ry 的 多 项 式 形式 , 则 其 中 应 包含 9 项 ,而 一 个 完全 三 次 客 项 式 
包含 10 项 , 即 

a, 十 er + ауу + ах? H awy + у? + аә? | ал” у 十 оху? + ay 

所 以 必须 从 上 式 中 删 去 一 项 。 如 前 所 述 , 前 6 mü CS RE r kl AE ,是 保证 收敛 所 必 
需 的 。 鲁 三 次 方 项 删 去 任何 一 项 ,都 不 能 保持 对 于 z> 和 和 3 的 对 称 性 ,因此 有 人 建议 令 ат 
а, ,以 达到 减少 一 个 待定 系数 并 保持 对 称 性 的 目的 。 可 惜 在 此 情况 下 ,对 于 二 个 边界 分 别 
平行 于 上 轴 和 y 轴 的 等 腰 三 角形 单元 ,确定 a 的 代数 方程 系数 矩阵 C 是 奇异 的 ,因此 a 
不 能 确定 ,所 以 令 mm 一 om 的 方案 是 行 不 通 的 。 还 有 一 种 方案 是 将 单元 中 心 挠 度 w 也 作为 
一 个 参数 ,但 按 此 方案 导出 欧 单 元 是 不 收 全 的 。 

上 述 困 难 可 用 引入 面积 化 标的 方法 加 以 克服 。 

我 们 在 2. 5. 3 节 已 介绍 了 面积 坐标 


Lat hrt ey (=1,2,3) (2.5.27) 
并 有 L, + L, + L, = 1 . 
其 中 а,в,с 是 由 三 角形 单元 几何 形状 决定 的 常数 ( 见 (2.2. 6) 式 )。 反 之 
+ = > У = 03757 (2. 5, 29) 


其 中 zy, 是 三 角形 单元 顶点 的 坐标 值 。 
面积 坐标 的 一 次 .一 次 .三 次 式 分 别 有 以 下 各 项 


一 次 式 : Li, L, La 《10. 2.14) 
二 次 式 : LL EI L L, L.L, LL (10. 2. 15) 
АК: ДЕ, ГАГА, ТАГ, LIL s D Li L L LL, L L Li (10.2.16) 
ЮН (2. 5. 29) 式 可 见 z, y 的 一 次 完全 多 项 式 可 用 (10. 2. 14) 式 中 三 项 的 线性 组 合 表示 为 
ala + x,L, + wl (10. 2. 17) 


ху 的 二 次 完全 多 项 式 应 至 少 包 含 (10. 2.15) й 3 项 及 (10. 2. 14041010. 2.15) 

式 中 的 其 他 任 取 3 项 , 共 6 项 的 线性 组 合 。 例 如 
| ala 十 a,L, + a,L, + alale + aLla + alala (10.2. 18) 

这 表面 上 的 任意 性 是 由 于 L. , L, L, 中 只 有 两 个 是 独立 的 而 引起 , 它 不 影响 г. у 的 二 次 完 
全 多 项 式 的 实质 . 

AR ry 的 三 次 完全 狗 项 式 应 至 少 包含 (10. 2.16) 式 中 的 4 项 以 及 (10,2.14)， 
(10. 2. 15 和 (10- 2. 16 三 式 中 的 6 项. 共 10 项 的 线性 组 合 。 

现在 来 研究 构造 3 结 点 三 角形 板 单元 的 插值 泛 数 ,为 此 先 了 解 一 下 (10.2.14)， 
(10. 2. 15) 以 及 (10. 2, 16) 式 中 某 些 项 的 见 何 性 质 , 并 表示 于 图 10.6 rh, 
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Ша w= L УН 1 3 作 刚 体 转动 ,tw 一 1 yw 二 wy 一 0。 所 以 工 , L. L, 028 
性 组 合 可 以 表示 单元 的 任意 给 定 的 刚体 位 移 。 

W w= LL MREGA 1 2 1 3,w 一 0 当然 也 包括 名 的 所 有 结 点 值 un 二 ww: 二 te 一 0. 
再 利用 关系 式 
е Шу» 

2, - AG 32. + 二 u P£. 
可 以 证 明 在 边 1 3( 包 插 结 点 1 ІЗ) E Əze/ə9r=3x/2y= 0, АҒАН 2 Ea wd 7350, 
awa yA), FE. БГД EB w= LiL RAM ао iL, 相同 的 性 质 。 所 以 轩 EL, ЖП LIL, 
的 线 竹 组 合 可 以 给 出 arey/az)s #10910 /2 у), 的 任意 指定 值 ， 

BN u= L, L.L, 它 在 三 个 结 点 土 . 画 数 值 及 偏 导数 都 等 于 0, 即 q, = (awaa), = 
(ш/ау);=0 菩 二 1,2,3), 所 以 它 不 能 由 结 点 参数 决定 ,内 之 在 构造 单元 插值 洋 数 时 不 能 
单独 应 用 。 BEM LiL 等 项 结合 使 用 ,如 写成 LiL tC L, L, (C 是 某 个 常数 ) 形 式 , 订 增 
加 函数 的 一 般 性 。 了 ZL 和 Lil +1/2L LiL ТЕН ОЯУ +CL Laa 形式 
的 赠 数 共有 6 项 。 

ХИ ЕН ИРЕ ИН ИА ары EK Ж 

w = al, + ala + а + а СЫ, + СЫНЫ + 十 的 (人 +4 CL, Lala) 

《10. 2. 19) 
其 中 A LG, | rt" Q) 是 待定 系数 ,上 式 对 于 自 然 坐 标 了 了 在 形式 .上 是 对 称 的 ә 但 是 由 于 
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它 只 包含 9 项 并 不 能 代表 х,у 的 完全 三 次 式 , 所 以 一 般 情 况 下 不 能 保证 w 满足 常 应 变 要 
求 , 即 当 铬 点 参数 赋 以 和 和 常 曲率 或 常 扭 率 相 对 应 的 数值 时 ,we 不 能 保证 给 出 和 此 变形 状态 
相对 应 的 挠 度 值 。 幸 好 , (10. 2.19) 式 还 有 常数 C 可 以 调整 ,可 以 证 明 , 当 C=1/2 时 
(10. 2.19) 所 表示 的 w 正好 满足 常 应 变 的 要 求 。 

《10. 2,19) 式 中 C==1/2, 并 以 结 点 的 坐标 代入 其 中 以 及 它 的 导数 表达 式 , 应 得 到 各 个 
结 点 参数 值 
° ба | E] G = 1,2,3) 


利用 以 上 方程 可 以 决定 a ,eas，… ,as。 肯 回 代 到 (10.2.19) 式 ,就 可 最 后 得 到 е 的 插值 表示 


式 
w = Ма” (10. 2. 20) 


а, 
w = Гм, N, ме) 


аз 


或 


其 中 
І, +121, + EL- LE- LLE 


м | J- bl L.L + тыз - ыш 十 了 | 


L, + Ë ыз) — а га, + ті) 


Са 


2 


№№ 可 通过 轮换 下 标 1 二 2 一 3 而 得 到 。 


— 


2х24 хал. Бап 
图 10.7 方 板 的 三 角形 单元 划分 
将 (10. 2. 20) 式 代入 (10.1. 1) 式 ,可 得 到 吾 , 并 进而 按 标 准 化 的 步骤 计算 单元 刚度 抵 
阵 她 。 应 当 指 出 920 Ке 的 积分 表达 式 是 用 面积 坐标 表示 的 ,所 以 可 利用 公式 (2. 5. 31) 


显 式 积 出 。 也 可 以 简单 地 利用 数值 积分 计算 ,因为 Ке 中 仅 包含 面积 坐标 的 二 次 项 . 故 
“338。 


对 于 一 个 三 角形 单元 , 仅 需 三 点 积分 就 可 以 给 出 精确 积分 的 结果 。 

可 以 指出 此 种 单元 的 协调 性 情况 ,在 单元 边界 上 ,ww 是 三 次 变化 ,可 由 两 端 结 点 的 w， 
2/9 值 唯一 地 决定 ,所 以 w 是 协调 的 。 但 是 由 于 单元 边界 上 9w/9n 是 二 次 变化 ,不 能 
由 二 端 结 点 的 93xw/3 唯一 地 决定 ,所 以 单元 边界 上 3w/3n 是 不 协调 的 。 


ШЕЛ x 


Hke 


КЕ 


ҚЕЙІН 406 x 107° 


m 2х2 Ы 600 
A 2х1 (8) 127х10% жән 

4х4 ў 
т 300 Š Шу 800 
х 6х6(/у Ош xigh’ 1160 х 107% 
8 8х8 


或 


@ PARAR AE Dex 1059 Lo 


НЕ 560 x 10 s 


(a) 


y 1257р Al Rey Б | Буйу бф о 


ык | 


е И Е 
т“--- 单元 内 实际 分 布 


(8) 
图 10.8 F) R КИНЕ pos Ж 


Irons 等 已 证 明 如 果 单 元 网 格 是 由 三 组 等 间距 直线 产生 的 (如 图 10.7 中 的 4X4,4x 
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44 网 格 }, 此 种 单元 能 够 通过 分 片 试验 . 则 有 根 元 解 能 收敛 于 精确 解 。 而 4X4B 网 格 , 虽 
然 解 也 收 钙 ,但 位 移 值 大约 有 1.5%% 的 误差 。 

对 于 大 多 数 工程 问题 ,用 非 协 调 元 得 到 的 解 的 精度 是 足够 的 ,常常 还 可 给 出 比 协调 元 
更 好 -- 些 的 结果 .这 是 因为 利用 最 小 位 能 原理 求 得 的 近似 解 一 般 使 结构 呈现 过 于 刚 硬 ,而 
非 协调 元 实质 三 是 未 精确 满 呈 最 小 你 能 原理 的 要 求 ,在 单元 交界 面 上 有 较 多 的 适应 性 ,使 
ЭЁ Р ЖА НЕН ТЫНЫН ИОА РИ ЖІ ЗЕ, 

A +m] АЕО ОН АҚ ФРЖ. ЕН 10.7 所 示 不 同 网 格 划分 进 
行 计算 , 语 概 中 心 线 的 挠 库 和 М. 的 站 果 以 及 和 精确 解 的 比较 表示 于 图 10. 8 中 ,图 中 MM 
я Афон, ЛЕРМЕН ТЕН ЖЕН. 


10.3 基于 薄板 理论 的 协调 板 单元 


从 上 节 的 讨论 中 已 知 ,在 不 少 实际 问题 的 分 析 中 非 协 调 板 单元 获得 较 好 的 结果 ,但 是 
收敛 性 是 羽 通 过 分 片 试验 为 条 件 的 ,使 用 范围 受到 限制 .此 外 ,即使 收 伍 也 并 非 单调 的 ,不 
能 对 解 的 上 界 或 干 界 做 贡 估 计 。 因 此 在 板 壳 有 限 元 分 析 的 研究 中 ,特别 在 其 早期 ,协调 板 
单元 的 研究 受到 相当 的 重视 。 

在 经 典 薄 板 理论 的 范围 内 ,使 板 单元 满足 协调 性 要 求 的 方法 有 二 ,一 是 增加 结 点 参 
数 , 即 在 结 点 参数 中 还 包含 w 的 二 深 导数 项 : 另 -- 是 在 保持 每 个 结 点 有 三 个 参数 的 前 提 
下 采取 其 他 一 些 措施 ,如 附加 校正 函数 法 ,再 分 割 法 等 , 现 选 择 其 中 有 代表 性 的 一 ,二 种 加 
以 介绍 。 


10. 3.1 3 结 点 参数 的 协调 元 


前 述 的 3 结 点 三 角形 单元 之 所 以 是 非 协调 的 ,是 由 于 在 每 个 边界 上 法 向 导数 31tw/3n 
是 二 次 变化 ,只 出 两 端 结 点 的 3x3" 值 不 足以 唯一 地 决定 它 。 现 在 设想 能 找到 分 别 和 各 
个 边界 相 联 系 的 校正 函数 ,例如 和 边 2 3 相 联系 的 校正 函数 和 &,, 它 具有 如 下 性 质 ， 

(1) 在 全 部 边界 上 8-0: 

(2) 在 边界 12 和 1 3 上 法 癌 导 数 9 $0/9n 一 0; 

(3) 在 边界 2 3 Кәфы/анас0. ЕСІК ФМ; 
并 在 边界 2 3 的 中 点 4 取 单 位 值 。 

类 似 地 可 以 有 校正 函数 点 和 gas。 这 样 一 来 , 则 可 按 一 定 比例 将 它们 短 加 到 原来 非 黎 
调 的 位 移 函 数 中 , 则 有 

w = w + Уф + Уф + 7,4. (10.3. 1) 

其 中 w 是 非 协调 元 的 位 移 函 数 , 即 (10. 2. 20954. 9.7, БЕН НГЫ ЖУТ 
们 的 大 小 ,使 得 9w/3n 在 各 个 边界 中 虚 的 数值 等 于 各 个 边界 两 端 结 点 9w/3n 值 的 平均 
值 .也 即使 mw 在 各 个 边界 的 法 向 导数 aeyan 成 线性 变化 ,因此 两 端的 法 向 导数 值 就 能 叭 
一 地 确定 它 了 ,从 而 使 相 领 单元 交界 面 上 的 协调 性 得 到 实现 。 

按 原 来 非 协调 位 移 函 数 计算 得 到 的 各 个 边界 中 点 的 3rayaz 值 可 表示 如 下 ， 
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= Фа” (10. 3.2) 


式 中 下 标 4,5,6 分别 表示 边 2 3,31,1 2 的 中 点 。 
按 原 来 位 移 函 数 计算 得 到 的 各 个 边界 两 端 结 点 arwo7azm 的 平均 值 可 表示 成 
(%ши "| 
дл | ‚| 


Әм 
Әп | 
awp” 
An 


(10. 3. DAPR ERATE AA АЕН ARE 


Y, 
| (10. 3.4) 
7; 


为 使 登 加 校正 函数 后 的 位 欧 函 数 在 各 边界 中 点 的 法 向 导数 值 竺 于 两 端 结 点 的 平均 
ЇН. ЯГ ЎЇЛ E 


= Үй” (10. 3.3) 


6 


Fa := Za + Y (10.3.5) 
从 上 式 得 到 
У = (Y — 2а (10.3.6) 
PCPL IS ТЕ ЕНУ РЕК А 
w= Ма + [fs fa fu] — Ze (10.3. 7) 


上 式 所 表示 的 位 称 函 数 是 完全 满足 协调 性 要 求 的 ,而 且 对 原来 位 移 函 数 w 的 完全 
性 是 没有 干扰 的 ,因为 在 常 应 变 ( 即 常 曲率 和 常 扭 率 ) 的 情况 下 ,校正 函数 项 恒 为 0。 
现在 的 问题 是 能 香 找 到 上 述 校正 函数 ,回答 是 肯定 的 。 例 如 
| 
= тата, F TO (10.3.8) 


Єз; 


或 


Диз + L.) 
в = CT Lo CL T+ £O 10.3.9) 


可 以 检验 ,它们 是 满足 校正 函数 和 要 求 的 , 即 在 全 部 边界 上 函数 值 等 于 0; 在 边界 12 和 13 
土 一 次 导数 等 于 0; 在 边界 2 3 上 3esyan 是 二 次 变化 的 。 现 在 只 要 令 
f: = сук Ууру, (10.3.10) 


就 达到 我 们 的 Н 的 。 ЕҢ ИСІЗТЕГЭЛ 是 En EA 23 中 点 4 的 法 向 导数 值 。 
类 个 地 ,还 可 以 得 到 ga H gizo 
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关于 四 边 形 协调 板 单元 的 构造 ,最 简单 方法 是 利用 三 角形 单元 的 组 合 ,如 图 10. 9 所 
示 。 也 有 直接 建立 的 3 结 点 参数 的 四 边 形 协调 元 ,这 里 就 不 一 一 列举 了 。 


x Z 


[| 10.9 某 些 组 合 的 四 边 形 章 元 


关于 这 类 协调 单元 的 性 能 ,可 以 指出 ,其 优点 十 在 保持 三 个 结 点 参数 的 条 件 下 单元 协 
调 性 的 要 求 可 以 完全 满足 ,因而 保证 了 有 限 元 解 的 收敛 恰 , 即 在 单元 尺寸 不 断 减 小 时 , 解 
能 单调 收敛 于 精确 解 .但 在 实际 计算 中 单元 尺寸 总 是 有 限 的 ,因此 计算 结果 常常 使 结构 表 
现 得 过 于 刚 硬 。 现 以 简 支 方 板 亲 受 中 心 集中 载荷 为 例 ,采用 不 同 的 三 角形 单元 {其 中 有 些 
单元 在 讨论 中 未 涉及 到 ?进行 计算 ,图 10. 10 上 给 出 中 心 挠 度 的 误差 和 网 格 单元 数 的 关 
系 。 其 中 误差 是 计算 结果 与 解析 解 的 相差 , N М3 
是 172 边 长 的 单元 数 。 从 计算 结果 可 见 , 对 于 同 „к 
是 9 个 自由 度 的 三 角形 单元 , 非 协调 元 (2)、(3) Ш 
PEZ НЫЙ (5) ӨЛЕН НЕШЕ ІН. 


10.3.2 ”条 结 点 参数 的 协调 元 


多 结 点 参数 是 指 结 点 参数 中 除 ww 和 它 的 H° 
一 阶 导 数 aro/azr,amyay 而 外 ,还 包含 加 的 二 
险 导 数 ,甚至 更 高 阶 导数 。 这 里 仅 以 21 个 自由 —5 
度 和 18 个 自由 度 的 三 角形 单元 为 例 , 说 明 这 种 | | 
单元 的 一 些 特点 。 Ф > 

图 10.11 所 示 的 三 角形 板 单元 ,与 总 体 从 s 
标 平行 的 z,y 坐标 系 的 原点 放 在 单元 的 中 心 。 Ajolo XF Em aine kk 
位 移 酒 数 采 用 ry 的 完全 5 次 多 项 式 ,其 中 包 (自由 度 非 协调 元 Ф 9 自由 诬 非 协调 元 
含 21 个 待定 系数 ,可 以 用 21 个 结 点 参数 的 条 。 回 9 自由 度 韭 协调 元 Ф 12 自由 度 非 协调 元 
件 决 定 。 现 在 的 情况 是 每 个 角 结 点 包含 有 6 个 。 轧 9 自 昌 度 协调 元 © 9 自由 朗 协调 元 
2:0, В| vo, (Әф/д т, (а а у),, (аз © 12 自由 度 协调 部 
PEN (0mw/9y vlanaoazayjvt 一 1,2,3), 另 外 每 个 边界 的 中 结 点 有 一 个 参数 , 即 
(9ъ2/дп),, (Ё== 4,5,6), ШЖ 21 个 条 件 正 好 用 以 确定 21 个 待定 系数 。 单元 刚度 矩 
阵 ,载荷 向 量 等 计算 步骤 是 标准 化 了 的 ,但 各 个 公式 比较 部 长 ,这 里 不 一 一 列 出 。 

可 以 检验 这 种 单元 是 完全 满足 协调 件 要 求 的 。 在 每 个 边界 上 是 5 次 变化 ,两 端 结 
点 分 别 有 1,9ө/25,2е/96. ЗЕҢ 6 个 结 点 参数 ,可 以 唯一 地 确定 边界 上 5 次 变化 的 
名, 所 以 边界 上 位 移 是 协调 的 。 男 外 边界 上 3tw/3n 是 4 次 变化 的 ,两 端 结 点 分 别 有 3 wAn 
和 9 rw/dn 9s, 以 及 边界 的 中 结 点 有 3rw/3n, 即 共有 5 个 结 点 参数 ,可 以 唯一 地 确定 边界 
上 4 入 变化 的 93xzo/3n, 所 以 边界 上 3mw/9n 也 是 协调 的 。 
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图 10.11 21 个 自由 度 的 三 角形 板 单 元 


需要 指出 ,边界 中 结 点 的 出 现 一 般 是 不 希望 的 ,这 是 因为 通常 都 是 采用 直接 法 求解 有 
限 元 的 线性 代数 方程 组 ,边界 中 缚 点 的 出 现 将 较 多 地 增加 方程 组 的 带宽 ,在 计算 上 是 不 经 
济 的 ,因此 又 出 现 18 个 自由 度 的 板 单元 , E blu ЖЛ АЕ 5 次 多 项 式 , 角 结 点 仍 各 有 8 
个 结 点 参数 ,但 是 各 个 边界 中 结 点 的 3rzo7aa 值 不 再 作为 独立 的 参数 ,而 是 作为 限制 各 个 
边界 上 aoy7az 为 三 次 变化 的 附加 条 件 。 这 样 一 来 仍 是 21 个 条 件 用 以 确定 位 移 函 数 中 的 
21 个 待定 系数 。 计 算 实践 表明 这 种 单元 可 以 取得 较 好 的 计算 结果 。 

多 结 点 参数 的 四 边 形 协 调 板 单元 使 用 较 少 ,因为 只 有 和 矩形 单元 可 以 较 方 便 地 采用 
Hermite 多 项 式 作为 位 移 函 数 ( 见 3. 3. 2 节 , 其 中 的 场 函数 8 代表 挠 度 ww), 但 是 这 种 单元 
不 能 适应 一 般 几 何 形状 的 结构 。 而 一 - 般 四 边 形 板 单元 除 取 三 角形 组 合 的 方法 而 外 ,直接 建 
立 全 单元 的 位 移 函 数 也 比较 复杂 ， 

利用 多 结 点 参数 的 协调 元 ,在 茶 些 情况 下 也 可 取得 好 的 结 黑 ,但 基 由 于 总 的 自由 度 较 
多 ,表达 格式 复杂 , 故 计算 费用 较 大 。 使 其 应 用 受到 限制 的 另 一 重要 原因 号 由 于 结 点 参数 
中 包 售 高 阶 导数 ,如 果 相 邻 单元 材料 性 质 不 同 或 厚度 不 同 , 则 保持 结 点 位 移 离 阶 导 数 的 连 
续 性 ,就 不 可 能 保持 结 点 上 力矩 的 连续 性 ,因而 不 可 能 得 到 很 好 的 计算 结果 。 

本 节 所 述 两 种 建立 协调 元 的 方法 ,都 是 以 位 称 w 作为 唯一 场 函数 来 设计 板 单元 的 。 
总 的 来 说 位 移 函 数 比 较 复杂 , 且 各 自 还 存在 一 些 固有 的 缺点 ,近年 来 的 研究 工作 已 提出 很 
多 不 限于 以 w 为 唯一 场 汕 数 的 板 单元 。 这 些 将 在 以 下 几 节 中 进行 讨论 。 


10.4 Mindlin 板 单元 
位移 和 转动 各 自 独 立 插值 的 板 单元 ) 


10.4.1 Mindlin 板 单元 的 表达 格式 


在 上 一 章 已 经 讨论 了 位 移 和 转动 各 自 独立 插值 的 Timoshenko 梁 单 元 ,现在 要 讨论 
的 单元 实际 上 是 同一 原理 在 板 弯 昌 问题 中 的 应 用 。 
当 位 移 和 转动 是 各 自 独 立 的 场 函 数 时 ,系统 的 总 位 能 可 以 表示 为 


T, = H, + ІК 2 一 е, ‘dedy + Je — в dedy 40.4.1) 
其 中 П. 就 是 (10. 1. 12? 式 所 表示 的 系统 总 位 能 。 如 果 没 有 给 定 的 边界 外 力作 用 , 刚 
П, = 2 ЕЕ у ff gward y (10.4.2) 
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EK D 即 (10. 1. 5) 式 表示 的 漳 性 关系 矩阵 D 在 位 移 和 转动 各 自 独 立 的 情况 下 应 表 
ай, 
ат 


ай, 
Jx 


к-5- 


> (10.4. 3) 


130 эф, 
= 135+ 32 


шіні Timoshenko 梁 单元 的 情况 ,对 于 各 问 同 性 材料 的 板 单 元 ,在 (10. 4.1) 式 中 ,可 


$ 

бу = а = > = x С10. 4.40 
E+ С МЖЖ, 是 板 厚 ,& ДЕ ЖУ КЕ ЗЕ БЕ BS BÚ КУЛЕ ДЕ ДЕ r ги] ЧЕ КБ ЖЕНА 
的 校正 系数 , 按 能 量 相 当 , 应 取 上 =6/5。 这 样 一 来 ,(10.4.1) 式 表示 的 就 是 考虑 前 急 变 形 
的 Mindlin 平板 理论 的 汉 洒 ,根据 它 构造 的 板 单元 以 及 建立 的 有 限 元 格式 将 名 用 于 分 析 
较 厚 的 平板 弯曲 问题 。 市 用 于 薄板 时 , {10. 4. 1) 式 的 后 两 项 起 罚 函 数 作 用 ,使 Kirchhoff 
直 法 线 假 设 通 过 以 下 约束 条 件 得 到 实现 


Aw 
aro Д 
C= = 0 (10.4.5) 
дш _ 0 | 
Әу > 


由 于 位 能 表达 式 中 w ЖИЕ 0.,0, ЕЖ Ë yh w ia Ë 09 ЛА ЕЛЕНА SREK 
C, 的 连续 性 。 可 以 利用 第 3 章 中 所 介绍 的 各 种 C, 型 的 二 维 插值 函数 将 0,0.,0, 表示 为 


(9% 
е5 Ма (10. 4.6) 
其 中 
Ме(Ммі NA e N.H 
I 是 3x3 АШ „п 是 单元 结 点 数 


® 8, 

а аз г 

а = 22” а 一 9, u == 1.2. ун) 
: w, 
а,; 


将 (10.4. 6) 式 代入 (10.4.3) 和 (10.4.5}) 式 ,可 得 
к= Bæ C = Ba (10.4. 7) 
其 中 


D 语 注 意 这 里 的 织 ,6, 在 定义 上 和 前 二 节 的 Pot, 有 所 区 别 , 现 在 的 已 ,多 是 和 atoyaryaseyav 刘 向 一 致 的 转 
ў. 
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2 ах 9 0 [ ӘМ; 
— М, 0 F 
ӘМ, | Әх 
В, 一 9 БЕТІ 9 B, = . 
Әу | ӘМ; 
H 9 -- М, 一 -一 
әм әм, Jy 
[эу “эт 09) 
KERRO t ӨЗДІ (10. 4 DOA WU B ВЛ 0 可 以 得 到 
Ка = (K, + «Коа = P (10.4.80 
其 中 
K, 一 Уқю,қ- УК, P = ОР 
而 K; = | B, Ю,В,дхду, Z = Í, B.'Bdrdy 
п, Й 
rO 
Р 一 j risas 
Кл, n, i 
la 


需要 指出 的 是 ,由 于 Mindlin We 1-4 B йз C, ЖЖ Ж. ETE 
边界 的 每 一 点 上 应 有 3 个 (而 不 是 只 有 一 个 独立 的 C 型 场 函 数 的 薄 概 理论 中 的 2 个 ) 边 
界 条 件 。Mindlin 板 理论 中 三 种 类 型 的 边界 条 件 表述 如 下 ， 


w= w, б, = h. Ө, = 6, ES 上 (10. 4. 9) 
ш= ш, М, = М, М, = M, ESE (10, 4.10) 
Q. = 9,, М, = M, М, = М, ESE (10. 4.11) 


其 中 下 标 ЖІ» Ях АУ АДАТА], Б ЖЕНУ ЯНКА Bl 
ЖЕЗ? З Н HAR. АЕ Т Ду зо, 0,,0, 属于 强制 边界 条 件 , 给 定 横向 力 和 
HE Q. M. , M. 属于 自然 边界 条 件 。 

藉以 上 讨论 可 见 , 由 于 Mindlin 板 单元 是 С, 型 单元 , 它 的 表达 格式 相当 简单 ,基本 上 
和 平面 应力 单元 的 表达 格式 类 假 。 如 果 已 有 于 面 问题 程 序 , 只 要 稍 加 修改 ,就 可 得 到 
Mindlin 概 单元 的 程序 ,因此 它 和 与 它 基于 同 . -原理 的 超 参 者 元 ,在 工程 分 析 中 得 到 广泛 
的 应 用 ,同时 进一步 完善 Mindlin 板 单元 和 超 参 壳 元 的 研究 工作 也 受到 很 大 的 重视 ,并 取 
得 进展 。 


10.4.2 ”前 切 锁 死 和 零 能 模式 问题 


从 以 上 讨论 可 见 ,Mindlin 板 的 话 函 中 的 前 切 应 变 能 项 是 利用 器 函数 法 将 位 移 和 转 

zh [н] }# 5 1 ЕИ АЛЕ Б Ж ИТУ РЕ ПАЛЕ Ж. 正如 Timoshenko 诬 单 元 的 情况 ,为 避免 在 

ЖӨ ОН EDEA ЕЗЕК ЕН R ERR Н ЕЕ Ер У 

数 相关 的 部 分 EK, 的 奇异 性 。 但 是 ,为 保证 于, 的 奇异 性 ,必然 不 能 对 单元 刚度 矩阵 采用 精 

确 积 分 ,但 是 及 用 减 缩 积分 有 可 能 导致 系统 刚度 矩阵 下 的 奇异 性 。 从 而 使 问题 的 解答 中 

包含 了 路 刚体 运动 以 外 的 变形 模式 , 即 零 能 模式 ,因此 ,在 保证 KK, 奇异 性 以 避免 在 板 变 薄 
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时 出 现 剪 切 锁 死 的 同时 ,还 必须 保证 的 非 奇 异性 ,以 避免 出 现 零 能 模式 。 这 两 个 问题 是 
保证 Mindlin 板 单元 具有 良好 性 能 的 关键 问题 。 
首先 讨论 保证 天 非 奇异 性 和 外 ,奇异 性 的 条 件 , 在 第 4 章 中 讨论 等 参 实体 单元 的 数值 
积分 时 , 曾 提出 保证 KK 非 奇异 性 的 必要 条 件 是 
Мазм . (4.6.5) 
其 中 好 是 单元 数 ,m 是 每 个 单元 的 高 斯 积分 点 数 ,d 是 应 变 分 量 数 ,N 是 系统 的 独立 由 由 
度数 ,NN 二 结 点 总 数 X 每 个 结 点 数 的 位 移 参 数 数 一 给 定 约束 数 。 
对 于 Mindlin 板 单元 ,保证 天 非 奇异 性 的 必要 条 件 可 表示 如 下 
Mnd, + Mnd, > N (10.4.12) 
其 中 MEETS n fü n ETH K, 和 站, 时 所 采用 的 高 斯 积分 点 数 ,ds 和 分别 是 
D БУ ДЕП Л КУЛЕ ВВЕ, ХЕ Mindlin 板 单 元 ,d=3,4, 一 2,N 是 系统 的 独立 自由 
度数 。 
在 4.6 节 曾经 指出 ,为 保证 的 非 奇 异性 ,理论 上 严格 的 方法 是 求解 仅 赋 予 刚体 运 
动 约束 的 一 个 单元 刚度 矩阵 的 特征 值 问题 。 如 果 不 再 有 零 特征 解 , 则 系统 刚度 矩阵 天 必 
将 是 非 奇异 的 。 
关于 保证 Mindlin 板 单元 所 形成 系统 刚度 矩阵 中 与 前 切 应 变 能 项 相关 的 部 分 无 , 的 
奇异 性 ,参照 (4. 6.5) 式 ,可 以 给 出 它 的 充分 条 件 如 下 
Mnd, = N (10.4.13) 
由 于 在 研究 单元 性 质 时 ,不 可 能 事先 规定 今后 应 用 中 的 单元 数 M 和 自由 度数 N ,还 
可 建议 用 以 下 两 个 较 易 应 用 的 公式 


mnd, + n,d, >) (10.4.14) 
ла <j 或 з-)-лдо>0 (10. 4. 15) 
ЛЛК (10. 4 12) 式 和 (10. 4. 1DAN K HIERREN K, 的 奇异 性 作出 估计 ,其 中 j 是 
在 已 形成 部 分 网 格 的 基础 上 再 增加 一 个 单元 所 增加 的 自由 度数 ,s 称 为 奇异 性 指数 ,s © 
Хк к, 的 奇异 住 愈 高 ,但 应 强调 指出 ,以 上 两 式 所 提供 的 仅 是 关于 外 非 奇 异性 和 外 , Ж 
异 竹 条 件 的 一 种 估计 , 即 (10.4. 14) 式 已 不 像 (10.4. 12) 式 那样 是 下 ЕНЕ 
件 ,(10.4. 15) 式 也 不 像 (10. 4. 13) 式 那样 是 K, 奇异 性 的 充分 条 件 。 因 为 用 以 上 两 式 中 的 
自由 度数 ;去 推算 具有 不 同 网 格 和 边界 约束 情况 的 系统 自由 度 N 既 可 能 小 于 MX у. 
可 能 大 于 Мху, 

以 巴 具 体 介 绍 几 种 常见 诸 文献 的 .关于 避免 Mindlin 板 单元 出 现 零 能 模式 和 发 生前 

切 锁 死 的 方法 。 


10.43 积分 方案 的 选择 


在 前 一 章 的 讨论 中 ,我 们 已 经 知道 减 缩 积分 方法 在 避免 Timoshenko 梁 单 元 发 生前 

切 锁 死 中 的 作用 .但 减 缩 积 分 方案 有 可 能 导致 x 奇异 , 故 在 分 析 中 还 有 Ki 和 K: ЖШ ЖЇН] 

阶 的 选择 积分 方案 ,例如 8 结 点 Serendipity Mindlin 板 单元 ,在 | 了 | 二 常数 ( 即 单元 形状 为 

矩形 或 平行 四 边 形 ) 情 况 下 ,KK 的 精确 积分 和 减 缩 积分 分 别 为 3X3 和 2X2 积分 ,而 所 谓 

选择 积分 可 以 是 对 K; ЖП КЇ 分 别 采用 3><3 和 2X2 积分 。E. Hinton # H.C. Huang 在 文 
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ОТНЕЛ ЩЫ Mindlin 收音 元 在 宋 诗 不 癌 称 分 方案 情况 让 的 性 能 进行 了 研究 .它们 
的 性 能 估计 和 0 特征 和 值 数 的 计算 结果 列 于 表 10.3。 表 中 关于 多 奇异 性 估计 是 按 
(10. 4. 14) 式 作出 的 。 如 果 按 п tad 2. 作 估 计 , 除 LLR 单元 而 外 ,结果 也 是 相同 的 。 


Ж 10.3 Mindlin 板 单元 染 用 不 向 积分 方案 时 的 性 能 检验 


| V м 
x м | 

ШЕ |2х?|2х2| 8 20 x 0 x x 
QSR |2х2 2x2] E 20 V 1 | “ x x 
058 3x зах 8 35 х 0 V x x 
QSF |3X35>X3 18 | 45 x 0 x x | x 
QLR |2X2 2X2] 8 ”| “ 4 v “ V 
QLS i3x3/2x2| 8 35 x 1 “ м м 
ОТЕ |33133 18 | 45 x 0 x x V 

十 一 十 一 一 = 
CSR |3х3]3хХ3] 18 | 45 x o | x x x 
CSS |4x4|3<X3] 18 | 66 x 0 x x | x 
CSF |4х41]4хХ4[ 32 | во x 9 х | x x 

] _ | 
CLR |3х3]3х3| 18 | 45 x 4 V м | 
CLS |4X4|3X3 18 | as x 1 x ШЕ V 

T | 

CLE Ммх4|4х4| 32 | 80 x 0 x м 


L 单元 型 式 中 各 个 单元 的 左边 界 和 下 边界 加 上 固定 边界 标志 权 是 为 了 表示 已 形成 部 分 网 烙 再 增加 一 个 单元 的 情况 ， 
НЫШЫ j。 

2. N. але у НН НЕЙ. 

3. ЛИТОС ЗЕ, С р ЯП S ӚЗІ Lagrange 和 Serendipi- 
93 第 三 个 字母 R,S 澡 F ЖЖЖ АРЕ. НЕНЕН. 

4 去 奇异 性 中 ,估计 是 按 (10. 4. 19) 式 ,实际 肥 特 征 数 是 求解 单个 仅 给 区 刚体 运动 约束 的 单元 刚度 徐 阵 特 征 值 问题 的 
ш. 

5. K, AREP АРЕ С10. 4. 15) 式 ,充分 性 检查 是 对 于 图 10.12 #1 ЖИЕ ЖОЛ ИЗИНЕ СО. 4.13}) 式 ,计算 结 
果 是 该 算 例 实际 分 析 得 到 的 。 


“347. 


但 是 求解 仅 给 以 刚体 约束 的 单个 单元 矩阵 (AN, XN, 阶 ) 特 征 值 问题 的 结果 ,对 于 LLS 
QLS,CLR, CLS 儿 种 单元 都 和 估计 的 结果 不 同 。 这 说 明 (10.4. 14) 式 给 出 的 合计 只 能 作 
为 参考 。 无 论 对 于 仅 给 以 刚体 约束 的 单个 单元 来 说 ,还 是 对 于 结构 系统 来 说 , 它 都 不 能 作 
为 保证 刚度 矩阵 非 奇 措 性 的 充分 条 件 。 而 求解 仅 给 以 刚体 约束 的 单个 单元 的 矩阵 特征 值 
问题 ,如 果 不 存 在 零 特征 值 , 则 可 保证 系统 刚度 矩阵 天 是 非 奇异 的 ,但 这 并 不 是 下 非 奇异 
性 的 必要 条 件 ,。 例 如 QSR, QLS, CLS 几 种 单元 在 单个 单元 情况 下 虽然 有 1 个 零 特 征 值 ， 
但 是 如 果实 际 分析 用 的 网 有 两 个 以 上 的 单元 , 则 才 将 不 再 是 奇异 的 , 即 它 将 不 再 存 厅 零 
特征 值 问题 ,也 即 问题 的 解答 中 不 会 包含 对 应 于 零 特 征 值 的 零 能 模式 。 

文 [1] 还 利用 8X8 网 格 对 受 均 布 载荷 的 固 支 方 板 进行 分 析 的 结果 考查 上 述 各 种 单元 
情况 在 板 变 薄 时 的 性 能 ,结果 宕 示 于 图 10.12 中 。 对 于 图 示 各 种 情况 ,如 采用 精确 积分 方 
案 , 无 论 是 用 (10.4.15) 式 对 ,的 奇异 性 进行 估计 ,还 是 用 (10. 4. 13) 式 对 K, 奇异 性 的 充 
分 性 作出 评价 ,它们 都 将 可 能 发 生 剪 切 锁 死 .而 实际 计算 结果 表明 ,LLF, QSF, CSF 三 种 
情况 确实 发 生 了 锁 死 ,而 QLF. CLF 并 未 发 生 锁 死 。 这 也 说 明 (10.4.15) 式 只 是 一 囊 估 
计 。 而 人 10.4. DAE К, 可 异性 的 充分 而 非 必要 条 件 。 ЕЗ Маа, 个 约 东 关系 不 完全 
是 相互 独立 的 ,而 实际 相互 独立 的 约束 关系 数 在 现在 的 情况 下 是 少 于 系统 总 自由 度数 
N, ФР QLF 的 结果 比 精 确 解 偏 低 , 是 由 于 单元 性 能 稍 偏 刚 硬 的 结果 。 关 于 减 缩 积 分 或 先 
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择 积 分 情况 ,如 用 (10. 4. 13) 式 进行 检查 。3 种 Lagrange 单元 都 满足 ,而 ?2 种 Serendipity 
单元 都 不 满足 K 奇异 性 的 充分 条 件 。 实际 计 算 结 果 各 上 述 结论 一 致 。 只 是 QSR 单元 ,如 
用 (10. 4.15) 式 进行 千 计 , 它 是 满足 下, 奇异 性 条 件 的 。 这 再次 表明 (10. 4. 15) 式 只 能 提供 
一 种 佑 计 , 在 使 用 时 应 十 分 小 心 。 因 为 它 未 考虑 具体 网 格 和 边界 条 件 等 因素 。 上 述 算 例 和 
讨论 还 表明 ,在 避免 前 切 锁 死 方面 ,Lagrange 单元 通常 比 Serendipity 单元 具有 较 好 的 性 
能 。 


10.4.4 假设 葛 切 应 变 方法 


如 间 Timoshenko 梁 情 况 ,为 避免 剪 切 锁 死 ,可 以 从 分 析 造 成 锁 死 的 根源 出 发 ,另行 
怪 设 剪 切 应 变 场 以 替代 原 旋 孜 中 按 应变 和 位 移 的 几何 关系 得 到 的 前 切 应 变 场 。 为 讨论 方 
便 , 先 以 图 10. 13 所 永 四 边 形 单元 为 例 。 


w= X Nw = Зума, 6, = YNA 
(10. 4.16) 
其 中 N, = La HED +y) 
_ 4, = x 
E= a ` 7- b 
上 式 代 入 几何 关系 ;可 得 图 10.13 ”中 结 点 Mindlin 板 单 元 


y, = S — 0,= Уе + ARE EETA 


ж 


ЕЯ Ей |е 
= арба, 8.) -t ЕГУ + а, (8.2 + QO En (10.4.17) 
其 中 a Сид.) = E ewr 一 w F tü, из) + (б + б + Oa + 0.) 


alw sba) = ECS tw) — Се, 一 w) ]— ia + Ө) — 0. + 8,21 
“(8 — 80, + P,, — 6,0 


а (б) = 一 з ч = 8. Те da + д.5) 


жанатын: У, 的 结 点 位 移 表 达 式 。 当 板 越 来 越 薄 时 ,通过 罚 函 数 迫 使 约束 条 件 实现 。 
即 迫使 7,7, 趋 于 零 , 这 隐 含 着 要 求 ( 对 于 7, 项 ) 

à, = а; = €; = a, = ü (10.4. 18) 
从 (10.4 17) р, ER а 一 加 一 0, 实 际 是 结 МЗ we; 和 结 点 转动 6 之 闻 满 足 一 定 线 
性 关系 ,有 即 
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Wj — TË — a + 0, 
2а 2 


Wy — Wa __ da + 6, 


2а 2 
它们 代表 的 分 别 正 是 薄板 1 2 边 和 3 4 边 中 点 的 Kirchhoff 假设 。 在 计算 中 也 是 可 以 实现 
BJ. Ші асау-0,. Ж R 


(10.4. 19) 


fa 6) + fa — 0.3 = 0 

ba — ha — 8. + 8.3 = 0 
MER HAGE 0,,=0..,0..= 0... ШЕЕ У, 项 ,将 又 可 解 出 By 二 ys,6 二 By。 以 上 四 个 
等 式 意 昧 着 只 允许 单元 的 四 个 边界 保持 直线 的 变形 ,也 即 纯 扭 的 变形 .无 疑 这 将 给 变形 过 
分 的 限制 (БІ НИЕ. 在 一 般 情 况 下 ,使 问题 只 能 有 零 解 。 假 设 前 切 变形 方法 即 另行 
构 井 不 包含 a M о, ЖӨТЕЛ У 和 7, 以 代替 原来 泛 函 中 的 六 和 为 ,即将 新 的 旗 函 表 
RÈ 


C10, 4. 20) 


лр 一 +f ріп +1 A yryan — | gwan 


k 
Жер k WGO. 4 3) 式 不 变 ,7 可 表示 如 下 


о, е и 
7 – 4 = _ 一 Ny (10. 4. 21) 
”| 
ізі 
其 中 
xy- 的 Кы Мы 0 о °] 
0 о 0 N, М, А, 
Y = [F 2, . 2, Fa 7, e Fm] 


即 单 元 内 的 了, 和 7, 由 各 自 的 mr 个 取样 点 的 7 了 ,和 7, 通 过 插值 得 到 , 国 , 和 为, 是 各 自 的 插 
ARR. MAER 4 结 点 单元 为 例 , 可 取 ( 参 看 图 10. 14) 


2 2 
y, = SN, Уш, y, = 1А, У (10, 4. 22) 
i=l i=] 
其 中 
= _1 хт 1 
Na = та +) N. = za =y) 
Ya = Ya = £ w 名 + 92 Z 4 ' 
2а 2 了 
or RES 
Fa = y = 4 003 да + бы 7 
Р 2а 7 р С АУ RES 
М, = за +8 Ne= ға — &) 
3 R 4 


у = = “1% Еа 


ж 2b 图 10.11 恨 设 前 切 应 变 契 样 点 
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--ша e+e, 
7, = 7, = 7» :一 z 9 3 


可 以 验证 , (10. 4. 22) 式 所 表示 的 了 就 是 (10,4. 17) 式 中 舍 去 a 和 о 项 所 表达 的 结 
Ж.7, 也 是 在 相应 的 У„ 表达 式 会 去 包含 的 ?和 ра. 

正 因为 7. 和 7, 中 会 旗 了 除非 导致 问题 零 解 而 不 可 能 实现 移 虚 假 约束 。 因 此 用 它们 
ЕТЕ А АУ У. 和 7,, 就 不 青 会 发 生 锁 死 现 蒙 。 这 样 一 来 ,单元 刚度 滤 阵 可 以 不 区 分 
K; 和 К; 采用 统一 的 积分 方案 进行 计算 ， 

另 一 方面 ,可 以 有 超 地 指出 ,以 上 讨论 的 假设 前 切 应 变 方 案 是 和 原 沦 函 中 7; ЖН 1х 
2,7, 采用 2X1 积分 方案 得 到 的 单元 刚度 抹 阵 是 相同 的 。 共 保证 着 非 奇 异 考 串 ,对 于 4 结 
点 单元 相当 于 增加 了 2 个 约束 。 因 此 在 К; ЖШ 2х2 积分 方案 时 ,单元 将 不 再 存在 除 刚 体 
运动 以 外 的 运动 模式 (在 KK 采取 1x1 积分 方案 ,有 2 个 这 样 的 零 能 模式 ), НН S BB Rb zt: 
择 假 设 剪 切 应 变 场 可 以 达到 同时 避免 剪 切 锁 死 各 零 能 模式 的 目的 ,从 而 量 著 地 改善 了 单 
元 的 性 能 。 

基于 同样 的 分 析 , 可 以 得 到 其 它 单元 假设 前 切 应 变 7.,7, 应 选择 的 取样 点 及 插值 函 
数 。 为 便于 许 用 , 现 将 各 种 单元 假设 剪 切 应 变 的 取样 点 一 并 列 于 表 10. 4。 

从 表 中 可 见 关 (Ya) 在 二 方向 按 高 斯 积分 点 取信 ,在 3 方向 等 间距 取 值 ;7, (Fx} 则 反 
之 ;9 方向 按 高 斯 积分 点 取 值 ,é# 方向 等 闻 距 取 值 。 

至 于 插值 函数 ,4,9,16 结 点 Lagrange 单元 可 按 第 3 章 讨 论 的 C W Lagrange 单元 的 
方法 构造 。8,12 结 点 Serendipity 单元 可 按 С, M Serendipity 单元 的 方法 构造 。 即 分 别 按 
二 个 方向 一 维 Lagrange 描 值 函数 相 乘 的 方法 和 变 结 点 的 方法 构造 。 琉 以 8 结 点 单元 的 了 
为 例 进一步 和 解 明 。 


y. 一 УМ ыру, (10.4.23) 
先 不 考虑 第 5 ЗИ МЕНЯ ЖИН 
1 ё 
N= +G +m|1+ E 
vl _— 
Ns= рат а, 
СОЕ : 
Ns= а p|1+ Z 
_ 1 _ 2041 
м,--а ДЕ 5 
再 构造 
N; = 1 — x 


最 后 再 修正 入 (二 1,2,3,4) ,得 到 


м-м-ім-4ажт + 


ме №. ам таър 
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A 


N, = №, 


N, = М, 


а 


1 


将 以 上 各 式 中 上 和 ?了 对 调 ,就 可 以 得 到 7, 的 插值 函数 。 其 它 单元 的 插值 函数 也 可 如 法 炮 


制 , 这 里 不 一 一 列举 。 


表 10.4 者 种 形式 Mindlin 单元 仍 设 剪 切 应 变 场 的 取样 点 


Y. (Y. Р) Wa }Ё 5 


n 5 1 (2) (1) 
|} _ 
3 7 4 {3) (4 


YCYw) 的 取样 点 


.一 人 


以 上 讨论 是 对 矩形 单元 并 假定 у 进行 的 。 为 了 实际 应 用 ,需要 将 以 上 讨论 


推广 到 一 般 的 四 边 形 单元 具体 的 方法 简 述 如 下 ， 


1. 按 以 上 讨论 构造 假设 剪 切 应 变 场 的 方法 ,构造 协 变 前 切 应 变 场 Pw 和 7%。 其 中 ， 
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У. == ЕНІ 一 š 7, 一 27 0, 
2. 通过 坐标 变换 得 到 У, 和 7,。 
= 21. 2 Әт ,- 249 a£ Әт 
和 二 Ж ШЕКЕРА У = | z Fy +75 95, 


ВНЛ азе | 用 的 王 . Hinton Ж H. C. Huang 的 文章 。 
例 四 边 固 支 受 均 布 载荷 的 方 板 , 取 二 用 三 种 不 同形 状 8 结 点 单元 组 成 的 3X3 网 格 


进行 分 析 , 图 10. 15 给 出 了 板 中 心 挠 度 的 计算 结果 :0 。 从 图 可 见 , 当 板 意 来 剑 薄 时 ,并 未 发 
生 剪 切 锁 死 现象 . 当 ix>10* 以 后 ,误差 较 大 是 计算 误差 造成 的 .而 同样 的 问题 ,即使 采用 
减 缩 积 分 方法 ,而 且 是 8X8 网 格 , 从 图 10. 12 已 看 到 , 当 zAf>50. 贡 后 , 即 开 始 出 现 剪 切 镇 
死 现象 . 当 zAt 一 10 时 ,已 完全 锁 死 .如 按 (10. 4. 15) 式 对 8 #& SETH K, 作 奇 异性 估计 ， 
恰恰 是 采用 减 缩 积分 时 ,由 于 j 一 9, 而 wd 一 8, 认 为 不 会 锁 死 ,而 现在 采用 假设 前 切 应 恋 
方法 情况 , 则 由 于 = 9,1 md; 一 10, 认 为 会 发 生铁 死 。 造成 这 种 实际 计算 结果 和 
(10. 4. 15) 估 计 公 式 相 反 结 果 的 原因 是 ,假设 剪 切 应 变 方 法 中 子 和 7, 各 有 4 个 取样 点 在 
单元 边界 上 , 相 邻 单元 是 共有 的 , 即 相 邻 单元 在 交界 面 上 7, 或 数值 是 相同 的 。 БЕ 
供 的 约束 是 相同 的 。 如 按 (10. 4. 13) 式 对 系统 的 K, 奇异 性 的 充分 条 件 进行 校 核 ,得 到 的 结 
论 就 和 计算 一 臻 了。 这 点 读者 可 以 作出 练习 加 以 验证 ， 


2.97 


Ü 10 19: 10° 10: 10° Jo 10 


Р 10.15 АШ ЖОҚТА w/w ЖОЕ ал 
ТЕЗЕ УЯУ Mindlin 单元 ,wo-- 菏 板 理论 解 ) 


以 上 关于 保证 Mindlin RÆ K 非 奇 异性 及 不， 奇异 性 的 条 件 及 各 种 方法 的 讨论 , E 
要 目的 在 于 对 这 类 结构 单元 (包括 Mindlin 板 单元 ,Timoshenko 粱 单元 ,及 下 二 章 讨论 的 
位 移 和 截面 转动 各 自 独 立 插值 的 帝 体 单元 和 超 参 数 壳 全 单元) 的 性 质 以 及 当前 这 领域 的 
研究 工作 有 一 较 全 面 的 了 解 。 从 实际 应 用 角度 考虑 ,包括 现 有 -一 一 般 通 用 程序 的 情况 ,普遍 
采用 的 仍 是 减 缩 积 分 方法 。 这 不 仅 是 因为 它 最 方便 于 应 用 ， 数值 处 理 非常 简单 。 而 且 因为 
它 可 能 4 导致 出 现 零 能 位 移 和 模式 的 情况 , 只 是 在 板 较 厚 旦 单元 很 少 同时 边界 约束 也 很 少时 
才 会 发 生 。 这 一 情况 实际 分 析 中 很 少 疯 到 。 而 且 对 于 较 厚 前 板 可 以 采用 精确 积分 , 既 避 免 
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了 符 能 模式 ,也 不 会 发 生前 切 锁 死 ， 当 然 末 出 减 浓 积分 ,在 清 板 情况 仍 可 能 出 现 前 切 锁 死 
问题 ,这 主要 发 生 于 Serendipity 单元 且 网 格 中 单元 数 不 太 多 的 情况 ， 这 时 可 以 通过 改 用 
Lagrnage 单元 加 以 避免 。 所 以 在 实际 分 析 中 ,一 般 推荐 采用 4 结 点 和 9 缚 点 的 Lagrnage 
单元 于 薄板 的 分 析 。 


10.5 基于 离散 Kirchhoff 理论 (DKT) 的 板 单 元 


上 节 讨 论 的 Mindlin 板 单元 ;由 于 名 和 把 ,6, 是 独立 插值 的 ,表达 格式 基本 上 和 二 维 
实体 单元 相同 ,所 以 是 相当 简单 的 。 在 实际 应 用 中 得 到 满意 的 结果 。 但 是 由 于 志和 5.,0， 
之 间 的 约束 是 利用 罚 函 数 方法 引入 的 ,一 方面 使 单元 可 进一步 用 于 厚 板 , 另 方面 也 确实 带 
来 不 少 麻烦 ,县 要 注意 同时 保证 K, 的 奇异 性 和 下 的 非 奇 异性 。 而 离散 Kirchhotf 理论 
(DKT) 单 元 则 可 以 避免 上 述 缺 点 。 

РКТ 单元 也 是 采用 ww 和 8.,8, 的 独立 插值 。 不 局 的 是 w ЯП 0..0, 之 间 的 约束 方程 
(10. 4. 5) 式 不 是 用 罚 画 数 方 法 引入 ,而 是 在 若干 离散 点 强迫 其 实现 。 这 样 一 来 , 泛 函 表达 
式 (10.4. 1) 右 端的 后 两 项 可 以 略 去 ,而 恢复 为 经 典 薄板 理论 的 泛 函 表 达 式 , 即 


= „=+[, K'Dkdzdy — | qwdzdy (10. 5.1) 
HP к= 0.,0, BJ 38 (10.4. DR. 
现 以 3 结 点 三 角形 DKT ATAA, НЕ R isi ЕУ. 


о Weis ГАА Вр: 


” Bis Фи 


[| 10.16 DKT 单元 


图 10. 16 所 示 为 DKT AT КЕН Ж o, 0, .0,G=1,2,3) фа а 
# 8,,8,(1--4,5.6), 
单元 内 6.,9, 是 二 次 变化 ,插值 表示 成 


6 
0, 一 D Ndu, 8, = DNA, (10.5. 2) 


H REKE N. 即 6 结 点 三 角形 C, 单元 的 插值 函数 , 见 (3, 3. 4) 式 。 
在 者 于 离散 点 令 约 东 方程 (10. 4. 5) 式 成 立 , 用 以 引入 Kirchhof 理论 的 直 法 线 假设 。 
АЖ: 
"354. 


1. 在 角 结 点 


2， 在 各 按 中 结 点 
EIN =0 (k= 4,5,6) 


8 
! (10.5.4) 


б 一 г. 十 8.0 
上 式 中 sn 分 别 甫 承 各 边界 总 的 切 向 和 法 向 。 4 ЖІ 0..0, 的 关系 是 


д, cosy 817,7 fOe 
9, 上 А sin”, кін (10,5. 5) 
б, сов, -- siny; f, 
和 M МИ жеме 
(10. 5. 4) 后 一 式 中 , 当 肯 一 4,5,6 时 ,分 别 有 i 一 1,2,3 和 )-<2,3,1. 
HAR j LA w 可 由 两 端 结 点 的 4 个 参数 : w, w/s) wj;，(3w/35); 定义 为 
三 次 变化 ;从 而 (10.5.4) 前 一 式 中 的 (2w/3s), 可 表示 为 
дш 3 1(9ш 3 119w 
Е 2 1152), -- ze) 


2% 一 415% (10. 5. 6) 


其 中 : 


lj = [а = ху)? + (y, 一 Уд 

利用 (10. 5. 3) 一 (10. 5. 6) 各 式 ,最 终 可 将 单元 内 9.,9, 表示 成 3 个 角 结 点 参数 的 插值 
形式 

8, = Н.а" 0, = На (10.5.7) 


a | 
< | G = 1,2,3) 
4; в. 


Н, = (Нн, H., H,, | 

H, = ІН, H., Нл] 
H. H,G=1,2,3)8 NGEL 2 ORZA ERARE tey U= LL DHR RE 
可 作为 练习 导出 其 显 式 表达 式 。 

应 当 措 出 ,此 种 DKT 单元 由 于 引入 约束 条 件 (10, 5. 4) 式 ,消去 了 各 边 中 结 点 的 参数 
а.д, 64,5 ,6), UDE 3 结 点 三 角形 单元 。 在 各 边界 上 8 是 二 次 变化 ,2. 是 线性 变 
化 ,它们 由 角 结 点 上 的 参数 完全 确定 ,所 以 相 邻 单元 之 间 是 完全 协调 的 。 

在 得 到 如 ,名 的 插值 表示 (0. 5.7) 式 以 后 , 按 标准 步骤 可 以 计算 单元 的 刚度 矩阵 


1 FL 
K' 一 2af | B'D,BdT.,d4 L, (10. 5. 8) 
ы 


其 中 
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AFP Lol: 是 三 角形 的 面积 坐标 ,A 是 -三 角形 单元 的 面积 。 

由 于 在 以 上 的 推导 中 ,未 得 到 单元 由 w 的 表示 式 , 为 和 用 (10, 5. 1) 式 右 端 的 第 2 项 ， 
即 外 力 功 项 得 到 单元 载荷 向 量 , 现 在 可 定义 一 个 用 缚 点 w Gl DERA w 的 插值 表 
达 式 


3 
w= Na, (10.5.9) 


其 中 N, 2.2 节 中 所 定义 3 АРА ВАНА КСО. 2. 8) 式 。 当 板 上 表 而 作 
用 有 均 布 载荷 时 ,可 以 得 到 
@=%^[1 0 017 (@=1,2,3) (10. 5.10) 


这 相当 将 板 上 全 部 载荷 qA , 按 团聚 集中 载荷 的 方法 分 配 到 3 个 结 点 上 。 

文 [?] 中 通过 一 系列 的 计算 比较 了 上 述 DKT 单元 和 其 他 一 些 三 角形 板 单元 ,DKT 
单元 的 精度 和 效率 均 比 较 好 。 例 如 承受 均 布 载 何 的 简 支 方 板 , 板 中 心 找 度 w, 的 误差 比较 
结果 如 图 10.17 所 表示 。 图 中 六 是 1/2 边 长 的 单元 数 ,(1) 是 DKT 单元 ,(2),(3) 分 别 是 
10. 2 节 和 10, 3 节 所 讨论 的 3 结 点 三 角形 非 协调 元 和 协调 元 ,(4) 是 利用 再 分 割 法 得 到 的 
3 结 点 三 角形 协调 元 ,(5) 是 对 单元 (3? 中 的 曲率 进行 磨 平 处 理 的 板 单元 ,(6)》 是 应力 杂交 
J. 


С 


10.17 ЖСН U rayuta $z 
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10.6 应力 杂 交 板 单元 


以 上 所 讨论 的 板 单 元 都 是 基于 最 小 位 能 原理 及 其 修正 形式 ,研究 和 构造 板 沉 单元 的 
另 一 重要 途径 是 利用 其 他 变 分 原理 ,例如 基于 Hellinger-Reissner 变 分 原理 的 混合 板 单 
元 ,基于 修正 Hellinger-Reissner 恋 分 原理 或 修正 余 能 原理 的 应 力 杂交 元 等 。 

关于 混合 单元 ,由 于 刚度 矩阵 在 主 对 角 线 上 存在 零 元 素 ,不 能 用 一 般 的 矩阵 求 逆 法 求 
解 ,所 以 使 用 受到 一 定 限制 。 另 外 在 一 定 条 件 下 可 以 证 明 它 和 10. 4 节 讨论 的 减 缩 积分 单 
元 是 等 价 的 ” ,这 里 不 再 讨论 ， 

下 面 从 修正 余 能 原理 导出 应 为 杂交 元 .因为 应 力 杂 交 元 在 板 、 壳 以 外 的 问题 中 也 有 应 
十, 所 以 从 它 的 … 般 表达 格式 着 手 讨 论 。 


10.6.1 修正 余 能 原理 


在 第 一 章 中 我 们 已 经 导出 最 小 余 能 原理 , 它 可 表述 为 在 所 有 满足 平衡 和 力 的 边界 条 
件 的 可 能 应 力 中 ,真正 解 的 应 力 使 系统 的 总 余 能 


п09) = |,% 


Іс, ,oodv — | Tds (1.4.61) 
取 最 小 值 。 

当 应 用 于 有 限 元 分 析 时 ,在 单元 交 异 面 上 应 力 满 
是 平衡 的 要 求 是 按照 7 一 cz 定义 的 面 旋 必须 保持 
平衡 

设 将 相 邻 单元 (a) 和 (5) 隔 离开 来 ,如 图 10. 18 所 
示 , 考 虑 共同 边界 4 召 各 自 一 侧 的 面 力 分量 Te (5) 
TË” (S) GG 一 11,2,3), 单 元 交界 面 上 的 平衡 方程 是 

Ti (S) + TPP (S) = 0 G = 1,2,3) 
(10. 6.1) 

在 8. 4. 2 节 已 指出 ,在 选择 应 力 的 试探 函数 时 ,可 
以 先 不 考虑 上 列 方程 的 要 求 , 而 是 特 上 式 作 为 约束 条 图 10.18 沿 单元 交界 面 上 
件 并 通过 Lagrange УА 5 ЖӘЕ 内 力 的 平衡 


ШО [T (S) + TPS) ds 


— | aras | + [Aras | А (10. 6. 2) 


增添 到 原 省 函 中 去 。 所 有 单元 交界 面 都 应 考虑 到 ,这 样 一 来 ,用 于 有 限 元 分 析 的 余 能 原理 
的 泛 函 可 以 修正 成 


r. = >| Е: 3 Сон G dV 一 |. AT d5 一 | Tuas] (10.6.3) 
АЯ S. 是 单元 < Е ЛИН ІЛ ЖЫШ. ЖЕЎ ПХ o, А ЖАНЫ 0, НУВ 
Cily = &; 
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和 © 5 r 十 u) 


容易 证 明 403) 应 等 于 单元 交界 面 上 的 位 移 w;(S)。 从 而 最 终 得 到 应 用 于 有 限 元 分 析 的 修 
正 余 能 原理 的 泛 函 是 


1 -- ЕЖ 
r, = > | 上 7 СомауаьаУ -- |, Taas |, Tras 


此 泛 函 中 独立 变 分 的 场 函 数 是 各 个 单元 内 的 #5 ТАТ E lS). Ж суй] 
要 求 是 在 各 单元 内 满足 平衡 方程 (1. 4. 1) 式 ,而 在 各 个 单元 的 交界 面 上 可 以 不 满足 平衡 条 
件 (10, 6.1) 式 。 需要 指出 ,修正 余 能 原理 不 再 是 极 值 原理 ,而 只是 驻 值 原理 ,此 外 ,修正 余 
能 原理 本 质 上 也 是 一 种 混合 变 分 原理 ,但 是 和 Heliinger-Reissner 混合 变 分 原理 有 所 区 
别 。 后 者 用 于 有 限 元 分 析 时 ,应 力 ru 和 位 移 z 将 同时 出 现在 单元 内 部 以 及 单元 交界 面 上 。 
而 修正 余 能 原理 中 cv 和 位 移 w; 是 分 别 出 现在 单元 内 部 和 交界 面 上 , 因 北 给 这 种 部 分 场 函 
数 只 出 现在 边界 上 的 混合 变 分 原理 一 个 专门 的 名 称 :杂交 型 的 变 分 原理 。 基 于 这 种 变 分 原 
理 的 有 限 元 称 为 杂交 元 ,而 基于 修正 余 能 原理 的 杂交 元 称 为 应 力 杂交 元 。 


10.62 应力 杂交 元 的 一 般 格式 


在 应 为 杂交 元 的 格式 中 ,将 应 力 5 的 近似 函数 分 成 两 部 分 ,第 一 部 分 由 有 限 个 参数 8 
组 成 ,应 满足 齐 次 平衡 方程 ,第 二 部 分 是 具有 给 定 体力 项 的 平衡 方程 ( 即 (1. 4. 1) 式 ) 的 一 
Кен. ШШ К. МЛ oi 可 表示 成 
с = PB + Р.В, (10. 6.5) 
其 中 是 待定 参数 ,P 是 系数 为 0 或 x,y 单项 式 所 组 成 的 矩阵 ,而 РВ. 由 特 解 确定 。 对 于 
边界 上 有 给 定 面 力 的 单元 来 说 ,第 一 项 中 的 某 些 8 也 可 以 是 给 定 的 ,在 此 情况 下 ,所 有 给 
定 的 8 均 放 入 第 二 项 。 
因为 面 力 也 与 假设 的 应 为 分 布 有 关 , 所 以 它们 能 表示 成 
T = RB + Refr (10.6. 6) 
单元 交界 面 上 的 近似 位 移 可 以 通过 插值 函数 和 有 限 个 边界 结 点 处 的 广义 位 移 a Ж 
示 , 即 


(10. 6. 4) 


ив = La (10, 6. 7) 

Белл жаа а E HERR A URE L RA 
易 。 广 义 位 移 a 的 元 素数 和 应 力 参数 8 的 元 素数 可 以 分 别 独立 地 选择 。 

因为 应 力 杂交 元 中 可 以 假设 边界 位 欧 ,所 以 给 定 的 边界 应 力 不 再 入 成 应 力 事先 需要 

满足 的 边界 条 件 , 即 可 以 利用 — | T; Томас ЗА МЕНЕЕ ЕП. 可 


更 方便 地 表示 成 
А 1 ú 
H. = 之 | f, 2 Сонау -- f, Tas 十 (в) (10, 6. 8) 
其 中 aV, =S, + S, + 5, 


ЕУ, 的 爹 部 边界 ,而 在 S, brumi, 
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Hao 6. 5), (10. 6.6) 和 和 (106.6.7) 式 代入 (10, 6.8) 中 ,可 以 得 到 


п, = У) | + нв + Н+ В. -- PrGa + Sa С. (10. 6. 8) 
其 中 
н = | PCP, H= | Pscpray 
G= | R'LAS, St =— BG, + |, ТІ145 
G, = Í. Е11д5, С, = 18], РІСР,4УВ, 
ЖАСА Ф НЕ Cuh EEEL T 是 给 定 的 边界 力 。 
(10. 6. DRIF PA a ЯУ 0,25 РУ КЕНЕДЕН ЖЕ 
НВ + Н.В. — ба = 0 (10.6. 10) 
УС — 87)да = 0 (10. 6. 11) 
JA (10. 6. то АТИ 67-7 У 77899 ВН 3k a 的 关系 
B= H (ба — Н.В) (10. 6. 12) 
HERREG. 6. DA, P| ИНГ Ж (ЖАКЕ ва П„.ВП 
П, -л- > | тата 一 QQ 十 A.J (10. 6. 13) 
其 中 
K = GTH-1G (10. 6. 14) 
О--СІНТІН;В, + S (10. 6. 15) 


А, = AHH н.в, -С, 


(10.6.13) ЕЖЕН ОАЕ E П, 相同 ,其 中 天 ЕЕ ЕЕ. О" 
是 单元 载荷 向 量 ,4. 是 和 特 解 I 有 关 的 常数 ,因为 它 不 进入 变 分 后 的 方程 ,所 以 实际 上 
不 必 计 算 它 ， 
№10. 6.13) 式 的 变 分 为 零 ,可 以 得 到 系统 的 求解 方程 
Қа-0-9 | 10. 6. 16) 
上 式 和 基于 位 能 原理 的 有 限 元 求解 方程 在 形式 上 是 一 臻 的。 下 的 对 角 线 上 不 包含 0 
元 案 , 所 以 可 以 用 一 般 的 矩阵 求 道 法 求解 。 


10.63 ”用 于 薄板 弯曲 问题 的 应 力 杂 交 元 
(10.6. 8) 式 表示 的 泛 沙 H, 用 于 薄板 计 曲 问题 ,并 用 矩阵 表示 ,可 以 写成 
H, = У) |, yM p-'uaQ 一 | Ттиа8 + |, Tuas | С10. 6. 17) 


其 中 ， М 一 ІМ, М, м. 
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Әз 
以 上 泛 函 中 独立 变 分 的 场 函 数 是 单元 内 的 М.,М,,М,,Ы ЯЛАН E BJ ш 和 
3w/3n。 附 加 的 条 件 是 M. yn MaA FAITA 
3M, а?М,, „9 M, 
ал! 25; ду 


ЖИЛЕ ЫН ЛЕНЕ ЕЛГЕ КЗ a x b WEER ШІН 10.19 所 


Qim шуп У М. = ЕР ) 
ёш x 
- g 
М.» = ) ЖЕ | КИП 
9 Рр /же-( Ез 
- ay 人 


+9 = 0 (10. 6. 19) 


图 10.19 “ИМЕНЕ 
RH., PTERA 3 个 位 移 参 数 , 单 元 结 点 亿 移 参数 向 量 是 


а, tt, 
а ЕЗ 
а- ， а =зҗ\дх}, G= A,B,C,D) (10. 6. 20) 
а 
с 8ш 
а ЕЗ) 


对 于 此 单元 ,每 个 结 点 有 三 个 位 移 参数 ,和 上 节 讨 论 的 ОКТ #50240, s = 0, 
5 一 :之 间 的 直线 边界 上 的 挠 度 由 ,可 利用 Hermite HREN s AZRA, BE 
әбу = HP (sjun + Н (өш, + неол = ) Е e) (10. 6. 21) 
其 中 
Fec) = 1— 44) 十 {+} | 
4380“ 


нео) -43)-44) 
КИИ 


иө = dfi- 
边界 上 的 3tw/3n 则 表示 成 * 的 线性 函数 , 即 


æ (1 ЕЕЛКЕЗЕНІ (10. 6. 22) 
对 于 现在 的 情况 ,边界 位 移 答 阵 可 表示 成 | 
и = (ша МЕЗІ Wac - (98) Woe МЕНЕ ар 一 | 天 
(10. 6. 23) 


利用 (10. 6. 21》.(10. 6. 22) 式 ,上 式 可 改写 为 
u 一 La (19, 6. 24) 
其 中 王 是 系数 为 0 或 * ЙН 8хХ12 , 
至 于 M; ,M4,,M,, 在 满足 平衡 方程 (10. 6.19) 式 的 条 件 下 ,如 只 取 至 完全 三 次 式 , 可 假 
设 为 
М.= ñ, + Ву + B,z + Бау + Bu: t Pury + Rey + Вых" + Buty + Bry 
M,= B, + 8х + B,y + Вих + Вау + Bary + Biz + Buy) + Bary + B za 


M.,= В 十 Psy 十 Вал — (Ei + Ва)» 一 1038, 十 Вәл" у те 1 (33, + Bodry 
2 2 


(19. 6. 25) 
上 上 式 还 可 表示 为 矩阵 形式 
M = PË (10. 8, 26) 
其 中 己 是 系数 为 0 ER z, y 单项 式 的 3X23 Ж 
B=[ñ B, ` BaT 
ЕЯ ИЯ ЯНА ЕН АН, ЛУ Ж ПЕ ЖИ рэс Ж.Н 


V. = Q, + Ma, v, =Q, +a (10. 6.27) 
对 于 现在 的 情况 Лл ЕЛЖ 
Т = [— Va - Man Ус Мс Уш Мұс — Van ~ Man 《10.6.28) 
利用 (10. 6.25), (10. 6. 26) 和 (10. 6. 27) 式 ,上 式 可 表 庆 为 
T = RP (10. 6. 29) 


ЖРЕБА 0R х,у 单项 式 的 8X23 矩阵 。 

庶 当 指出 ,在 用 等 效 前 力 昔 代 氢 矩 时 ,将 引起 角 点 的 附加 党 中 力 ,其 数值 等 于 相应 角 
点 上 。 值 的 两 倍 。 当 集中 第 点 力 未 包含 于 边界 力 了 时 ,它们 应 加 到 (10. 6. 9) 所 给 出 的 @ 
的 积分 中 ,以 形成 它 的 修正 表达 式 。 附 如 在 角 点 的 集中 为 与 和 有 如 下 线性 关系 式 

АУД =— 20,, AV, = 2A, + Фай, 
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AVe = — 28, — 2bB, — 2ай» + 2ab(B,, + 8) + а (айы, + Вз) + ab CB T Вы) 
AV = 2B, + 258, 

маў Р.Б. 等 矩阵 以 后 ,就 可 接 (10. 6,9), (10.6.14} 和 (10. 6. 15) 等 式 计 算 单 元 
刚度 矩阵 和 载荷 向 量 , 并 最 后 形成 有 限 元 求解 方程 。 

前 面 曾 指出 ,单元 广义 位 移 的 数目 , 即 a 的 元 素数 tn) 和 应 力 参 数 的 数目 , 即 8 的 元 素 
数 Cm} 可 以 分 别 独 立地 选 树 。 现 就 选择 n,m 时 应 遵守 的 原则 和 一 些 实际 考 虚 作 必 章 的 阅 
述 和 讨论 。 

MAREN, HETARA TMERR w wark way) 时 ,边界 上 的 也 
是 二 次 变化 ,aroyon EREE. WE WA SES O w3 ж д y) MARE? wan 
也 可 达到 三 次 变化 。 男 方面 ,系统 的 结 点 位 移 参 数 总 数 碱 去 给 定位 移 的 约束 数 ( 至 少 是 3 
个 刚体 位 移 模式 ) 就 是 系统 的 自由 度数 .N， 

在 确定 m 时 ,首先 应 保证 刚度 矩阵 的 非 奇 异性 ,从 (10. 6. 9) 和 (10. 6,14) 式 可 以 看 
H KARS HARA TH 的 秩 由 xm 决定 ,实际 上 现在 的 m 和 (4.6.5) 式 中 的 nq 起 
相同 的 作用 ,所 以 保证 系统 刚度 算 阵 下 ЗЕНОН 

Mm у> N 
н 好 是 系统 的 单元 数 。 如 果 只 有 一 个 单 苑 . 则 

эп 25 п — 3 

对 于 应 力 杂 交 单 元 ,在 选 定 边界 位 移 模式 以 后 ,选择 应 力 参 数 的 数目 т, ЕЕ 
给 定 边界 位 移 条 件 下 选择 最 小 余 能 原理 的 试探 函数 的 模式 。m ЖК. ИЕ БОЛД 
内 部 的 位 移 协 调 条 件 , 即 单元 的 性 质 愈 接近 位 移 协调 元 ,因此 结构 您 呈现 刚 硬 。 另 方面 ,在 
т 选 定 以 后 ,= 增加 ,单元 性 质 赵 于 柔顺 ,使 结构 表现 趋 于 柔软 。 以 上 分 析 可 以 通过 图 
10. 20 所 示 的 实际 计算 结果 更 清楚 地 表现 出 来 。 此 鲁 计 算 的 是 中 心 受 有 集中 载荷 简 支 方 
板 的 中 心 搅 度 。 采 用 前 面 所 讨论 的 矩形 应 力 杂交 元 ,边界 位 移 w 总 是 三 次 变化 ,法 向 导数 
采用 二 种 不 同 选择 ,一 是 线性 变化 (n==12), 另 一 是 三 次 变化 (n= 二 16); 内 部 应 力 模式 采用 
线性 的 (mm 一 9)、 二 次 的 (ma 一 15) ,三 次 的 (m 二 23) 三 种 可 能 选择 。 对 总 共 六 种 不 同方 案 的 
结果 进行 了 比较 。 从 结 困 可 以 看 到 ,为 得 到 最 好 的 解答 ,存在 一 个 边界 位 移 模式 和 内 部 应 
为 模式 的 怡 当 组 合 问题 ,对 于 现在 的 情况 ,线性 的 力矩 项 和 线性 的 法 向 导数 看 来 是 一 个 较 
好 的 组 合 。 对 于 相同 的 线性 力矩 项 ， 增加 法 向 导数 的 次 数 反 导 致 不 精确 的 结果 。 但 是 如 果 
同时 提高 妨 惩 项 和 法 向导 数 的 次 数 , 解 的 精度 还 是 提高 了 。 

还 可 指出 , 当 采 用 (10. 6. 8? 式 所 示 评 函 时 ,布置 于 给 定 力 边 界 的 单元 无 禹 满足 此 给 定 
条 件 ,图 10.20 算 例 中 的 上 述 六 种 计算 方案 就 是 这 样 的 ,未 考虑 满足 简 支 边 上 M.—0 的 
条 件 。 实际 执行 中 还 有 另 一 方案 .就 是 使 布置 于 简 支 边界 上 的 单元 ,在 选择 应 力 参 数 时 就 
满足 简 支 边 上 М„=0 的 条 件 ,图 10. 20 上 第 7 条 曲线 就 是 此 方案 的 计算 结果 。 从 比较 中 
可 见 , 对 于 相同 的 应 力 模式 和 边界 位 移 模式 ,结果 有 所 改进 ,特别 是 单元 数 较 少时 .但 当 单 
元 增多 时 ,这 种 改进 就 不 太 明 显 。 
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z = -- 平 跨 度 的 单元 数 
图 10.20 ЫМЕН БАСУ RI h USE 


10.7 小 结 


本 章 ?2.3 两 节 中 比较 广 沦 地 讨论 了 构造 协调 和 非 协调 单元 的 一 些 可 能 方案 ,这 不 仅 
是 因为 对 于 薄板 弯曲 问题 具有 重要 的 实际 意义 ,而 且 这 些 单元 对 子 其 他 泛 函 中 包含 二 阶 
导数 的 问题 也 是 有 下 的 。 钢 如 可 以 用 于 粘性 流体 以 及 其 他 物理 问题 。 对 于 二 维 应 力 分 析 
问题 ,如 果 利 用 应 力 函 数 法 求解 ,也 将 导致 这 样 的 证 函 。 

Ж 4,5,6 节 分 别 讨论 了 求解 薄板 弯曲 间 题 的 其 他 几 种 耕 换 方案 ,它们 共同 的 目的 
都 是 将 原来 的 С, 型 连续 性 问题 变 为 C, 型 问题 ,使 问题 得 到 简化 ,是 一 些 比 较 有 前 途 的 方 
ж. EPE w ЯП 0,,0, kE АР Ң sha ЕЖЕ Mindlin 单元 和 ОКТ 单元 ,在 沉 体 分 
析 中 也 得 到 较 广 泛 的 应 用 。 杂 交 元 的 应 用 也 不 限于 幕 福 弯 曲 癌 题 ,我们 在 本 章 列 出 它 的 一 
般 表 达 格 式 , 并 结合 薄板 弯曲 问题 讨论 了 它 的 一 些 基本 特点 ,目的 是 使 读者 今后 在 更 广泛 
的 领域 中 北 悉 独 应 用 这 种 单元 ,同时 对 建立 于 位 能 原理 以 外 变 分 原理 的 有 限 元 格式 有 个 
基本 的 认识 。 


习 是 


10.1 和 导出 算 形 非 协调 板 单 元 矩阵 (10.2.11) 式 的 显 式 表达 式 。 
10.2 检查 上 述 第 形 板 单元 是 否 能 通过 分 片 试 验 。 
10.3 如 果 三 角形 板 单元 的 位 移 函 数 是 
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ш = о, + аул + ауу + ал? + ашыгу + ау + ора? + a (a2y + оху?) + оу" 
ның Җа: АЯТ ЕН КЕН Ы EBR а.о, 的 代数 方程 
组 的 系数 矩阵 是 奇异 的 。 

10.4 利用 单元 位 移 函 数 的 完全 性 确定 (10, 2. 19) 式 的 常数 C 的 数值 (提示 ; 常 应 变 
TARRA айда - қа а-а АА). 

10.5 导出 ОКТ 单元 的 (10. 5. 7) 式 中 和 矩阵 H..H, 的 显示 表达 式 。 

10.6 导出 矩形 应 力 杂 交 元 的 (10. 6. 24). (10. 6. 26),(10. 6. 29) 26 LP, R E 
的 显 式 表达 式 。 

10.7 有 -~ 四 周 固 支 的 方形 薄板 , 取 1/4 用 8 结 点 Mindlin 板 单元 进行 分 析 , 用 减 缩 
积分 方法 时 4X4 网 格 仍 发 生 剪 切 锁 死 (如 图 10. 12 所 示 ) ,而 采用 假设 前 切 应 变 方 法 时 ， 
仅 用 3x3 网 格 也 未 发 生 甬 切 镇 死 ( 如 图 10.15 所 示 ), 试 用 EK 奇异 性 的 充分 条 件 
C10.4,13} 加 以 论证 。 

10.8 试 从 广义 变 分 原理 角度 ,论证 Mindlin 板 单元 减 缩 积分 方法 和 假设 前 切 应 变 
方法 的 理论 基础 。 

10.9 试用 张 量 转换 方法 导出 任意 曲 边 的 四 边 形 Mindlin 概 单元 采用 假设 剪 切 应 变 
方法 时 的 表达 格式 。 
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第 11 章 轴 对 称 这 体 问题 的 有 限 单元 法 


11.151 Ж 


轴 对 称 索 笨 在 工程 实际 中 得 到 广泛 的 应 用 ,基于 薄 党 理论 的 轴 对 称 壳 体 单元 ,在 厚度 
方向 引入 了 党 体 理论 中 的 Kirchhoff 假设 。 这 样 一 来 , 轴 对 称 壳 体 单 元 本 质 上 是 -- 维 单 
元 ,从 而 使 整个 分 析 大 为 简化 。 

轴 对 称 沉 体 单元 ,最 早 提出 的 是 在 子午 线 志向 为 直线 的 截 锥 单元 ,此 种 单元 表达 格式 
篇 单 ,用 于 实 奈 分 析 一 般 也 可 达到 合理 的 精度 。 但 是 此 种 单元 在 模 氢 曲 率 较 大 的 壳 体 时 ， 
不 羽 需 要 较 多 的 单元 ,而 县 还 可 能 产生 附 孝 守 短 。 优 此 ,以 后 很 多 研究 工作 者 又 提出 一 系 
列 在 子午 线 方向 为 曲线 的 单元 。 

为 了 进一步 将 轴 对 称 吉 元 能 用 于 中 等 厚度 之 性 的 分 析 ,Zienkiewicz 等 人 又 先后 提出 
了 从 办 对 称 实体 单元 赔 化 得 到 的 息 参 数 沉 体 单元 ,以 及 挽 度 和 截面 转动 作为 各 自 独立 瑞 
数 的 壳 体 单元 。 此 类 单元 的 特点 是 单元 之 间 只 要 求 保 持 C, 连续 性 . 同时 由 于 能 考虑 横向 
剪 切 变形 的 影响 ,所 以 还 能 用 于 中 厚 碗 的 分 析 。 

本 章 将 分 别 讨论 上 述 几 种 型 式 的 单元 。 考 虑 到 经 常 需 要 局 时 利用 壳 体 单元 和 实体 单 
元 于 同一 个 结 枸 的 分 析 中 ,所 以 还 讨论 了 这 两 种 不 同类 型 单元 的 联结 癌 题 。 


11. 2 ЖЗ ЮБИ 
11.2.1 轴 对 称 注 过 理论 的 基本 公式 


图 11. 1 所 示 轴 对 称 沉 体 中 面 上 任 一 点 位 置 由 角 上 和 # 确 定 , 倍 移 可 由 其 经 (子午 ) 向 
DE и ЖИНА о ЖЕРЛЕ w 确定。 在 莫 壳 理论 中 ; 壳 体 内 任 一 点 的 应 变 ,根据 Kirch- 
hoff 直 法 线 假设 ,可 通过 中 面 的 六 个 广义 应 变 分 量 来 描述 ,它们 和 中 面 位 移 的 关系 是 


Е, ди, шю 


Эз В, 


Е; + 22 tusingt-weosg] 


а . 
7, 52.2. 35 — sing] 


(11.2.1) 


2194 соѕзфдт sing аш и 
7? аф r 20 к 1 д5 Е) 


1 3w зіпфдто | сов%20 singcosy 1 ди 
кн 2) rasat г? 27 rds у ИШЕТ. 
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其 中 s 2 R26 8] BJ А, ЖЫНЫН ЖМ" 是 平行 圆 半径 ( 即 中 面 上 任 一 点 的 答 同 
坐标 )。5 +в» өл ЧҮ ГЇНЇН В 0], к, коко 表示 中 面 曲率 和 扭 率 的 变化 。 
当 已 知 中 面 的 六 个 广 包 应变 分 量 以 后 ,中 面 外 任 一 点 的 应 变 可 以 表示 为 
g = g, + жк, 6 = є + ау YP = Ya + z< (11.2. 2) 
式 中 x EZ St = rH IB] BJ EB ЕУ ОЗА АЕ). 
在 薄 壳 理论 中 与 上 述 六 个 广义 应 变 分 量 相 对 应 的 是 六 个 内 力 ( 广 义 应 力 ) 分 量 
о" =[N, М, М, М, М, M.J (11.2.3) 
其 中 N, Na N. Ж] ЖЕЛЕК ГА ЖЕН + s а ОТТА ЖЫ Ea {у {ЄН ЕНЕ M Mes Ms 是 
Лала EAK re ЕЗ ЖЕ. ТЫЕЛУ EJE EF 
ТІН Sk ТЕЛЕ TE, BJ IE R ЕКЕ tE — a WJ u 77 
可 按 下 式 计 算 


М, 
G, = x + L z 
N 
а = — + 2н. (11.2.4) 
М М, 
те 一 =” + ме, 
фи. 


P X rE MIP X y yt [н] КЗ 
关系 是 


N, 5 1 у 0 0 O 0 є 
N 1 0 0 0 0 
# — Ep 
| + 0 6 0 | 
N. | y, Í 
1 je E) 对 Ё бу o K o bo 01.2.5) 
м,| 17° 12 12 к Da 
称 E o 
Ma | ` 12 к; 
(1—0) 
М» 24 ка 
式 中 万 ,> 是 弹性 常数 。 如 将 上 式 表 示 成 第 阵 形式 , 则 有 
с = De (11.2. 6) 
或 өс” = рє, с) = Р 
А Екон), ОЗЕ 12 РЕК, В 
gt) Је 1 ре” Ü 
S: s= еә | D = | 0 ге) (11.2. 7) 


ЖНЖ 
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N, М, 
po К | w м) ay 
М, М, 
є, к, 
о | Lo æ= Я 
Ya є 
1 У 0 
pe = ; Et Ë » 1 ‚ _, ， р'® = pe 
0 2 
КУЛЕ ВЕ ЗАҚ Ж 
U = 1| эд (11.2. 9) 
或 [= 了 | erpmendg + +| ‹є®уїр®е®ай 
而 系统 的 总 势能 表达 式 是 
H,=U—W (11.2.10) 


#rB—W 是 系统 外 力 的 势能 。(11. 2. 9) ЖЕНДЕТ] ue Bb ГИ ЭР АЙЛЫҚ S PU 22 i 
状态 两 部 分 。 

如 果 轴 对 称 壳 体 所 承受 的 载荷 以 及 党 体 的 支承 条 件 都 是 办 对 称 的 , 则 壳 体 的 亿 移 和 
变形 也 将 是 轴 对 称 的 。 这 时 周 向 位 移 分 量 v 寺 0, 经 向 和 法 向 位 欧 分 量 w SU тө 仅 是 * BJ PB 
数 ,进而 应 次 分 量 7Y4,xw 和 内 力 分 量 Ns,Ms 也 将 不 再 出 现 。 这 时 (11, 2. 1) 和 (11. 2.5) 式 
晓 化 为 


f ди w 
| €s | TCusing 十 xecosé) 
Е = =; . 站 
| КІСЕ а) (11.2.11) 
қ, |45 Ж, 
ШЕ бей 4ш и 
Ka r |ds R 
和 和 
N, 1 v о 01fs 
N, 1 9 є, 
Et £ ры 
一 — м --- — 1. ` 
|М г Ж 5 lle, (11. 2.12) 
ғ 
М; 称 12 РА 
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11.2.2 ЖУ: 
单元 形状 如 图 11. 2 所 示 , 它 们 是 圆锥 壳 体 的 一 部 分 ,每 个 单元 有 两 个 结 点 ,每 个 结 点 


图 11.2 轴 对 称 沉 的 截 愉 单元 


的 位 移 参 数 在 轴 对 称 载荷 情况 下 是 
| а= [а w BJ] G = 1,2) (11. 2.13) 
ЖР u; zo, 是 总 体 坐 标 系 中 的 轴 向 位 移 和 径 向 位 移 分量 ,f 是 经 向 切线 的 转动 。 
单元 的 结 点 位 移 向 量 可 以 表示 成 
a° = ја, (11. 2.14) 
а; 


另 一 方面 ,单元 中 商 上 任 一 点 在 局 部 坐标 系 中 的 经 向 位 移 z 和 法 向 位 称 w 此 时 可 以 
分 别 是 * 的 线性 和 三 次 函数 , 即 
u = a, + 95 
ш = аз + as + ass" + а 
其 中 待定 系数 ,ay，… ,as 可 由 结 点 1 和 2 的 各 个 位 称 分 量 及 其 导数 n.u, (а/а), 
тил» (deo / ds), 加 以 确定 ,它们 应 满足 以 下 方程 : 


(11.2,15) 


a = w а= u, а = | = ‚ а + aL = из 
1 
4 (11. 2. 16) 
а; 十 aL + aL + aD’ = w а, — Pa,L, + 3a,L2 = | A 
2 
从 土 列 方程 组 解 出 21,0: 77306 以 后 , 代 回 (11， 2. 15) 式 ,可 以 得 到 
“| 
н = ' 
w] 
ші 
të, 


[=° 0 9 £ 0 0 е 
0 1—36 +0268 (Ё — 22 +Ë) 0 362 — 28: 1(— Ë + 23) 
ч; 


(а, 


(11, 2.17) 
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Rh £=s/L,L ЕЖЕЛ ЕКЕ. 
注意 到 ный. е, (dz ds); 和 и, кше ез 58; 之 间 存 在 如 下 关系 


[ “ Г сой siné 07 (2 
| Wi | sing cosg -> G = 1,2) (11.2.18) 


dw 
210905 М8 
将 上 式 代入 (11.2.17) 式 ,最 后 得 到 ww 用 结 点 位 物 向 量 a' ЕНЕҢ ЕТ 
и = ГМА N:AJa = № (11. 2.19) 
其 中 
y ri- £ 0 0 ] 
Lo 1—324+20 LE — 2Ë + Ë) 
(11.2. 20) 
£ 0 0 
м] | 
ір 32° — 22: Lie E +E) 


将 (1.2.19) 式 代入 (11. 2.11) 式 ,并 考虑 到 对 于 现在 的 截 锥 单元 ,1/R, 一 0, 可 得 


к= [BA BiAla = Ва (11.2. 21) 
其 中 
| - 
TI о 0 
а-Ф sing (1 一 3 + 22") cost LE — 26 + Ф) cosg 
В = 
0 一 (一 6+126 方  —(—4+6®+ 
24 Sinf a, Біпф 
0 = (= 6% + 6) 一 Q E + 30) = 
| А (11.2. 22) 
т 0 0 
sin (зи оры) 886 ро ep gpt 
r r r 
В; = | 
е6 L — à, 
0 (6 — 12) 7 C 2 + 60) 4 
|o ево S | 
r. r 
TFE N.B Mi оТ RAER ERE КОЛЕ ЖЫГЫ О", 
K = | BrDB2rrLdé (11.2. 23) 
如 将 K GRDE, І 
r- Б кь] 
К К} 
其 中 
1 1 ， 
к, = Х| | тәне aa Gail) i224) 
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如 有 侧 向 分 布 载荷 
F Ж 
p= | (11, 2. 25) 
其 中 P,P ОНА ЫНЫ ARRA R ШШ Т АЈДЕ s 的 函数 ,这 时 结 点 载荷 向 量 是 


@ = 1А | мре (4-1,2) (11.2. 26) 
且 о 一 (9; ©, aJ" 
HE 95.05.9 ЕИ =,r ТАЈ ТЕ ІНЕ, 
应 该 指出 ;在 (11.2. 220-011. 2.26) 等 式 中 的 +r 是 的 函数 , 即 
r = r, + Ініпде (11.2. 275 
关于 单元 刚度 矩阵 各 单元 载荷 向 量 的 积分 (11. 2. 23) 式 和 (11, 2. 26) 式 ,可 以 方便 地 利用 
一 维 Gauss 数值 积分 方法 进行 ,通常 采用 3-4 点 积分 方案 可 达到 足够 的 精度 . 另 一 方面 ， 
采用 数值 积分 方案 还 可 如 免 成 在 r=0 处 出 现 的 奇异 性 。 

关于 亮 体 单元 的 收敛 性 ,如 考虑 到 应 变 能 中 包含 了 位 覆 的 二 次 导数 , 则 根据 2. 4 节 的 
讨论 ,位 移 钞 数 中 应 包含 刚体 位 移 以 及 直至 用 位 移 二 次 导数 表示 的 常 应 变 项 .但 是 只 联 分 
析 一 下 几何 关系 式 (il' 2.1) 式 或 (11. 2. 11) 式 就 可 以 知道 ,对 于 党 体 结构 ,党 曲率 变化 ( 即 
“ia 为 常 值 ) 实 际 不 可 能 发 生 , 常 薄膜 序 变 ( 即 ea,ys 为 常 值 } 只 能 在 个 别 情况 再 发 
E. 此 时 ,只 要 将 位 移 函 数 包括 曲线 坐标 的 线性 项 就 可 达到 要 求 。 因此 光 体 单元 位 称 请 数 ， 
完备 性 的 要求 最 主要 是 应 包含 刚体 运动 的 位 移 模 式 ， 

轴 对 称 壳 在 承受 轴 对 称 载荷 的 情况 下 唯一 可 能 发 生 的 刚体 运动 模式 是 沿 * 轴 的 移 
动 , 即 # 二 常数 ,这 时 经 向 位 移 和 法 向 位 移交 

и = созфи, w=— singu (11. 2, 28) 
对 于 截 锥 单元 ,因为 区 为 常数 ,所 以 xyz 也 为 常数 。 而 单元 位 移 表 达 式 (11.2. 152% 91 
包含 了 常数 项 a 和 a;, 因 此 它 是 满足 完备 性 要 求 的 。 

至 于 单元 间 的 位 移 协 调 性 要 求 ,因为 结 点 参数 中 包含 了 转动 ( 即 drw/ds), 所 以 也 是 清 
足 的 。 

例 1 图 11,3 所 示 是 一 受 边缘 前 力作 用 的 圆柱 壳 ,过 匀 划 分 为 40 个 单元 进行 计算 ， 
结果 与 解析 解 符合 得 很 好 。 实 际 上 如 考虑 距 边界 一 定 虐 离 以 后 ,应力 变化 已 比较 平缓 , 采 
用 不 均 邱 间距 的 网 格 划分 ,单元 还 可 以 适当 减少 。 

例 2 图 11.4 所 示 是 一 有 中 心 孔 且 在 其 边缘 受灾 失 作 用 的 半球 形 壳 体 ,采用 不 均匀 
的 网 格 划分 , 共 划 分 28 个 单元 ,也 得 到 了 和 解析 解 符合 得 很 好 的 结果 。 

从 以 上 讨论 和 算 例 可 见 , 基 于 薄 壳 理论 的 截 锥 单元 表达 格式 比较 简单 ,在 实际 分 析 的 
一 般 情 况 下 精度 也 是 令 人 满意 的 ,因而 得 到 比较 广泛 的 应 用 。 但 是 截 锥 单元 也 存在 缺点 ， 
例如 由 于 它 用 一 定数 目的 直线 来 近似 子午 组 曲线 ,势必 引入 新 的 误差 ， 表现 在 沉 体 的 薄膜 
кини ишен. 在 某 些 情 况 下 ,所 引起 的 误差 可 能 很 大 (参见 11. 3. 3 他 

例 1)。 为 消除 此 影响 ,必须 将 单元 划 得 很 细 ,从 而 增加 计算 工作 量 。 再 如 截 锥 单元 中 由 于 
К,<=оо, Ы 8 一 dayds, 实 际 壳 体 如 果 оо, ДУ B=dueo/ds—u/R,, IUE R, 有 不 连 
ЛЕ тр,  иуш,дш/д8 作为 结 点 参数 , 虽 可 保证 它们 在 结 点 的 连续 性 ,但 不 能 保证 转 
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8.4 半球 壳 的 有 限 元 解 
角 的 连续 性 ,可 能 对 计算 结果 有 不 好 影响 。 还 有 在 者 体 不 是 很 藩 的 情况 АИЫ СОЗ 
面 作用 有 分 布 裁 荷 时 ,最 好 考虑 内 (外 ) 表 面 的 实际 面积 ,而 不 要 笼统 地 简化 到 中 面 上 进行 
计算 ,要 做 到 这 一 点 ,使 用 截 锥 单元 也 是 不 方便 的 。 基 于 上 述 种 种 考虑 , 曲 按 壳 元 { 子 午 线 
为 曲线 的 轴 对 称 壳 元 ? 仍 有 研究 的 必要 。 
曲 边 壳 元 和 截 锥 单元 的 区 别 是 在 单元 内 不 再 假设 $= 常数 ,因而 曲率 1/R, 也 不 再 等 
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于 零 , 好 处 是 在 儿 何 上 能 较 好 地 模拟 实际 壳 体 ,但 是 在 满足 位 移 模 式 中 包含 刚体 运动 这 一 
收 伍 性 条 件 方面 却 带 来 了 一 定 的 麻烦 ， 

AGL 2.28) 趟 已 知 , 当 党 体 发 生 刚体 运动 # 时 ,经 向 位 称 和 法 向 位 移 分 别 是 

и = созф, w = — singu 

当 # 不 是 常数 时 ,为 能 表述 此 运动 ,wy HABAR h ЯП а = АЕ ЖОЛИ, ОН ТТ 
算 上 的 麻烦 。 

克服 上 述 困难 的 一 种 方案 是 直接 将 单元 内 的 轴 向 位 移 和 径 向 位 物 w 直接 表示 成 
结 点 参数 的 插值 形式 ,这 时 只 要 的 表达 式 中 包含 常数 项 就 可 满足 刚体 运动 的 要 求 ,但 是 
在 位 移 和 转动 不 是 相互 独立 揪 信 的 情况 ,这 将 蓝 求 zx, 妈 同 时 至 少 是 上 的 三 次 多 项 式 。 这 
样 一 来 du/ds A ахо /ds 将 同时 包含 杜 结 点 参数 当中 .在 壳 体 厚度 不 连续 的 位 置 , 这 过 分 的 
连续 性 要 求 是 不 合理 的 。 同 时 这 种 单元 在 计算 上 也 是 比较 麻烦 的 。 因 此 我 们 不 准备 专门 
讨论 基于 办 对 称 薄 壳 理论 的 曲 边 单元 。 

在 以 上 关于 基于 薄 壳 理论 的 壳 性 单元 的 讨论 中 还 可 以 看 到 ,尽管 结 点 位 移 参 数 中 包 
含 了 截面 转动 癌 ,但 在 单元 内 8 不 是 独立 的 函数 (8 二 dw/ds) ,因此 要 求 z 具有 Ci 连续 
性 。 在 轴 对 称 壳 中 满足 C, 连续 性 并 不 困难 ,但 是 要 求 mw 至 少 是 ;的 三 次 函数 。 为 此 
Zienkiewicz 等 人 在 1977 年 提出 了 一 种 更 为 简单 而 有 效 的 截 锥 单元 ,在 此 单元 中 ,转动 
作为 独立 的 函数 ,这 样 ,插值 函数 只 要 求 惧 有 C, 连续 性 , 且 由 于 考虑 了 横向 前 切 变 形 , 单 
元 还 可 以 用 于 分 析 中 厚 的 壳 体 .以 后 的 研究 中 ,将 这 种 位 移 和 转动 各 自 独 立 擂 值 的 轴 对 称 
党 元 发 展 为 曲 边 的 形式 .因为 这 种 单元 也 是 C, 型 单元 ,我 们 将 发 现 它 不 仅 具 有 曲 边 党 体 
单元 的 优点 ,而 且 可 以 方便 地 包含 刚体 运动 模式 。 

上 述 两 种 位 移 和 转动 各 自 独 立 揪 什 ,同时 可 以 考虑 横向 前 切 变形 的 截 锥 单元 和 曲 边 
单元 。 将 在 下 一 节 中 予以 较 详细 的 讨论 ， 


1.3 ”位移 和 转动 各 自 独立 插值 的 轴 对 称 壳 体 单元 


11.3.1 考 串 横向 剪 切 变形 的 轴 对 称 壳 体 理论 的 基本 公式 


考虑 横向 剪 切 的 轴 对 称 壳 ,在 受 轴 对 称 载荷 情况 下 ,中 面 广义 应 变 和 位 移 的 关系 式 如 
下 ， 


+ 


йн w | 
T: + R. i 


І 
二 (using + ажсовФ) 


Ыз | (11.3.1) 


dw u 

ids RTP 

ЖР e, fl е 是 中 面 的 经 向 应 变 和 环 向 应 变 ,x, 和 к, 是 中 面 的 经 向 曲率 变化 和 环 向 曲率 变 
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化 ,y 是 横向 剪 切 应 变 。 和 上 述 各 个 广义 应 变相 对 应 的 是 中 面 内 力 ( 广 义 应 力 ) 
5 一 [NA М, М, ҮТ (11.3.2) 
ПЛ ЛИНК А ГЕ ТЕРЛЕТІЛГЕРЕСАТПЕЗ ЕЛЕНЕДІ ІШЕ 7]. 
广义 应 力 和 应 变 之 间 的 关系 是 
а-- Пе (11.3.3) 
E+ D JE RE EE Ë$ 


рө 0 0 ре» 0 
D=|0 2% o =| pe (11.3.4) 


0 
0 0 ре 
其 中 ре? ре, РВИ, ВАВ ЗЛЕ АА РЕА 


Е ПІ | Ë 
(m) —. Mim) 
ре” = | , р = 122 


1 — v 1 
Ei 5 
{п — — “е _ = № 
D? =k 2(1 +n)’ k 6 
者 体 应 变 能 表达 式 是 
го l| а _ 
0 fe Dan (11.3.5) 
或 U=} cewy Dmemdn + +| e) peant 1) oera 
20а 200 2 Jo 
其 中 
ЕӘ- [e], Е — М 
Eg к; 
11.32 截 锥 单元 


和 薄 壳 截 饶 单元 不 同 的 是 ,现在 的 截面 转动 8 是 独立 的 匿 数 。 在 单元 内 uw A ER 
次 的 函数 ,所 以 单元 内 的 位 移 可 直接 用 总 体 坐 标 内 的 轴 向 位 移 羡 各 径 向 位 移 亚 表述 ,而 
它们 又 可 直接 表示 为 结 点 参数 的 插值 形式 。 对 于 二 结 点 的 截 锥 单元 ,位 移 插 信和 表示 如 下 


z z š 
u= ХМи. w= УМ, 8- УМ, (11. 3. 6) 
其 中 N =1—£, N, =Š, ¿= /L 
HER uw 和 2 之 间 存 在 如 下 关系 
“1. cosg singin 
Шы [_ sing кыз. Ш (11.3.7) 


将 上 式 代入 (11. 2. 28) 式 ,并 注意 到 1/ 有 = 一 dh/ds, 就 可 以 得 到 用 总 体 坐 标 位 移 素 示 的 应 
变 表达 式 
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| | sing 
y) | ° 9 Еа 
| 一 sing 4 cosg 4. — 1 
将 (11. 3.6) 式 代入 上 式 , 可 得 
£ = [В. T = Ва' 
а, 
其 中 
| совф -y sing Ы 0 
0 N: 0 
> 
B; = 0 0 一 1 G = 1,2) 
0 Ü — sing — 
| 一 sing $ cosg ЧҮ — N, 
а; == Ги, т; ar (G = 1,2) 
ам, 1 ам, 1 
并 有 Ei а Т 
жу a ИЕР БӘРІ Suil ДЕ E U£ 
K = | B'DBrat2xL 
如 将 K 表示 成 分 块 形式 , 则 有 
Ki Ki: 
к= ік; кы. 
其 中 


i 
K; = [81 pB гізгі. Gj = 1.2) 
| | 


为 了 进一步 讨论 的 方便 ,还 可 将 站 © лий 
K = k, + K: 
其 中 
к,- [варе ваё. 


. 374: 


(11.3.8) 


(11.3.9) 


411. 3. 10) 


‹11.3.11) 


‹11.3. 12) 


K: — po | BrBrat2nL = DPK: 
AF ре, ро LARRA ERECL 3. 4) 式 ,分别 代 表 薄 膜 、 弯 曲 刚 度 以 及 前 切 刚 度 。 
B,, = [В Buls В, = [Ba Ba] (11. 3.13) 
Bri В, В| ЕС11. 3. 9) 式 表示 的 В, «В, 中 的 前 四 行 В, : 卫 : 分 别 是 其 中 的 第 五 行 。 
关于 单元 的 结 点 载荷 向 量 , 对 于 现在 讨论 的 情况 可 以 表 永 成 


Q; = | NiPrdêzaL G = 1,2) (11.3.14) 
其 中 
| Ру 
Q = 405 > Р = ік 
o. | Ра 
Ра» pu 分 别 是 轴 向 和 径 向 的 分 布 载荷 ,如 有 法 向 均 布 压力 р. MI | 
Ps =— psing ps = Pcosé рь = 0 (11.3. 15) 
РЕ ал ДЕЕ ЕН АДЫ, Аалы НІ БН sek rE 
Ка = Q (11.3.16) 
或 (Ks + DOR Da = Q 


需要 指出 的 是 ,因为 位 移 和 转动 各 自 独立 的 壳 体 单元 ,在 本 质 上 和 Timoshenko 梁 单 


元 及 Mindlin 板 单元 相似 ,因此 在 形成 蜀 度 矩阵 时 ,需要 间 时 保证 下 的 非 奇 异性 和 外 ,的 
奇异 性 。 具 体 仍 可 采用 减 缩 积 分 .选择 积分 .假设 剪 切 应 变 或 苦 代 形状 函数 等 方法 。 因 为 
轴 对 称 壳 元 也 是 一 维 单元 .。 如 同 Timoshenko 梁 单 元 情况 , 减 缩 积分 和 假设 前 切 应 变 及 替 
代 形 状 函 数 这 几 种 方法 实际 上 是 相互 等 价 的 ,这 里 就 不 再 一 一 重复 ， 对 于 现在 的 截 馆 单 


元 ,可 以 方便 地 采用 一 点 积分 ,以 达到 同时 保证 的 非 奇异 性 及 KX, 奇异 性 的 目的 . 算 例 表 
明 , 计 算 结 果 是 很 好 的 。 有 反之 如 采用 精确 积分 ,对 于 薄 党 情况 ,结果 很 差 , 对 于 很 薄 的 完 , 将 
发 生 剪 切 锁 死 。 

为 证 实 上 述 位 移 和 截面 转动 各 自 独立 插值 截 锻 单 元 的 有 效 性 ,在 图 11.5 和 图 11. 6 
中 给 出 两 个 曲面 壳 体 的 例子 .前 一 算 例 是 关于 均匀 压力 作用 的 球形 顶 盖 的 ,有 限 元 解 与 解 
析 解 以 及 其 他 经 线 为 曲线 的 壳 体 单元 的 计算 结果 进行 了 比较 。 后 一 算 例 分 析 的 是 内 压 作 
用 下 的 贺 环 党, 这 是 一 个 过 体 理论 中 比较 复杂 的 问题 ,没有 精确 的 解析 解 进行 比较 ,只 与 
其 他 曲 边 过 元 有 限 元 解 以 及 数值 解 进行 了 比较 ,从 比较 中 可 以 看 到 ,尽管 用 截 欠 单元 对 经 
线 为 曲线 的 旋转 壳 体 进行 离散 ,在 几何 上 带 来 一 定 误差 ,但 它 的 影响 并 不 那么 显著 ,因为 
在 上 述 二 个 算 例 中 ,只 分 别 采 用 了 10 个 和 18 个 戴 锻 单元 ,就 得 到 相当 满意 的 结果 。 


11.3.3 曲 边 单元 


此 单元 有 3 іі, Ат roe 和 总 体 坐标 内 的 位 移 志 ,二 及 转动 8 采用 相同 的 插值 表 
ЖІ 
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MN т/а) 


t fem >x lo 


тыш! 


一 


1 1 1 і 1 | ПИА | 
- 90 --70 50-30- 10 10 30 59 70 $% 
ғ 


一 5 
35° 30" 25° 204 154 10° 5 0° 
о ІНІН Climoshenk2) 


Ш ih Et që (Chan and Firmin, 1970) 


a 曲 过 有 有限 元 解 LDalpak 1975) -e~ 7 (Giannini and Miles, 1970) 
ETW Zienkiewicz 等 -0-H u(Delpak, 1975) 
езх н E y ЖИН Zienkiewicz 6.1977) 
ih) 


图 11.6 REER KIHTE 


11.5 
图 均 压 作用 的 球形 项 盖 (a) 单元 划分 G RHEE 


3 3 
r = SIN & 一 SIN, 
еті 


іші 


, ; А (11. 3. 17) 
+ = КЕТЕ w = SIN, В = SIN, 
其 中 № = N = d — &) (1 — 28) 
RE EREE OSES 
‚ 4 dri? 
ju 7-%- q) +l (11. 3.19) 
则 参见 图 11. 7 可 得 
_dz 14-1 «ХУ, 
cost = ç = J dË = 7 27 Ее 
(11. 3. 20) 
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进一步 可 以 利用 标准 步 双 计 算 单元 刚度 矩阵 和 载荷 向 量 , 各 有 关公 式 和 (11. 3. 8) ~ 
(11.3. 44) 式 形式 上 相同 ,只 是 此 时 i 一 1,2,3; 同 时 各 式 中 工 应 代 之 以 JC01. 3.1) 式 )， 
并 置 于 积分 导 内 。 以 Kill О: 为 例 ,对 应 于 (11, 3.11) 和 (11. 3. 14) 式 ,可 以 表示 为 


кї, = | BIDBJd ~ 2л (isj = 1,2,3) (11. 3. 21) 
о = | wervds "ж  G=1,2,3) (1.3.22) 

各 式 中 №, 应 用 (11. 3.18) 式 代入 ,同时 
DD М — ta 2 1.3.29) 


311.7 二 次 曲 边 壳 元 


关于 单元 刚度 矩阵 ,需要 补充 以 下 两 点 ; 

1. 中 间 结 点 3 的 位 移 参数 а, (и, ,ws,B,) 可 以 通过 内 部 凝聚 的 方法 用 端 结 点 1,2 的 
位 移 参 数 а, (и, sto vB а, Си» stw 8,) ЯШ 来 。 这 祥 做 的 结果 只 有 G G; 出 现在 结构 的 
求解 方程 组 中 ,从 而 减少 了 计算 工作 量 。 


2， 为 保证 K 的 精度 和 下 ,的 奇异 性 ,应 选择 二 点 Gauss 数值 积分 方案 ， 
关于 (11. з. 22) 式 表示 的 结 点 载荷 向 量 , 应 注意 到 它 是 考虑 分 布 载荷 作用 于 中 面 的 情 
况 , 如 考虑 实际 载荷 作用 于 内 (外 ) 面 的 影响 ,可 代 之 以 
© = | Nipr* J dé2n G=1,2,3) ` (11. 3. 24) 
其 中 
” = r соз), ғ -J + (11.3. 25) 


式 内 "十 "和 “一 ”分 别 用 于 载荷 作用 于 外 表面 和 内 表面 的 情况 ,上 式 中 R, 可 用 下 式 计 算 
1 44 lidizdr dir dz 


R, ds ра 42 аға 


一 (о + z; 一 259) А — (r, + r, — 2r,) > “| (11.3. 26) 

EAEI вре ҰЛЫҢ ERRA ARER ROL. 3. 17) 式 中 ,并 未 引入 

子午 线 切 线 的 角度 8 作为 续 点 参数 ,所 以 在 端 结 点 上 不 能 完全 保证 切线 的 连续 性 ， 但 是 由 

于 利用 了 二 次 曲线 来 近似 真实 亮 体 的 子午 线 ,通常 是 足够 精确 的 ,和 截 锥 单元 (每 个 单元 
内 g 一 常数 ,17R, 一 人) 比较 仍 是 有 很 大 改进 的 。 这 点 在 以 下 的 例 1 中 得 到 明显 的 证 实 。 
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бі REENA 42 R=100em, ЕЁ г бст, 5 р=20МРа 的 内 压 作 用 ,薄膜 
应 力 解 是 
N, _ N. 


= = = 167MPa, s; F; z 


如 果 用 本 节 所 讨论 前 二 次 曲 边 壳 元 进行 计算 ,只 需 用 5 个 单元 就 可 得 到 很 精确 的 结 
Ж, 这 时 算得 在 顶部 区 域内 mm 一 167MPa,o 一 一 40.6MPa、 如 果 存 结 点 数 相 同 的 条 件 下 采 
用 10 个 截 锥 单元 进行 计算 将 产生 较 大 误差 ,得 到 的 结果 是 N,/t= 182МРа, No 一 
171MPa,oz 一 一 18MPa。 直 至 网 格 加 密 至 40 个 单元 方 得 到 和 二 次 曲 边 单元 相同 的 精度 。 

例 201 下 力 分 别 作 用 于 内 、 外 表面 的 球形 顶 盖 。 将 压力 简化 为 作用 于 中 面 的 情况 即 
是 11. 3.2 节 内 用 截 锥 单元 计算 过 的 算 例 ( 见 图 11.5)。 现 用 10 个 二 次 曲 边 壳 元 进行 计 
算 , 比较 压力 分 别 作用 于 内 外 表面 引起 的 差别 。 并 和 Timoshenko 的 解析 解 (假定 压力 作 
ЯР ЕПЗ ТАШ. NoN, 的 数值 分 别 列 于 表 11. 1 和 11.2, 对 应 的 曲线 绘 于 图 11. 8。 


6M, _ SM, 


31.1 AEEA м, 


P W 析 Ж 有 限 元 解 有 限 元 解 
《压力 作用 于 中 面 } 5 压力 作用 平 外 表面 ) 《压力 作用 于 内 表面 ) 
0° | —47. 48 —49.14 — 45.91 
5 | — 47.50 —49, 11 一 45.90 2 
10% —47.17 —48. 69 Г 一 45.54 
15 —45.02 一 46. 50 — 43.50 
20° 一 39. 05 —40. 50 一 37. 92 
25° 一 27. 74 -29.16 一 27. 29 
30° —14. 31 18.398 
—6. 25 一 5. 84 


#11.2 8 М, 


А Е 析 解 ARR 有 限 元 解 
《压力 作用 于 中 面 》 (压力 作用 于 外 表面 } ‘压力 作用 于 内 表面 } 
人 — 0.294 —0,582 —0.48 
5° 一 0.377 —0. 548 一 0.487 
10° ИШЕ —2. 451 一 2.309 
15° T -5.451 - 一 5. 409 —5.077 
20 一 8.135 一 7. 293 —7. 428 
25° 一 一 6. 687 -6.223 -5.827 
30% 5.756 6. 548 6. 13 
35° 37.675 3⁄3 34.91 


Ë Е 30% 
н 8 Ë 
5 20 р N ж 20 
£ Í А т 
之 30 ` = 10 
i 
A 
40 H ° 0- —в——8 
© ^ 5 2 6—79 
2 б - -- J0} 1 erne- — 1 ---.--- 


2 


90: 1 1 1 | 
35° 20° 25° меооуу 10 Б 35° 30° 254 20° 15° 10 5 0° 


- 


ЖЕ 11.8 ЖЕҢЕ йш А.М, 分 布 
一 інін; O 压力 作用 于 外 表面 的 有 限 元 解 :A 压力 必用 于 内 表面 的 有 限 元 解 


从 土 列 结果 可 见 , 虽 然 此 算 题 中 顶 盖 相当 萍 G /R— 3. 3%) ,相同 的 压 为 分 别 作用 于 内 
外 表面 ,最 大 应 力 相 差 可 达 7?%。 如 果实 际 结构 的 壁 厚 较 大 ,此 影响 更 是 必 须 考虑 的 ,因此 
考虑 载荷 作用 的 表面 ,对 载荷 项 引入 必要 的 修正 是 有 意义 的 。 

біз 内 压 作 用 下 的 三 心 顶 盖 , 几 何 形状 如 图 11. 9 所 示 , 这 是 一 个 有 多 处 曲率 突变 
点 的 旋转 壳 , 共 使 用 50 个 曲 边 单元 进行 计算 , 表 11.3 列 出 它 的 环 向 薄膜 应 力 Na/t ЖҰЗ 
向 弯曲 应 力 6M./ 的 有 限 元 解 , 表 中 还 列 出 了 Novozhilov 的 渐 近 解 (该 解 是 精度 为 
V4/ 有 & 量 级 的 近似 解 ,只 作为 比较 的 参考 ) ,曲率 突变 点 的 最 大 应 力 两 者 相差 为 3%。 再 一 
次 表明 此 种 单元 的 可 车 性 和 有 效 性 。 


ra= 0.217 w=] фав 


алысы 
Fr = x= 


ñ. = 36" "=D.311 


图 11.9 受 内 压 的 三 心 顶 盖 


42370. 


# 11.3 三 心 顶 盖 的 应 力 结果 


a,(=6M,/Ë) : prit әсе Nett) + prit 
> — 
тж ARLE жой | 有 限 元 解 
1 — 1. 
球 
一 20* 0.64 0. 40 — 0.74 — 1.10 
—275° 1.62 | 1.57 | —0, 85 -1.16 
一 30* 3.34 3.35 —0. 48 一 0.72 
—36° 5,62 5.46 1.49 1.18 
| 
ж 


1.034 d 


0.99 


1.00 


1.4 ЕТА 
11.4.1 几何 形状 的 规定 | 


ТН СИЕ э АЛА КЗ Жа. л {ЕТП ЖЕНТ. лс АТА 11.10 所 示 ,其 中 
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гос 是 总 体 坐 标 ,z 是 壳 体 对 称 轴 ,#,? EB RER OISE D APARRA E. 
设 沿 厚度 方向 位 移 为 线性 变化 ,所 以 沿 厚 度 方向 只 有 两 个 结 点 :ze 和 ік. 


图 11.10 轴 对 称 超 参数 党 元 


单元 内 任 一 点 的 坐标 可 表示 为 结 点 坐标 的 插值 形 式 
Cl- ENE) что э" + XN. а-ы” р (11.4.1) 
其 中 nx2 是 单元 结 点 数 ,Ni 所 是 一 维 Lagrange WARN. Кай 


ы уф? + ум) 1у, (11.4.2) 
z im] ЕТІ i=] 


Ca Uh Eeh 
“te ee 


《rw) 中 本 是 中 面 结 点 的 总 体 直角 坐 标 ,WVs 是 连结 下 表面 结 点 ig 到 上 表面 结 点 is 的 向 量 。 


其 中 


(11.4.3) 


引入 记号 
б == и | = У (Ar + (дг)? ‹11.4.5) 
和 УН Jy ШП4т88 
соз] [Дл/ 
六 ат) (11.4.6) 
WALA DRTE R 
r т ri " ғ, созй | 
| 之 © + Ум 1084 (11.4.7) 


为 适应 以 后 描写 位 移 的 要 求 ,Ys 应 尽 可 能 接近 中 面 的 法 线 方向 。 如 果 Vs 和 法 线 方向 
重合 , 则 “等 于 ;点 的 壳 体 厚度 。 上 各 即 为 ;点 的 中 面 法 线 和 水 平面 的 顽 角 。 这 时 # 将 不 能 
是 任意 给 定 的 ,而 应 依赖 于 中 面 上 各 个 结 点 的 坐标 。 即 
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, $ dz _ dz dš 1 dz 
cos? = 7 dÉ ds J dë 


1 
J 3 
4 (11.4.8) 
. dr drd - ldr _ р dN 
Ni 
其 中 
_ d: _ dr) ° dz): _ ' ам; 2 ‚я dN; 
J = 4 = dë + é] 一 之 ағ? HX a (11.4.9) 


以 上 两 式 中 7,zx 是 中 面 上 任 一 点 的 坐标 ,* ЖЕЙН Bi TP ЖИЛЫ. 
对 于 上 述 情况 ,只 要 有 各 中 面 结 点 的 坐标 和 厚度 ,就 可 以 接 写 壳 体 的 几何 形状 。 如 果 
索 体 的 厚度 是 不 变 的 , 则 问题 进一步 简化 为 只 需要 知道 中 面 上 各 结 点 的 坐标 ,这 就 是 一 般 
壳 体 单元 的 情况 。 | 
НІМ ЖЕ, КН = К ШАГ КАЙ Е уйл 11.11 所 示 ,它们 的 插值 函数 分 
Be 


1 


线性 单元 N= (1+4) =+] 
二 次 单元 Шаң м-сазыо 
边 中 结 点 N,=(1—#) > (11.4.10) 


三 次 单元 маң Not IHE) 


| 


边 内 结 点 М= AE) HE) ¿=+ 


11.4.2 BHH 


We Alle Е Е Bi rh 8 ЕЛЕР БЕН ТИПКЕ ЖЕЛЕ 
任 一 点 的 位 移 可 由 中 面 结 点 沿 总 体 坐 标 roe 的 位 移 分 量 w,v 及 法 线 的 转动 a 表示 (参见 
图 11.12), 在 壳 体 单元 内 ,中 面 结 点 і 的 位 移 参数 是 Wis Ui io 如 果 Vs 种 法 线 方向 一 致 ， 局 
时 а, 是 微小 的 转动 , 则 单元 内 任 一 点 的 位 移 可 通过 结 点 位 移 插 值得 到 
“= умее + умт 下 G1.4.11) 
上 式 中 下 标 “ 中 面 ”今后 可 省 去 ,并 订 写 成 标准 形式 


а, 

Га й 

“= ГА, N, М.) Š (11, 4. 12) 
а, 


其 中 
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《11. 4. 13) 
0 M NA 全 cos 和 
从 上 式 可 见 ,此 种 单元 每 个 中 面 结 点 有 3 个 位 移 参 数 , 而 从 (11.4.1) 式 可 见 , 和 每 个 
中 面 结 加 对 应 的 几何 参数 是 4 个 Cris ,2 癌 ,rm*zm7。 因 为 几何 参数 多 于 位 移 参 数 ,有 所 以 这 
种 单元 称 为 超 参 单元 ,在 第 4 章 中 曾 述 及 起 参 单元 一 般 是 不 能 自动 满足 收 化 准 则 的 ,但 对 
于 现在 这 种 单元 ,刚体 运动 及 常 应 变 条 件 都 能 满足 ,所 以 收 化 性 得 到 保证 。 


іші 


(hy 


[111.11 Н {11.12 М ИН 
(a) 线性 的 Өске (C) 三 次 的 


11.4.3 应 变 和 应 力 的 确定 


按 壳 体 理论 的 基本 假设 ,在 ?一 常数 曲面 的 垂直 方向 应 力 应 等 于 零 ,因此 应 在 以 此 方 
向 为 ”~ 轴 的 局 部 坐标 系 ”,z' 内 确定 壳 体 的 应 力 和 应 灾 。 


首先 确定 ?一 常数 曲面 切线 方向 的 单位 向 量 , 此 向 量 可 用 下 式 表 示 
у, = жр И (11. 4.14) 


其 中 Јар = 
如 利用 (11. 4.7) 式 , 则 上 式 内 
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а L dN, "бақы, 1; 
эё = dt 27 а ронй 
е m (11.4.15) 


N, h 
— 487? 


(11. 4.16) 


这 样 一 来 ,就 可 得 到 总 体 坐 标 系 ror MARERA r ,” 之 间 的 转换 关系 式 


人 = ol |, | ЕСА (11. 4.17) 
z z! | z z 
其 中 
ах дг 
_ _ 1 35 аё 
ё=[у, V.] TFD] ar az (11.4.18) 
дє аё 


E w',v' 是 局 部 坐标 x',z' 方 向 的 位 移 分 量 ,同根 据 о, =0 的 假设 ,和 轴 对 称 变形 的 要 
求 ,在 局 部 坐标 系 需 要 计 及 的 应 变 分 量 是 


до 
Е, а” 
Е = 48р >= Е (11. 4.19) 
7, дт’ ди! 
ər T az 


在 计算 # 中 的 各 个 位 移 偏 导 数 时 ,需要 进行 二 次 坐标 转换 。 首 先是 总 体 坐 标 r,z 和 自 
БАЛ т.е (НЧЕ 


ди д> 9u 9% 
а а а а 
И И Г! 7 7 (11.4. 20) 
au 99 ди av 
дс дт Әс 26 
其 中 了 是 Jacobi Ш 
ar да 
а д 
J = 7 7 《11. 4. 21》 
ar да 
дё аё 
其 次 是 将 总 体 坐 标 系 的 各 个 位 移 偏 导数 转换 为 局 部 坐标 系 的 位 移 偏 导数 ,对 此 可 以 写成 
gu әу] fou av 
ar! ar or Әк аг, 
әш av = Ju av (11.4, 22) 
д2 д! Jz Jz 
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利用 以 上 各 式 , 最 后 可 将 引 表 示 成 
m, 


е = [Bi Bi Bl (11. 4. 23) 


局 部 坐标 系 内 的 应 力 利用 弹性 关系 可 表示 成 


б. 
= = | - ре (11. 4. 24) 
Tog 


其 中 


р 611. 4. 25) 


0 
_ £ |" 1 0 
o is 1 一 


0 0 4 
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11.4.4 刚度 矩阵 和 结 点 载荷 的 计算 
单元 刚度 矩阵 可 直接 在 自然 坐标 中 用 下 式 计算 
K= x= f втрв ПРЕ (11. 4. 26) 


具体 计算 步骤 可 按 第 4 ЖОТЕЛ B ЕЗЕН ЕККЕННЕН. 

在 ?方向 ,应 变 是 线性 变化 , 故 可 用 2 个 高 斯 点 。 至 于 上 方向 ,情况 和 上 节 关 于 考虑 前 
切 变形 壳 体 单元 的 讨论 相同 ,应 采用 减 缩 积分 方案 ,具体 选择 是 对 于 2 次 单元 ,方向 用 2 
个 高 斯 点 ,3 次 单元 用 3 个 高 斯 点 。 如 采用 精确 积分 方案 , 当 t 很 小 时 ,可 能 出 现 过 大 的 横 
前 应 变 能 的 虚假 现象 ,从 而 发 生 “ 锁 死 ”, 使 得 计算 结果 远 远 小 于 真正 解 。 

这 两 种 壳 体 单元 的 类 似 现象 有 其 内 在 的 联系 。 在 前 面 我 们 已 经 提 到 , ш 1 一 常数 , 且 
vs 和 中 面 法 线 方向 一 致 时 , 超 参 单元 可 以 用 和 考虑 前 
切 变 形 的 亮 体 单元 相间 的 参数 来 描述 党 体 的 几何 形 
状 。 在 此 条 件 下 如 再 引入 竞 体 理论 范围 内 所 允许 的 一 
定 简化 ,就 可 将 超 参 单元 转化 为 考虑 前 切 变形 的 沉 元 ， 
因此 这 两 种 单元 在 本 质 上 是 完全 一 致 的 。 用 于 实际 计 
算 , 两 者 有 相同 的 精度 和 收敛 性 质 ,但 是 如 果 比 较 上 述 
两 种 单元 的 表达 格式 和 计算 步 又 ,无 疑 地 ,考虑 前 切 变 
形 的 沉 元 要 比 超 参 单元 简单 得 多 ,这 是 由 于 前 者 的 公 
式 中 已 经 在 7# 方 向 进行 了 积分 ,使 问题 简化 为 一 维 问 g 
题 超 参 单元 之 所 以 还 有 讨论 的 必要 ,是 因为 处 理 变 厚 图 11. 13 ERETO 
度 以 及 党 体 曲面 切线 有 不 连续 时 仍 有 一 定 方便 。 后 一 情况 如 图 11, 13 所 示 , 亮 体 中 面 在 ; 
点 是 不 光滑 的 ,此 处 中 面 法 线 是 不 定 的 ,因此 wv 就 也 不 可 能 选择 得 与 中 面 法 线 方 向 一 致 ， 
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如 采用 一 艇 壳 体 单元 ,将 带 来 比较 明显 的 误差 ,而 超 参 单元 则 还 能 比较 恰当 地 处 理 此 种 情 
%. 


1.5 不 同类 型 单元 的 联结 


在 很 多 工程 实际 问题 中 ,常常 遇 到 三 维 连续 体 和 薄 壁 板 党 组 成 的 结构 ,图 11.14 所 示 ' 


190ст 


эю 


十 一 ! 
1 


1бс 
00 150 о, T Aa 
Ы--ІИ».беп----4 "m 


图 11, 14 容器 封 头 和 接管 结构 


为 轴 对 称 容器 封 头 上 有 一 图 柱 壳 接管 。 在 柱 壳 和 封 头 的 联结 区 域 ,为 降低 应 力 集中 的 影 
响 , 结 构 上 做 了 补 强 . 对 于 这 种 结构 ,进行 有 限 元 分 析 时 ,合理 的 方案 是 在 封 头 和 柱 壳 部 分 
利用 轴 对 称 壳 体 单元 ,而 在 它们 的 联结 区 域 利用 轴 对 称 实体 单元 进行 离散 ,如 图 11. 15 所 
Ж. 但 是 这 两 种 类 型 单元 结 点 的 型 式 和 配置 不 可 能 一 致 ,为 保证 交界 面 上 的 位 移 协调 ,就 
要 研究 各 解决 不 同类 型 单元 的 联结 问题 。 


1.51 多 点 约束 方程 


不 失 一 般 性 地 可 以 图 11. 16 所 示 变 界面 为 例 。 实 体 单元 在 交 蛋 面 上 有 结 点 1,2,3, 结 
点 位 移 参 数 是 yoiywavoayxayzs; 壳 体 单元 的 结 点 2 ,一 般 情 况 下 可 能 有 3 个 位 移 参 数 ， 
из эй» эе» 
为 保证 交界 面 上 位 移 的 协调 性 ,除了 so, 明显 地 应 和 н» vvz 相 一 致 外 ,其 他 位 移 参 
数 也 不 能 是 完全 独立 的 。 如果 将 实体 单元 的 位 称 参 数 转换 到 到 * 轴 沿 交界 面 的 乌 部 坐标 系 
7",z “中, 即 按 下 式 计算 得 到 
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2009- 


ziem 


Too 


LOG 


11.15 Жл Р 11.16 两 种 类 型 单元 的 联结 
сї), ) 老 体 单 元 ,( 1 ) 实 体 单元 


ur -| cosé sing ІШ 
Ы Е — sin cosg. |; 


G 一 1,2,3) 


(11.5.1) 


AP w ,vr 分 别 是 沿 交 界面 和 垂直 于 交界 面 的 结 点 位 移 分 量 , 则 vi ,vt oz 应 保证 交界 
面 在 变形 后 仍 保持 为 直线 ,并 和 壳 体 截面 在 转动 记 .后 相 协调 。 上 述 各 个 位 移 协 调 条 件 可 


一 并 表示 为 
из = Ну, © = Uys, U = U, + r 
v3 Su 一 28» 
其 中 ә) = — singu, + cos, 
上 式 还 可 改写 成 下 列 形 式 
Wa Hy 
Фұс- Up 
С-4- 2 — — і = 0 
singlu, 一 u) 十 соз (о — v) 2 Be 


— віп%(и) — H) 一 соз (и 一 v) + 28, 


(11.5. 2) 


(11. 5. 3) 


这 就 是 存在 于 交界 面 上 9 ЖИ Жи, О еҙ Uas Hs Us y Еу Ор В, ) 之 间 的 约束 方程 。 
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在 实际 计算 程序 中 ,引入 上 列 约束 方程 时 有 两 种 方案 可 供 选 择 。 
1. ЖНА 
首先 通过 罚 数 将 约 东 方程 引入 系统 的 能 量 泛 函 

H: = If + асс 


其 中 五 是 未 考虑 约束 条 件 时 系统 的 能 量 泛 函 , 它 是 由 实体 单元 和 壳 体 单元 两 个 区 域 能 量 
А: е ЕЗ , 

H П" 一 0, 可 以 得 到 

СК, + аК,)а = 0 

ЖН a, Q АЖО ТАСТ ТЕ, К. 是 未 引入 约束 方程 时 的 系统 刚度 矩阵 ， 
K, 是 由 于 引入 约束 方程 而 增加 的 刚度 矩阵 。 

求解 上 列 方程 组 ,可 以 得 到 满足 约束 方程 , 即 满足 交界 面 上 位 移 协调 条 伞 的 系统 位 移 
场 。 利 用 此 方法 时 ,一 个 重要 问题 是 罚 数 a 的 选择 。 理论 上 说 ,a 越 大 ,约束 方程 就 能 越 好 
地 得 到 满足 , 但 是 由 于 K, 本 身 是 奇异 的 ,同时 计算 机 有 效 位 数 是 有 限 的 ,a 过 大 将 导致 系 
统 方程 病态 而 使 结果 失效 。 一般 情 况 下 a 只 能 比 K, 中 的 对 角 元 素 大 10 一 10: {@, КЫ #8 
东方 程 只 能 近似 地 得 到 满足 。 

2. 直接 引入 法 

由 于 交界 面 上 9 个 位 移 参 数 之 间 存 在 约束 方程 (11. 5.3) 式 ,所 以 它们 只 有 5 个 是 独 
立 的 。 如 果 选 择 ит ,ay ,wz ут» ;Po 作为 独立 的 位 移 参 数 , 则 实体 单元 的 6 个 位 称 参数 (x,， 
дм tota o MEM ЇН] АТАНЫ Ж: 


[cosg 0 віп?ф — віпфсозф — Tsing 
“ і + 
v sing 0 一 віпЖов%Ф сов:% cosg t 
i шщ 
и» 0 0 1 0 0 
== ну (11. 5. 4) 
©з 0 0 0 1 0 
ор 
“а 0 соз sin2# 一 віпфсовф Lsing Ё, 
©з 2 
| 0 sing - sinécos# сов 一 соз 


直接 引入 法 是 将 上 列 转换 关系 式 引入 实体 部 分 的 刚度 矩阵 和 载荷 向 量 , 经 转换 后 的 
实体 部 分 的 刚度 夭 阵 和 载荷 向 量 可 按 通 常 的 步 又 ,与 沉 体 部 分 的 矩阵 或 向 量 集 合成 系统 
的 刚度 矩阵 和 载荷 向 量 ,从 而 得 到 系统 的 求解 方程 组 。 

直接 引入 法 和 子 结构 法 结合 使 用 是 一 种 简便 有 效 的 计算 方案 。 此 时 具体 步骤 如 二 ， 

(1) 实体 部 分 和 壳 体 部 分 分 别 形成 刚度 矩阵 和 载荷 向 量 。 

(D 将 转换 关系 式 (11.5. 42 引 入 实体 部 分 的 刚度 矩阵 和 载荷 向 最 ,由 于 交界 面 上 的 
位 移 参 数 通常 排列 在 实体 部 分 位 移 向 量 的 开头 或 末尾, 此 转换 是 比较 方便 的 。 

(3) 对 亮 体 部 分 交界 面 以 外 的 所 有 自由 度 进行 具 聚 ,并 将 最 后 得 到 的 对 应 于 位 移 参 
Ж uz zzypx 的 删 度 惩 阵 和 载荷 向 量 作为 者 体 子 结构 的 贡献 集合 到 实体 部 分 的 刚度 矩阵 
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和 载荷 向 量 中 ,从 而 得 到 系统 的 求解 方程 组 。 
直接 引入 法 可 使 约束 方程 (11. 5. 3) 式 精确 地 得 到 满足 , 当 它 和 子 结构 法 结合 使 用 时 
不 仅 不 带 来 计算 上 的 麻烦 ,反而 可 以 节省 情 存 和 计算 量 ,所 以 是 一 种 较 好 的 方案 。 


11.5.2 过渡 单 元 


Surana 曾 先 后 提出 用 于 轴 对 称 应 力 分 析 和 三维 应 力 分 析 的 过 渡 单 元 以 解决 不 同类 
型 单元 的 联结 问题 中 ,他 所 考 虚 的 实体 单元 是 等 参 单元 , 沉 体 单元 是 赔 化 亮 体 单元 ( 超 参 
270) ,而 过 浪 单 元 实际 上 是 这 两 种 单元 的 结合 .以 轴 对 称 问 题 为 例 , 相 匹配 的 这 三 种 单元 
的 形式 如 图 11.17 Ж. | 


0 


图 11.17 (а), (Ф Аал, (5), ЗЕН 《ce) (ЯШ h G 
Живе ноя, 2 IE s A 


小 Умее" (11.5. 5) 
“= Уулу, (11.5. 6) 
其 中 n 是 实体 单元 的 结 点 数 ， 
对 于 轴 对 称 赔 化 亮 体 单元 ,有 
іт ш ғ ш | Л 
| = Умее | 十 и (11.5.7) 
> і=1 ЕСІ іші sing, 


н - т, | ы; m 二 |] 一 sing; 
4 Умее + ENO H соз, h (1.5.8) 


E n ЖАЖА. 
利用 以 上 各 式 , 对 于 过 渡 单 元 可 以 建立 其 坐标 和 位 移 的 插入 表示 式 如 下 ， 
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ІҒ _ т қ; л к; a | кы 
Мы Хом, Иш Ум) 2 „мт 2 е, 


1 т=т-+Е1 
(11.5.9) 
-- sing 


т п 


и ш б, н; ы t 
| = we 上 Умее. + ÜNE H 


— Mama ii сов% i 

(11.5. 10) 
其 中 m 是 过 渡 单 元 中 各 实体 单元 相关 的 结 点 数 ,n 一 m ЯІЛМЕН НАН АК, л 是 
过 渡 单 元 的 结 点 总 数 。 

从 上 式 可 见 ,建立 过 渡 单 元 的 几何 和 位 移 的 插值 表示 式 是 没有 困难 的 ， 

值得 注意 的 是 在 形成 单元 刚度 矩阵 时 ,如 何 确 定 积分 点 应 变 和 应 力 。 我 们 知道 ,对 于 
实体 单元 可 以 在 总 体 坐 标 ~,* 内 利用 几 合 关系 从 位 物 确 定 轴 对 称 问题 的 全 部 应 变 分 量 ; 
Ers Ear 6..7, НМ ТИАН ЛЛ ЛЫ ХАН Й ЕЕ БАЛАЙ с ARI 3 个 应 变 分 
E ice Ens Pee эт ЖАТ e. ШУКИ Ж ia. = 0, с, (е, ез), ТШ Л, 
何 关 系 , 从 位 移 的 插值 表示 式 计算 sj ,只 能 得 到 e= 0 的 结果 ,这 是 由 于 建立 党 体 单元 的 
位 移 插值 表 东 式 时 已 引入 “ 壳 体 的 法 向 位 称 w' CE,) 在 厚度 方向 的 变化 是 可 以 忽略 的 , 即 
u! (E peu (2,0) — ЕҢ. 

在 过 渡 单 元 中 ,由 于 一 部 分 位 移 插 值 函 数 取 自沉 体 单元 ,也 就 将 上 述 关于 法 向 位 移 前 
假设 引入 了 位 移 的 插值 表示 式 。 这 样 一 来 ,即使 在 过 渡 单 元 中 靠近 实体 单元 的 部 分 积分 
点 , 利用 几何 关系 计算 Ep s Eg s Ee s Vre (аҚ 6. без Er эру) ,也 会 由 于 在 掌 近 壳 体 单元 部 分 引信 
T s= 这 一 过 分 强制 的 约 东 ,而 在 局 部 区 域 产生 不 合理 的 附加 应 力 , 所 以 Surana 在 他 
的 文章 中 指出 : 在 过 渡 单 元 中 ,如 何 确 定 应 变 和 应 力 尚 是 一 个 需要 研究 的 河 题 。 在 他 的 算 
例 中 ,一 般 都 规定 材料 v=0, 可 能 正 是 为 了 回避 上 述 问 题 ,因为 这 时 实际 的 є, (一 vs 十 
asp)) 也 真正 等 于 0， 

本 书 作者 认为 ,在 建立 过 渡 单 元 的 刚度 和 矩阵 时 ,所 有 高 斯 积分 点 均 应 采用 超 参 谢 元 的 
应 力 应 变 关 系 。 当 然 在 进行 应 变 计 算 以 前 ,应 将 和 实体 单元 相 联 结 一 端的 实体 单元 型 的 结 
点 位 移 参 数 参 照 多 点 约束 方程 所 表达 的 关系 式 转换 成 党 体 单元 型 的 结 点 位 移 参 数 ( 即 中 
面 位 移 和 转动 )。 

例 1 混合 使 用 实体 单元 和 壳 体 单 光 求解 受 内 正 圆 柱 壳 的 位 移 ( 图 11.18), RER 
З: Ау = 10ст,2=0. lcm, Е--3.0Х105МРа.у--0.р--10000/яМРа, 

模式 4 中 实体 单元 采用 三 角形 单元 , 壳 体 单元 采用 11.3 节 的 二 次 曲线 亮 元 ,二 种 单 
元 道 过 约束 方程 联结 。. 

模式 B 中 实体 单元 采用 6 结 点 等 参 元 , 壳 体 单元 采用 1.4 节 的 超 参 数 单元 ,二 种 单 
元 通过 过渡 单 元 联结 。 

在 计算 中 为 考虑 实际 情况 并 与 实体 单元 (计算 中 压力 是 作用 于 内 表面 的 ) 相 一 致 ,这 
体 部 分 也 是 将 压力 作用 于 内 表面 的 。 

按压 力作 用 于 内 表面 ,引入 必要 的 修正 、 壳 体 理论 薄 腊 解 ， 


u — РКА Ra 0,995 
ЕЕ Зп 


m+ 


= 0, 105572 cm 
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模式 В 
图 11.18 受 内 压 圆 柱 过 有 限 元 模型 


两 种 模式 的 有 限 元 分 析 结 果 列 于 表 11. 4, 可 以 看 到 ,这 两 种 模式 都 得 到 各 解析 解 符 
合 得 很 好 的 结果 ,在 两 种 单元 的 交界 面 附近 都 未 出 现 不 合理 的 误差 。 


#114 受 内 压 圆柱 这 的 径 向 位 移 cm 
# Ж А НЕ А B 
ЖОЕ 位 称 值 结 点 号 位 移 值 
13 0.105573 7 0. 105572 
-十 
12 Е 0. 105573 6 0.105572 
11 0,105573 5 | ü. 105572 
10 0.105573 4 0. 105572 
L _]_ _ 
7 0.105577 3 0.105576 
8 0.105573 
9 0. 105572 10 0. 105568 
4 0. 105576 | 2 T 0. 105574 
5 0. 105573 
6 0. 105871 上 二 9 0, 105570 
1 0. 105576 1 0. 105576 
? 0.105572 
3 0.105571 8 0.105568 
一 一 一 一 一 


例 2 图 11.14 所 示 有 接管 的 轴 对 称 容器 封 头 ,内 壁 受 有 二 0. 6MPa 的 均 布 压力 ， 
接管 顶部 受 有 了 二 3. 828MN 的 轴 向 力 。 同 时 还 受 有 温度 载 茶 ,内 外 壁 环 境 温 度 分 别 是 
100C 和 200C, 热 交换 系数 ， АА- ВВ 区 域 和 CC~ DD 区 域 , 内 外 壁 均 为 360 
W/(m° * K), BB=—CC 区 域内 和 外壁 均 为 1186W/tm*，K) ,材料 的 导热 系数 为 46. 3W / (m 
* K). М Е=2х10МРа,у=0. 3, 

它 的 有 限 元 计算 模型 如 图 11.15 所 示 ,( 1 СВУ КК НТ 12 和 35 个 二 次 曲 
边 这 元 ,区 域 CI ) 用 了 360 个 三 角形 轴 对 称 实体 单元 。 两 种 类 型 单元 的 联结 采用 直接 引入 
法 ,计算 得 到 的 内 外 璧 的 第 四 强度 理论 折算 应 力 绘制 于 图 11. 19. 在 两 种 类 型 单元 的 交界 
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АП 
Е 11.19 折算 应 力 


面 附 近 末 出 现 不 合理 的 应 力 扰 动 。 应 该 指出 的 基 , 在 区域 C1》 和 (CH ) 的 交界 外 ,结构 厚度 
的 变化 即 6 达到 0.19% ,此 应 变 是 相当 大 的 。 曾 强迫 引入 交界 面 上 e —=0 进行 试 算 , 内 外 
壁 的 折算 应 力 分 别 由 53.7МРа 和 30. ЗМРа 的 合理 结果 变 为 75. 2MPa 及 52. 8MPa , 这 
说 明 不 恰当 地 引入 е = 一 0 的 约束 在 局 部 将 引起 多 人 各 大 的 误差 , 曾 交 界面 附近 的 应 力 往 往 
是 分 析 工 作者 最 为 关心 的 结果 。 


11.6 小 结 


虽然 本 章 讨论 的 轴 对 称 壳 体 单元 是 一 般 壳 体 单元 中 的 最 简单 情况 (因为 它 本 质 上 是 
一 维 问 题 ), 但 是 它 仍然 反映 了 一 般 壳 体 单元 的 一 些 基本 特点 ,这 是 我 们 应 该 注意 理解 的 。 

首先 因为 薄 壳 理论 中 的 应 变 上 ,sx 项 内 包含 了 ww 的 二 次 导数 ,为 保证 解 的 收 全 性 ， 
w 的 一 次 导数 在 单元 之 间 必须 保持 协调 ,所 以 薄 沉 单元 属于 C, 型 单元 ,这 是 区 别 于 一 般 
Ce 型 的 实体 单元 的 。 对 于 这 种 简单 轴 对 称 壳 单元 ,一 次 导数 的 协调 性 要 求 并 不 带 来 太 大 
ЖНЖ ЛР{ w 不 能 采用 和 wtw) 间 样 简单 的 插值 函数 ,为 避免 此 麻烦 ,并 照顾 分 析 
中 厚 党 体 的 需要 ,发 展 了 位 移 和 转动 独立 插 导 的 壳 体 单元 以 及 超 参 数 赔 化 单元 ,这 两 种 单 
元 ,特别 是 前 者 对 于 轴 对 称 壳 体 很 有 实 味 意义 ,但 是 在 数值 积分 方案 的 选择 上 必须 采用 减 
缩 积 分 ,以 避免 发 生 剪 切 * 锁 死 ?的 现象 。 

其 次 因为 一 般 壳 钵 的 分 析 必 须 在 曲线 坐标 中 进行 ,从 解 的 收 答 性 条 御 考 虑 , 常 应变 要 
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求 由 于 其 在 者 体 结构 中 实际 很 少林 能 发 生 而 不 必 满足 ,但 是 刚体 运动 的 设 求 仍 是 必须 保 
证 的 。 而 要 在 曲线 坐标 中 构造 包含 刚体 运动 模式 的 位 移 插值 函数 并 不 像 在 直角 坐标 中 和 构 
造 实 体 单元 位 移 播 值 函数 那样 方便 ,所 以 是 否 包 含 刚体 运动 位 移 模 式 是 构造 壳 体 单元 位 
移 播 值 落 数 时 必须 注意 考虑 的 问题 。 

上 述 第 一 个 特点 是 一 般 板 , 沉 单元 所 共有 的 ,第 二 个 特点 是 一 般 这 体 单元 所 特有 的 ， 
根据 上 述 特 点 所 提出 的 问题 在 以 后 一 般 壳 体 单元 的 分 析 中 仍 应 继续 给 以 注意 。 

不 同类 型 单元 的 联结 是 实际 结构 有 限 元 分 析 中 经 常 遇 到 的 问题 ,本章 中 只 讨论 了 轴 
对 称 实体 单元 和 壳 体 单元 的 一 种 联结 形式 ,通过 此 例 所 阐明 的 原则 和 方法 是 具有 一 般 意 
义 的 。 

当 轴 对 称 帝 体 承 受 非 轴 对 称 裁 荷 时 ,可 以 利用 Fourier 展开 的 方法 ,有 限 元 分 析 仍 在 
roz 平面 内 进行 ,方法 和 步骤 和 轴 对 称 实体 承受 非 轴 对 称 载荷 情况 相隔 。 
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1.1 对 于 人 11. 3,11) 式 和 (11. 3. ОЯНА ЖЕНЕ КӨН ОП aE 

1.2 对 于 (11. 3, 12) 式 所 表达 的 配 , 分 别 采 用 1 点 和 2 点 高 斯 积分 求 其 显 式 表达 
式 , 并 讨论 为 什么 必须 采用 1 点 积分 才能 避免 藤 切 * 锁 死 ”。 

11.3 导出 (11. 3.35) 式 的 I/R RER, 

1.4 求 (11.3.21) 式 中 的 BE DB, 的 显 式 表达 式 。 

1.5 如 将 11. 3 节 的 截 锥 单元 和 曲 边 单元 用 于 离散 子午 线 为 一 贺 绝 段 的 旋转 壳 , 如 
每 两 个 结 点 之 间 葛 圆 红 相 对 的 中 心 角 为 5°, 试 计算 出 由 二 种 单元 所 得 的 # 角 的 最 大 误差 
各 为 多 少 。 

1.6 以 轴 对 称 索 受 轴 对 称 裁 荷 为 例 , 从 (11. 2. 11) 式 出 发 , 斌 分 析 可 能 出 现 的 常 应 
ЖАП E; s€ 或 常 к, k a) Жі. 

1.7 如 有 4 结 点 轴 对 称 实体 单元 和 辅 对 称 过 元 单元 相 联结 , 列 出 交 异 面 上 的 约束 
方程 。 

1.8 过 贸 单 元 中 ,如 所 有 积分 点 都 采用 超 参 过 元 的 应 力 应 变 关系 , 试 导出 它 的 表达 
格式 。 

1.9 在 11.4 节 的 轴 对 称 超 参 单元 中 , 令 4,=: 一 常数 ,vs 和 中 面 法 线 方 向 一 致 ,并 以 
# 表示。 证 明 此 种 单元 可 以 转化 为 位 移 和 转动 各 自 独立 搬 秆 的 曲 边 单元 (11. 3 节 )( 提 示 ， 
Ветра «а, R<. 


11.10 列 出 11.2 和 11.3 节 两 种 截 锥 单元 用 于 非 轴 对 称 载荷 时 的 表达 格式 ， 
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第 12 章 一 般 吝 体 问题 的 有 限 单元 ; 


12.1 5] 


mt 


在 上 一 章 中 我 们 讨论 了 轴 对 称 者 体 有 限 元 分 析 的 步骤 和 几 种 常用 轴 对 称 壳 体 单 元 。 
通过 这 些 讨论 ,我 们 对 壳 体 单元 与 其 分 析 特 点 已 有 了 基本 的 认识 ,本 章 是 将 它们 推广 于 一 


жік, 

类 似 于 轴 对 称 索 体 分 析 中 的 直线 ( 截 锥 ) 
单元 和 曲 边 单元 ,在 一 般 壳 体 分 析 中 有 平板 
壳 元 和 曲面 壳 元 。 和 轴 对 称 分 析 中 的 超 参 数 
老 元 相似 ,有 用 于 一 般 壳 体 分 析 的 ,从 三 维 实 
на л ЛЕТ ЖР Жеты. ЗА 
实质 上 的 区 别 是 在 分 析 的 不 同 阶段 将 壳 状 三 
维 连续 体 简化 为 二 维 壳 体 单元 ,具体 表示 如 
图 12. 1。 在 构造 单元 过 程 中 先后 不 同 地 引入 
了 丙种 近似 性 ,一 是 来 自 有 限 元 的 离散 ,一 是 
来 自 一 定 的 壳 体 根 设 。 

按照 对 壳 体 几何 形状 的 描写 和 简化 , 基 
于 沉 体 理论 的 壳 体 单元 可 以 分 为 深 老 单 元 ， 
饥 这 单 元 (这 两 种 统称 曲面 党 元 ) 和 平板 单 
元 。 也 就 是 说 ,对 于 一 个 通常 的 壳 体 结构 ,可 
以 用 平板 单元 ,也 可 用 和 扁 过 单元 或 深沉 单元 
进行 离散 化 。 

用 折 福 代 蔡 壳 体 ,如 图 12. 2 07, А 


ЕУ 


акк 


лана 


TARTAN 
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图 12.1 导出 壳 体 单元 的 两 种 方案 


觉 上 看 是 很 自然 的 .通常 用 三 角形 或 矩形 平板 单元 的 组 合体 去 代替 曲面 壳 体 ,其 中 又 以 三 


图 12.2 AIREA 
(a) 由 三 角形 单元 组 成 的 在 意 壹 体 
С) 由 起 形 单元 组 成 的 楼 柱 面 党 体 


角形 单元 应 用 较 广 , 困 为 它 可 以 适用 于 复杂 的 党 体形 状 。 平 板 单元 的 优点 是 表达 格式 简 
单 ,第 10 章 中 所 讨论 的 各 种 平板 弯曲 单元 只 要 稍 加 扩展 就 可 以 用 于 壳 体 分 析 。 当 然 用 折 
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板 代 蔡 壳 体 时 ,正如 用 截 色 单元 去 离散 子午 线 为 光滑 曲线 的 旋转 壳 体 ,在 妃 何 上 又 引入 了 
新 的 近似 性 ,但 是 只 要 计算 网 格 合 理 地 加 密 , 计 算 精 度 是 可 以 满足 实际 要 求 的 。 

如 果 采 用 曲面 单元 ,能 够 更 好 地 反映 壳 体 的 真实 几何 形状 ,在 单元 尺寸 大 小 相同 的 情 
况 下 ,通常 可 以 得 到 比 平板 单元 蝎 好 的 效果 。 但 是 基于 薄 壳 理论 的 曲 壳 单 元 的 特点 ,在 前 
一 章 轴 对 称 党 体 的 讨论 中 已 经 述 及 ,要 构造 满足 C, 连续 性 .同时 满足 完备 性 (主要 是 包含 
团体 运动 模式 ) 的 插值 函数 是 相当 困难 的 事 。 对 于 一 般 壳 体 ,由 于 几何 形状 更 为 复杂 ,情况 
更 是 如 此 。 正 如 在 前 一 章 已 看 到 的 ,位 移 和 转动 各 自 独立 播 慎 的 向 面 壳 元 ,由 于 只 要 求 满 
É C, 连续 性 ,同时 易于 满足 包含 刚体 运动 模式 的 要 求 ,在 轴 对 深 分 析 中 已 得 到 广泛 的 应 
用 。 但 是 对 于 一 般 壳 体 情 况 , 仍 因 几 何 描述 的 复杂 性 及 涉及 具体 过 体 理 论 的 选择 ,采用 在 
理论 上 和 它 等 价 . 从 三 维 实体 单元 毁 华 而 来 的 超 参 数 壳 元 就 成 为 比较 自然 的 替代 ,因此 超 
参数 壳 元 是 现今 工程 实际 中 用 作 一 般 壳 体 结构 分 析 的 最 常见 的 单元 .但 是 ,在 前 ~ 一 章 中 我 
们 也 已 初步 看 到 , 超 参 壳 元 和 等 参 实体 元 相 比 ,还 要 增加 一 从 总 体 坐 标 到 壳 体 局 部 坐标 的 
转换 ,使 表达 格式 复杂 化 ,并 增加 了 计算 量 . 在 9. 1 节 关 于 结构 有 限 单元 概论 中 述 及 的 相 
对 自由 启 壳 元 的 有 限 元 表达 格式 则 相对 简单 ,因此 在 实际 分 析 中 具有 进一步 被 应 用 的 优 
势 。 

基于 以 上 讨论 ,本 章 的 内 容 主要 集中 于 平板 单元 和 超 参 单元 ,并 简要 讨论 相对 自由 度 
单元 .为 考虑 实际 分 析 中 经 常 需要 同时 采用 这 体 单元 和 实体 单元 ,本 章 最 后 讨论 了 不 同类 
型 单元 的 联结 ,这 是 上 一 章 同一 问题 原则 和 方法 的 推广 应 用 。 


12.2 平板 壳 体 单元 


12.2.1 局 部 坐标 系 内 的 单元 刚度 矩阵 


平板 壳 体 单元 可 以 看 成 是 平面 应 力 单元 和 平板 咨 曲 单元 的 组 合 , 因 此 其 单元 刚度 矩 
阵 可 以 由 这 两 种 单元 的 刚度 抢 阵 组 合 而 成 。 

以 3 结 点 三 角形 平板 单元 为 何 ,如 图 12. 3 所 示 , 局 部 坐标 条 оу 建立 在 单元 所 在 平 
Ері. 


Z. 
WF, 
ҮА 
Bu i 
Мө £ 
Ai 
8. 
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123 三 角形 平板 薄 帝 单元 的 结 点 力 和 结 点 位 移 


对 于 平面 庶 力 状态 ,由 2. 2 节 可 知 
。 396. 


3 . 
站 = Ума, a™ = [е (12.2.3) 
i=} 1; 


ГА 


3 
e= Уа”, e= [e =, YT (12, 2. 2) 


i=} 
KP = ШЫРЫЛЫ (12. 2. 3) 
式 中 мо, вео, Рр (2.2.8), (2. 2.14), (2. 2. 20) 85%. НІН Е 0н), kn ЕВ y 


力 状 态 的 。 
АРҒА ИНДА, H 19.2 节 可 知 


3 
ш = Ума 
> 
49--Ги; 0, 0.1 (12.2. 4) 
Әле д 
(о в. |55 
并 进而 可 得 到 
3 了 
аг a° aw 
— (Б) СВ) = — — 一 
к= 28 в, k= | Эт? T Жү (12. 2. 5) 
кю 一 [евеутрев?азау (12. 2. 6) 


От РОР НОАК. 

е ЕКА 7 УНЕ ЕЈ. ЖЕҢІН ЖЕБЕ} Ж 
中 , 结 点 位 移 参 数 不 包 含 б. НАТ РВЕ ВВЕ Ер Ж 2 ta 
系 , 并 进而 进行 集 或 ,需要 将 及 也 包括 在 结 点 位 移 参 数 中 。 这 样 一 来 结 点 位 移 向 量 表示 为 


а = [и v w 0; 9; б] (12.9.7) 
Р е НЕТТІ 
00 010 
ооо 
ку= |, 0 к» (о (12.2, 8) 
0 0 10 
o oio 0 0i0 


12.22 单元 刚度 矩阵 从 局 部 坐标 系 到 总 体 坐标 系 的 转换 


圭 节 导出 了 平板 单元 在 局 部 坐标 系 ( 邑 z,y 办 在 单元 的 中 面 肉 ,z MEET PENE 
标 系 ) 中 的 单元 矩阵 ,为 建立 系统 的 刚度 矩阵 ,需要 确定 一 总 体 坐 标 系 ,并 将 各 单元 在 局 部 
坐标 系 内 的 刚度 矩阵 转 找 到 总 体 坐 标 系 中 去 。 
БЕШ rsy ;xz' 表 示 总 体 坐 标 系 ,局 部 坐标 系 仍 以 x,y,z 表示 ,参见 图 12.4, 
仍 以 上 节 讨 论 的 3 铺 点 三 角形 单元 为 例 , 局 部 坐标 系 内 的 结 点 位 移 向 量 是 
а =u, ош, 9, 9, 8/1 (12.2.7) 
- 397. 


2 


8124 Ралев уни 
总 体 坐 标 系 内 的 结 点 位 移 向 量 是 


a = [w мо, б 01 М T (12.2.9) 
结 点 位 移 向 量 在 两 个 坐标 系 之 间 按 下 式 进行 转换 
а! == La, а, = Ға! (12.2.100 
其 中 ， | | 
А 0 | Ар. Ар, А. 
L= B 21, А- А. А,» мі (12. 2.11) 
А ег Аг, А, 
AP А. -соз(т DRE r у, ИЕ гух КЕТТІҢ а. 
单元 结 点 位 移 向 量 的 转换 关系 是 
І а“--Та а = T'a" (12. 2. 12) 
其 中 : 


T= 


Lọ 0 
0 L Q 
0 0 L 


单元 刚度 矩阵 各 载荷 向 量 的 转换 关系 是 


отт, К то (12, 2. 13) 
Q'—= TQ, 0 = то 
对 于 它们 的 每 一 子 块 ,有 
K,= ІК", K, = ІТК 
Ø = LQ., 0; = по } <12. 2. 14) 


集成 总 体 坐 标 系 内 的 各 个 单元 刚度 矩阵 和 载荷 向 量 , 就 可 以 得 到 系统 的 求解 方程 . 解 
之 得 到 总 体 坐 标 系 内 的 位 移 向 量 a' 以 后 ,再 转换 回 到 局 部 坐标 系 的 位 移 向 量 we, 并 进而 计 
算 单元 内 的 应 力 等 。 
在 集成 总 体 刚度 矩阵 时 ,需要 注意 一 特殊 情况 , 即 如 果 汇 交 于 一 个 结 点 的 各 个 单元 在 
“398. 


同一 平面 内 。 由 于 在 (12. 2. 8) 式 中 已 令 方向 的 刚度 系数 为 0, 在 局 部 坐标 系 中 ,这 个 结 
点 的 第 六 个 平衡 方程 (相应 于 6; 方 向) 将 是 0=0。 如 果 总 体 坐 标 系 与 这 一 局 部 坐标 系 z 方 
向 一 致 ,显然 总 体 刚 度 阜 阵 的 行列 式 | 关 |=0, 困 而 系统 方程 将 不 能 有 唯一 的 解 。 如果 总 体 
坐标 与 局 部 坐标 方向 的 = 不 一 至 ,经 变换 后 ,在 此 结 点 得 到 表面 上 正确 的 六 个 平衡 方程 ， 
但 它们 实际 上 是 线性 相关 的 ,仍然 导致 |KK| = 二 0。 为 克服 这 一 困难 ,有 两 种 方法 可 殿 选 择 。 

D 在 局 部 坐标 系 内 建立 结 点 平衡 方程 ,并 删 去 8 方向 的 平衡 方程 o= 0, РЕ F 
的 方程 组 满足 唯一 解 的 条 件 。 但 此 法 在 程序 处 理 上 比较 麻烦 。 

《2) 在 此 结 点 上 ,给 以 任意 的 刚度 系数 天 ,这 时 在 局 部 坐标 系 中 ,此 结 点 在 吕方 向 的 
平衡 方程 是 天 ,8 一 0。 经 变换 后 ,总 体 誉 标 中 的 系统 方程 满足 唯一 解 的 条 件 , 即 |K] 冯 0。 
在 解 出 的 结 点 位 移 中 包括 久 . 由 于 久 与 其 它 结 点 平衡 方程 无 关 ,并 且 也 不 影响 单元 应 力 ， 
所 以 实际 上 给 定性 意 的 К, 值 都 不 影响 计算 结果 。 此 法 在 程序 处 理 上 比较 方便 。 

以 上 讨论 的 是 对 于 图 12. 4 所 示 三 角形 平板 单元 ,实际 上 ,上 述 各 个 第 阵 或 向 量 的 转 
换 公式 完全 是 一 般 的 ,对 于 其 他 形式 的 平板 单元 也 适用 ,只 是 根据 单元 结 点 数目 和 结 点 参 
数 向 量 的 具体 定义 ,转换 箱 阵 (12. 2. 11) 式 和 (12. 2. 12) 式 可 能 有 所 不 同 。 


12.2.3 局 部 坐标 的 方向 余弦 


1. 三 角形 单元 
三 第 形 单元 3 个 角 点 的 坐标 在 总 体 华 标 和 局 部 坐标 中 分 别 表 示 为 (参见 图 12.45 


21 2; 
y = ү x, = | G = 1,2,3) (12. 2, 15) 


kzi Z; 
局 部 坐标 系 的 原点 及 可 以 选择 在 单元 内 的 任 一 点 ,例如 选 在 1 点 , 即 
X; = ХІ (12,2. 16) 
如 前 所 述 ,zy 轴 放 在 单元 平面 内 ,所 以 x ЗЕЕ kai А 1-2-3 ЯШ 
指向 = 的 正方 向 ,如 念 


z; 一 2 
Хо X; — XI = <y! — y! k= 4 har (12. 2,17) 
Z; — zi Z 
zi — х! Р 
Ху X; — ХІ = 323 — у к= Уз (12. 2.18) 
: 21 — 21 “а 
Д| = 办 的 方向 余弦 是 
А. ж! ， А 
А = ІМ ҮН: 7e = Ha! (12.2. 19) 
А, C 
其 中 Ао. = cos (r,r) 等 


А = yl, z уз В = zi Zis Zh 
C= rh yi zh MH S= УАВ С 
局 部 坐标 系 的 x 轴 除 了 应 保持 在 单元 平面 内 而 外 ,具体 方向 是 可 以 选择 的 。 如 选择 
在 沿 单元 边界 12 方向 , 则 zz 轴 的 方向 余弦 是 
жи 
= h (12. 2. 20) 
ziz 


(% 
А, = 14, 
|. 
MB А = cos(a ,z) $, he = V Gal, + OL F eh), 
为 以 后 比较 方便 的 表示 应 力 计算 结果 ,z 轴 还 可 以 选择 和 总体 从 标 系 oz'y 面 平行 ， 
Й = 轴 是 单元 平面 和 z =: 平 面 的 交 线 。 从 而 可 以 得 到 x 轴 的 方向 余 茧 


Ар» —В 
А, = P = | | | (12, 2, 21) 
УН ТІН ЕП H ry 三 个 轴 构 成 右 螺旋 的 要 求 决定 , 即 
[А> АА 一 А.А 
А, = А, = А, ХА, = а. 一 А (12. 2. 22) 
Ар, А Ау. 一 es 
这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 两 个 坐标 系 之 间 的 转换 矩阵 
Ар: Ару Ар, 
А= [А А, А]= |А. А; И (12, 2. 23) 
А. А А. 
ЖЕ A= A 
两 个 坐标 系 之 间 的 坐标 转换 可 表示 为 
和 一 了 二 (12. 2. 24) 
其 中 
г т 
ей ей 
z! z 
2. 矩形 单元 


现 讨论 矩形 单元 用 于 柱 沉 情况 ,这 时 局 部 坐标 选择 比较 方便 ,原点 可 放 在 单元 的 中 
(бут 轴 和 x' 贺 ( 柱 沉 的 母线 平行 ,如 图 12. 5 Ятт: СЕ, Зр ХО а, уз 轴 的 方向 
余弦 表示 如 下 


“400。 


A 
í УУ? 
FA 
y ЖИЕН 


24% “ у 
1] Ü 0) 
o) Уц 图 12.5 ЖЖС АКТ E ФА 
С12.2.26) 
其 中 уз = у — у zh = 24 — zi 
Su = V Су) + (z) 
12.2.4 单元 和 插值 函数 的 具体 考虑 


以 上 各 小 节 的 讨论 中 ,虽然 涉及 一 ,二 种 单元 和 插值 函数 ,但 是 应 当 指 出 , 那 只 是 为 了 
阐述 的 方便 ,表达 格式 和 分 析 方法 具有 一 般 性 ,原则 上 以 前 讨论 过 的 各 种 平面 应 力 单元 和 
平板 弯曲 单元 都 可 以 用 来 组 合成 平板 碗 元 。 需 要 考虑 的 是 单元 交界 面 上 的 位 移 协 调 性 问 
题 。 

对 于 平板 单元 ,因为 切 向 位 移 eye 和 法 向 位 移 m 分 别 出 现 在 薄膜 应 变 ese AMA 
曲 应 变 ,ks yx 当中 ,所 以 在 单元 内 这 两 种 应 变 是 互 不 耦合 的 ,表现 于 单元 刚度 囊 阵 实 
际 上 是 平面 应 力 单元 和 平板 弯曲 单元 的 简单 全 加 。 它 们 的 耦合 仅 出 现在 单元 的 交界 面 上 ， 
这 是 由 于 采用 平板 单元 离散 壳 体 结构 时 , 相 邻 单元 一 般 不 在 同一 平面 内 , 亦 即 在 交界 面 的 
垂直 方向 一 般 不 具有 连续 的 切线 ,所 以 在 一 个 单元 平面 内 的 薄膜 内 力 传递 到 相 邻 单元 时 
将 有 横向 分 量 ,从 而 引起 咨 曲 效应 。 反 之 ,一 个 单元 的 横向 内 力 忧 递 到 相 邻 单元 时 将 有 切 
向 分 量 , 从 而 引起 落 凡 效应 。 

正 是 由 于 上 述 特 点 ,尽管 组 成 平板 党 元 的 平面 应 力 单元 和 平板 弯曲 单元 满足 协调 性 
条 件 , 如 果 и.о 和 o 在 交界 面 上 的 插值 沙 数 不 相同 , 划 平 板 壳 元 在 交界 面 上 的 位 移 仍 是 
不 协调 的 ,例如 通常 的 3 结 点 三 角形 平面 应 力 单元 在 交界 面 上 ио 是 线性 函数 ,而 基于 经 
典 薄板 理论 的 3 结 点 三 角形 板 单 元 ,w 在 交界 面 上 是 3 次 ( 见 10.2.2 节 和 10,3.1 节 ) 或 5 
次 ( 见 10.3.2 ORAR. EEA EZRA LEEU uo 也 应 是 3 次 或 5 次 函数 ,确实 也 
Ж изо 同 是 3 次 函数 的 平板 壳 元 用 于 实际 分 析 ,。 但 是 在 这 种 单元 中 ,和 w 相仿 ,wo 的 
一 阶 导数 也 将 包括 在 结 点 位 移 参 数 当中 。 这 样 做 将 增加 系统 的 自由 度 和 表达 格式 的 复杂 
性 。 另 外 ,由 于 wsw 的 导数 也 即 薄膜 应 变 作为 结 点 参数 时 ,如 果 相 邻 单元 的 厚度 或 物性 不 
同 , 将 导致 内 力 的 不 平衡 ,从 而 使 解 产生 较 大 的 误差。 

由 于 以 上 原因 ,平板 壳 元 仍 较 多 地 采用 xyz 为 线性 函数 的 形式 ， 如 上 所 述 , 如 果 平 板 
杰 曲 单元 是 基于 经 典 医 板 理论 的 ,单元 交界 面 上 的 位 移 协 调 条 件 将 不 能 满足 ,但 是 这 种 位 
移 不 协调 性 将 岩 着 单元 的 划分 不 断 精细 而 减 小 ,因为 这 时 垂直 于 交界 面 的 切线 趋 于 连续 ， 
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Хуу r= DY (12. 2, 25) 


在 极限 情况 , 相 邻 单元 处 于 同一 平面 ,平面 应 力 单 元 和 平板 弯曲 单元 互 不 耦合 


,如 果 它 们 


各 自 的 位 移 原来 是 满足 协调 条 件 的 , 则 平板 壳 元 在 交界 面 上 位 移 也 是 协调 的 。 


从 上 述 意 义 来 看 ,位移 和 转动 各 日 


独立 播 值 的 Mindlin 板 单 元 用 来 和 平面 应 力 单元 


组 合成 平板 帝 元 是 有 利 的 。 因为 此 单元 中 也 是 采用 C, ЖИШШ РАЖ M u o 的 插值 函数 
是 相同 的 ,所 以 单元 交界 面 上 位 移 协 调 性 得 到 满足 。 而 且 , 由 于 Mindlin 板 单 元 在 单元 交 
短 面 七 法 癌 转 动 的 协调 性 也 是 满足 的 ,在 网 格 形状 上 可 以 避免 为 使 非 协调 板 单元 为 通过 


分 析 试 验 而 带 来 的 限制 。 


和 轴 对 称 壳 的 截 锥 单元 情况 类 似 , 平 板 壳 元 的 另 一 问题 是 由 于 相 邻 单元 在 交界 面 上 
的 切线 不 连续 可 能 给 局 部 的 应 力 以 一 定 的 扰动 ,克服 此 缺点 的 方法 也 是 需要 将 单元 划分 


得 比较 细 ， 


E=2.07x10'MPa 
-д 
4--4.31МГа 


(а) 
自由 边界 
-一 解 折 解 
А 8X12 网 格 ,单元 (1) 
о 12х18 M, ё) 
о їй 3X3 网 格 , 单 元 (2) 


-0.005 
v (ft 
-0.010 


(е) 


—Ü.015 


图 12.6 (а) ИНТЕ O 自重 作用 下 中 央 截 面 的 垂直 位 移 o) 端 部 支承 处 的 纵向 位 移 
例 图 12.6 所 示 为 略 柱 壳 属 项, 末端 由 隔 板 支持 ,承受 自重 作用 .因为 很 多 壳 体 单元 
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的 研究 工作 都 以 此 恒 进 行 相互 校 炉 ,所 以 它 是 有 限 元 板 壳 分 析 中 的 一 个 标准 考题 ,以 后 还 
将 不 上 一 次 的 用 它 来 检验 不 同 单元 的 效率 和 可 车 性 .现在 我 们 引用 三 种 单元 的 计算 结果 ， 

(1) 平面 应 力 单 元 是 3 结 点 三 角形 常 应 变 元 (2.2 节 ) ,平板 弯曲 单元 是 3 结 点 9 个 位 
移 参 数 的 非 协调 元 (10. 2. 2 节 ) 。 

(2) 平面 应 力 单元 是 6 结 点 三 角形 二 次 元 ,平板 弯曲 单元 是 12 个 结 点 参数 的 三 角形 
协调 元 ,每 个 角 结 点 的 参数 是 wawar. dwy WPA RARE wan, 

(3) 平面 应 力 单元 是 双 线 性 的 四 边 形 单元 ,平板 弯曲 单元 是 10. 4 节 表 10.3 所 列 的 
LLS 单元 D。 

因为 结构 的 对 称 性 ,只 取 其 1/4 作 有 限 元 分 析 , 在 图 12.6 HO OME 12.7<а). 
《站 二 分 别 表 出 单元 (1), (23 和 (3) 在 不 同 网 格 划分 情况 下 ,中 央 截 面 (y=172) 的 垂直 方向 
位 移 和 支持 截面 (7 一 0) 的 纵向 位 移 。 


一 一 тей 
一 全 -x ИШ 
Sozia Wig 

2x2 网 从 


图 12.7 (а) ЖЕБЕ Е ue (o) 端 部 支承 处 的 纵向 位 移 


从 结果 可 见 , 当 网 格 比较 精细 时 ,这 上 几 种 单元 的 结果 和 扁 壳 理论 的 解析 结果 比较 , 符 
合 得 相当 好 .单元 (2) 采 用 6х6 网 格 时 有 限 元 结果 和 解析 解 几 乎 不 能 区 别 , 所 以 在 图 上 未 
能 表示 出 。 
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12.3 超 参 数 壳 体 单元 


{Е 11.5 节 我 们 已 讨论 过 超 参 数 轴 对 称 壳 体 单 苑 ,现在 将 其 分 析 方法 和 表达 格式 推广 
于 一 般 壳 体 。 因 为 两 者 所 涉及 的 方面 在 原则 上 是 相同 的 ,所 以 有 些 推导 过 程 从 略 。 


12.3.1 几何 形状 的 规定 

ІҢ 12.8 所 示 为 两 种 典型 的 厚 这 单 元, 它 由 上 ,下 两 个 曲面 及 周边 以 壳 体 厚度 方向 的 
直线 为 母线 的 曲面 所 围 成 ,给 定 每 一 对 结 点 im 和 ig 的 总 体 直 角 坐 标 , 即 可 近似 地 规定 单 
元 的 几何 形状 ,为 此 令 E 为 壳 体 中 酒 上 的 曲线 坐标 , 为 厚度 方向 的 直线 坐标 , 且 一 1 所 
$,7,5S1。 于 是 党 体 单 元 内 任 一 点 的 总 体 坐 标 可 近似 地 表示 为 


i=] 


x) (т; 
p- нету 十 Умр іу, (12.3.1) 


1 0 1 fa Га L, Ы 


12.8 不 同形 状 的 厚 过 单元 


| =) 2; 
2 加 -| | (12.3.2) 
Z; J g (ә, & 


Vya т; T; Ат; 
L. 一 | > иш ІМ = fanl (12. 3. 3) 
V; ži E Tit Az, 


其 中 
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是 从 结 点 ЖИЯДЫ 的 向 基 。 为 适应 以 后 撒 写 位 移 的 要 求 ,Vs 应 选择 在 中 面 的 法 线 方 
向 ,这 时 11 即 为 ;点 的 厚度 , 亦 即 


t= | = VAr? + Ay + Аа (12.3.4) 
Vs 的 单位 向 量 кз Тр da y tai :ns 如 下 : 


Ру = м | = Han | (12.3.5) 
L. J | Az, 
12.3.2 ”位移 函数 的 表示 | 


根据 膏 体 理论 的 基本 假设 ,变形 前 中 面 的 法 线 变形 后 仍 保持 为 直线 ,因此 壳 体 内 人 一 
点 的 位 移 可 由 中 面 对 应 点 沿 总 体 坐 标 r,y*z 方向 的 三 个 位 移 分 量 wmvao 及 Vs 绕 与 它 相 
耿直 的 两 个 正 交 向 量 的 转动 a,8 所 确定 。 在 壳 体 单元 中 ,中 面 上 任 一 点 的 上 述 5 个 量 还 应 
表示 为 它们 的 结 点 值 ( 结 点 位 移 参 数 ) 的 插值 形式 .现在 用 vw 表示 结 点 Vs 方向 的 单位 向 
量 , 用 入 表示 与 v 重 直 并 相互 正 交 的 单位 向 量 ,vs 绕 它们 的 旋转 分 别 是 记 和 ,如 图 


ziw Уб? 


тш) 
1129 ШЕН 
12.9 所 示 , 则 单元 内 的 位 称 最 后 可 表示 成 


и a ш А [r 1 о; | 
| - Қамы | 十 YNE т, 一 а, Р (12.3.6) 
і-і i=] 


w TO; 中 面 іл, Т“ Ян 


其 中 Готи] і пзп yi fl р 1819196, ВІ 


Ё la 
у = ў ти у» = таб (12.3.79) 


Mi; Faj 


AMPEL, (12. 3. 6) 式 的 下 标 * 中 面 " 今 后 省 去 。 并 将 该 式 写成 标准 形式 


а, 


H 
а 
| 上 ІМ, N, М,” (12.3.8) 
W ; 


а, 
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其 中 


G, = |н u си, 4, Фр (= 1,2, n) 

a А А а 

М, 0 0 Ne ін Ne 2 ін 
м= |0 N; о Nt т, -NE ты (12.3.9) 

м N£ En = Nt + 
L 9 0 А : gru % 9 пы 
单位 向 量 ИЛЕН Fk E X, 
_ ix Va Vy x ў; 

Yi, 一 Б > 7 Fa = ІЛЕГЕ! Хх vl (12. 3.10? 


即 


А Ü ` 
Р; == Ім- - 1 J ы} 
е Улуғ + А2, Ау; 


ік Ay; + Аг 
Fy = 4 Mia r= 1 一 Ату; | 
ім t; V Ау + = — AxAz, 
式 中 i 是 z 轴 方 向 的 单位 向 量 , 如 困 Vs 和 i 平行 , 则 上 式 中 i 用 y 轴 方向 的 单位 向 量 j 民 
Ж. 


12.3.3 应 变 和 应 力 的 确定 


为 引入 壳 体 理论 中 法 线 方向 应 力 为 零 的 假设 ,应 在 以 法 线 方向 为 z' 轴 的 局 部 坐标 系 
xy z' 中 计算 应 变 各 应力。 
首先 在 = 常数 的 曲面 上 确定 两 个 切 向 向 量 , 重 如 


ar да, ду, az 
JET gett 521 + зей 


jp Ей 2y 22 《12. 3.11) 
T = ЕГУ 十 ЕТУІ 十 ЕГИ 
其 中 心 7 下 是 zyys 方 向 的 单位 向 量 。 利 用 上 述 两 个 向 量 , 可 以 得 到 法 线 方向 的 向 量 

i J k 
dr Әу дж 
Әк, jr = ДЕ ДЕ 

V, = 52 X э = BE BE эё (12. 3. 12) 
ас ду дк 
97 99 д 


+ 406» 


= 49255497. d2 22 _ дл дз 12. 3. 13) 
V, ЕХ Ӛ7| 19,96 949” ( 
дж Ях дах ду 9 ду 


щу, 确定 以 后 ,zy 方向 的 单位 向 量 可 以 按照 和 以 前 相同 的 规则 确定 , 即 
і x LA V, x Р, 


Р, = TX 又 УД? y. 一 У, х >, | ‹12. 3. 14) 
同时 可 有 
V; 
v, = Tl f (12. 3. 15) 
这 样 就 得 到 总 体 坐 标 系 cyr 和 局 部 坐标 系 z ,y' ,x' 之 闻 的 转换 关系 
Х= 00 K=O (12. 3. 16) 
其 中 下 一 [zyz X = [z' y zT 
# і, і, 
8 = [r r; n] = h т, 1 (12. 3.17) 
1 Bp M 


Жи уи w 是 局 部 坐标 系 x'，y',z' 方 向 的 位 移 分 量 , 根 据 沉 体 理论 ,a, = 0 的 假设 ,在 
计算 党 体 变 形 能 时 ,涉及 的 应 变 是 


аи 
дх! 
е, az 
Ey ду 
ди’ av 
z = 4Y,, = 199 32 (12, 3. 18) 
| |р аш 
Yor Əz' ду 
дж' БЕЗІ 


为 了 最 后 以 结 点 参数 а, жа ,需要 进行 两 次 坐标 转换 。 首 先是 利用 转换 矩阵 8, 将 
总 体 坐 标 系 内 位 移 的 偏 导数 转换 为 局 部 坐标 系 内 位 移 仿 导数 ,它们 之 间 的 关系 是 


ди aY әш fau Әә aw 

дт Әл ar хт ах dx 

ди Әт д ди до ðw э. 
ди aw aw) (эш av aw 

Әс ах Ar | Әс дж üz 


其 次 是 将 uv 对 хуа 的 偏 导 数 转 换 为 对 自然 坐标 ёт. 的 偏 导 数 ,这 在 第 4 章 中 已 
讨论 过 ,转换 关系 是 
“407。 


ðz дх Әт ӘР: 9% ағ 
Ән ат ðw [аи ду dw | 
= x | = 520 = 12. 3, 20) 
д Яу ду 1 97 98 29% ( 
Фа ао аш ди до дш 
dz ðr дж ӘС 25 95 
其 中 
az ду дя] 
26 ағ 26 
- |92 ду да 
/- 27 9% 97 (12. 3.21) 
Әх ду Әс 
Әс әр а 


将 (12. 3, 1) 式 代入 上 式 可 计算 J. В (12. 3. 8). (12.3.9) #1012. 3. 19). (12. 3. 20) 等 
式 , 最 后 可 将 6 表示 成 


а, 
а; 
Е 一 Гв: Bi e B:) . (12.3. 22% 
а, 
局 部 坐标 系 coy ,x 中 的 应 力 利 用 弹性 关系 可 以 表示 成 
g = Га, Fy Try Tyr trr F = Dë (12, 3. 23) 
其 中 
l У» 9 0 0 
1 0 0 0 
1 — 
0 0 
р = Ё. 2 (12. 3. 24) 
ПЕ: 1 
对 5% 0 
1 一 也 
| д 


AF Eo 是 材料 弹性 模 量 和 泊 桑 比 ,最 后 二 个 与 前 应 力 yes r. НОНА ЖГ L= 1.2, 
这 是 为 了 考虑 前 应 力 沿 厚 度 方向 不 均匀 分 布 的 影响 而 引入 的 修正 。 

最 后 可 以 指出 ,本 小 节 开 始 提 出 的 确定 V 的 方法 是 比较 一 般 的 。 可 以 用 于 (12. 3. 3) 
式 所 定义 的 Vs 不 是 沿 法 线 方向 和 壳 体 厚度 不 是 常数 的 情况 ， 如 果 是 沿 法 线 方向 且 壳 
体 厚 度 是 常数 的 情况 , 则 党 体 中 面 上 各 点 的 V, 可 以 较 方便 地 利用 各 结 点 的 Vs 插值 得 到 ， 
И! 


V, = DNEV (12. 3. 25) 
显然 ,上 式 的 计算 量 要 比 (12. 3. 13) 式 少 很 多 。 


,408. 
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ЕН ЕНЕНЫНЕЕІРЕЛАНА 章 等 参 元 的 公式 相同 。 载 荷 向 量 可 以 直 
接 利用 (4.4. D~. 4. 5) 式 进行 计算 。 至 于 单元 刚度 矩阵 ,只 需 将 (4. 4. 1) 式 中 总 体 举 标 
系 的 BDB, 代 之 以 局 部 坐标 系 的 B"DB', 即 ` 


K= f f | BTDB' |J |аазае (12. 3. 26) 
-і1і-ы-1 


EP R'A D ЯГ T Б Бур ЧЁ ®к ЖЕТЕ БУ ЛЕ Н ВЕ C BL. (12. 3, 22) ЖОЛАН EE ( Wu, 
(12. 3. 24) 式 )。 

需要 指出 的 是 ,正如 轴 对 称 壳 情况 ,起 参考 元 在 引入 一 定 的 几何 假设 以 后 和 位 移 及 转 
动 各 自 独 立 插值 的 壳 元 是 相互 等 价 的 。 因此 ,在 形成 单元 刚度 年 阵 时 ,同样 需要 保证 无 的 
非 奇 异性 和 K, 的 奇异 性 。 而 且 进 一 步 的 研究 工作 还 指出 中 ,对 于 作为 三 维 暗 化 实体 元 的 
HSR (2 3. 18) 式 所 表达 的 应 变 分 量 e. ,cy 和 Yiy 实 际 上 包含 着 沿 学 度 ( 即 局 部 坐标 
*') 均 名 分 布 和 线性 分 布 的 两 部 分 。 后 者 是 壳 体 的 弯曲 应 变 , 它 相当 于 Mindlin 板 中 的 曲 
率 挛 化 x 引起 的 应 变 ; 前 者 是 壳 体 的 薄膜 应 变 , 是 壳 体 中 面 内 的 变形 (在 板 棱 曲 间 题 中 , 它 
被 忽略 .) 所 引起 的 。 通 过 景 纲 分 析 , 可 以 辨认 , 惠 膜 应 变 能 项 和 前 切 应 变 能 项 相同 ,在 泛 函 
中 也 具有 罚 函 数 的 性 质 . 因 此 和 它 相 关 的 刚度 矩阵 也 应 是 奇异 的 ,否则 ,在 索 越 来 越 薄 时 ， 
它 也 会 造成 “ 锁 死 "现象 ,因为 这 镇 死 是 由 过 分 的 虚假 薄膜 应 变 能 引起 的 , 折 以 称 之 为 薄膜 
“ЖОЕ”. 

为 保证 下 的 非 奇异 性 , 且 避 免 剪 切 “ 锁 死 ”和 薄膜 * 锁 死 *, 从 原则 上 说 ,在 Mindlin 板 
单元 的 讨论 中 所 列举 的 各 种 方法 都 可 以 用 于 现在 的 超 参 壳 元。 文 [2] 对 9 结 点 超 参 壳 元 建 
议 了 一 种 假设 庶 变 的 方案 。 文中 对 ej ,ey 和 7y 的 弯曲 应 变 部 分 和 薄膜 应 变 部 分 以 及 横 前 
МЕ y. ЖІ yw。 采 用 不 同 取样 点 的 播 值 表示 。 只 是 对 于 一 般 形 状 的 超 参 沉 元 ,整个 推导 过 
程 和 表达 格式 相当 复杂 。 因 此 ,从 实用 角度 考虑 ,现在 较 普 遍 采 用 的 ,还 是 减 缩 积 分 方案 。 
例如 对 于 8 结 点 和 9 结 点 的 超 参 壳 元 ЛЕ ОН 三 个 方向 都 采用 2 点 积分 ,在 此 种 单元 
发 展 初期 , 曾 在 ,9 方向 采用 3X3 精确 积分 , 结果 发 现 ,分 析 厚 板 及 厚 壳 时 能 得 到 较 好 的 
结果 ,但 用 于 分 析 薄 板 及 薄 壳 时 ,结果 不 好 。 其 原因 是 在 厚度 变 小 时 ,发 生 了 “ 锁 死 "现象 。 
后 改 用 2X2 减 缩 积分 ,精度 得 到 明 昌 的 改进 , 且 节 省 了 计算 时 间 。 


12.3.5 应 力 的 计算 


当 解 出 位 称 以 后 ,利用 (12, 3. 22) 和 (12. 3. 23) 式 可 以 计算 s 和 of ,通常 是 工程 实际 
感 兴趣 的 ,因为 它 有 清晰 的 物理 意义 。 但 是 应 当 指 出 ,由 (12. 3. 23} 式 算出 的 闻 中 ,机 前 应 
力 rr* 和 ry= 是 壳 体 截面 上 的 平均 前 应 力 ,而 实际 前 应 力 是 抛物 线 分 布 的 ,在 者 体内 外 玫 
面 上 ze 一 mv 一 0, 在 中 面 上 它们 的 数值 为 平均 前 应 力 的 1.5 信 , 所 以 应 按 此 对 从 
《12. 3. 23) 式 计算 出 的 驯 进 行 修 正 。 然 后 可 根据 需要 计算 主 应 力 或 总 体 坐 标 系 中 的 应 力 
c。 后 者 的 计算 公式 是 
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Gr Toy Тг 
=0| r. во, туб (12.3. 27) 


Tr Гут Fy 


а, T zy T. 
Tay б, Т, 
жі tf, с, 


例 1 图 12.10 ARARA КУГ, РАН 1/4, 用 二 次 厚 板 
单元 进行 计算 。 对 于 不 同 的 摩 度 跨 麻 比 (ra) ,图 中 列 出 了 3X3 和 2X2 高 斯 点 的 计算 结 
果 . 当 板 较 厚 时 ,两 种 积分 方案 给 出 的 计算 结果 比较 接近 ,并 和 薄板 理论 解 相 比较 ,显示 出 
考虑 模 向 前 切 的 修正 效果 , 但 当 板 比较 薄 时 ,3x3 积分 由 于 引起 虚假 的 剪 切 应 变 能 ,使 计 
算 位 移 偏 小 。 但 用 2X2 减 缩 积分 ,给 出 的 计算 结果 与 理论 解 符 合 得 很 好 。 


图 12.10 简 支 方 板 在 均匀 载荷 作用 下 中 央 截 面 挠 度 
(a) 3x3 积 分 (А 2x2 积 分 


例 2 12. 6 所 示 的 圆柱 过 屋顶 , 现 用 二 次 厚 亮 单元 进行 计算 。 图 12. 11 列 出 采用 
不 同 网 格 划分 时 并 分 别 用 3x 3 积分 和 2х2 积分 的 结果 ,为 进行 比较 ,图 中 还 表示 出 利用 
和 肩 壳 理 论 得 到 的 解析 解 .左边 3x 3 积分 的 结果 和 解析 解 相差 较 大 ,而 右边 2X? 减 缩 积 分 
的 结果 ,由 于 消除 了 虚假 的 剪 切 应 变 能 ,和 解析 解 十 分 芒 近 ,甚至 只 用 一 个 单元 也 得 到 较 
好 的 结果 。 此 例 不 仅 说 明 超 参 壳 元 对 于 弹性 薄 壳 (此 例 中 以 R=0.01) 也 能 给 出 很 好 的 结 
果 , 而 且 有 较 高 的 计算 效率 。 

从 以 上 关于 超 参 数 壳 元 的 讨论 中 可 以 看 出 , 它 是 基于 主 从 自由 度 原理 从 三 维 等 参 实 
体 元 晓 化 而 来 。 优 点 是 能 用 于 薄 过 .中 厚 者 以 及 变 厚 度 壳 等 一 般 情况 ,同时 在 建立 其 表达 
格式 的 过 程 中 未 涉及 其 体 的 壳 体 理论 ,从 而 避免 了 一 般 形 状 壳 体 的 复杂 的 几何 关系 ,因此 
它 的 表达 格式 和 建立 于 壳 体 理论 的 单元 相 比 要 简单 一 些 。 基 于 以 上 理由 , 超 参 单元 在 壳 体 
结构 分 析 中 得 到 比较 广泛 的 应 用 。 但 是 也 应 看 出 , 它 和 等 参 单元 相 比 仍 是 比较 复杂 ,因为 
在 其 应 变 和 应 力 计算 中 不 仅 涉及 自然 坐标 和 总 体 坐标 之 间 的 转换 ,还 比 等 参 元 增加 了 总 
体 坐 标 和 局 体 坐标 之 间 的 转换 ,这 将 增加 了 程序 的 复杂 性 及 实际 计算 的 工作 量 。 我 们 在 
9.1 节 关 于 结构 有 限 单元 的 概论 中 曾 指出 ,在 用 实体 单元 分 析 板 党 结构 时 ,为 避免 不 同方 
向 刚度 相差 过 大 而 造成 的 困难 ,还 可 采用 基于 相对 自由 度 原 理 的 板 壳 单 元 ,以 后 将 这 种 单 
元 称 之 为 相对 自由 度 板 壳 元 , 它 的 表达 格式 和 超 参 单元 相 比 就 比较 简单 ,下 节 将 给 予 简要 
的 介绍 。 
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图 12. 11 圆柱 党 屋 顶 在 自重 作用 下 的 位 移 


12.4 相对 自由 度 壳 体 单元 


相对 自由 度 壳 元 是 将 相对 自由 度 概 仿 引 入 等 参 实 体 元 而 得 到 . WAR 12. 12(a) 所 示 
16 结 点 等 参 元 为 例 , 说 明 它 的 具体 构造 方法 。 
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图 12.12 三 维 等 参 元 各 相对 自由 度 壳 元 
16 结 点 三 维 等 参 元 芍 坐标 和 位 移 插值 表达 式 如 下 


Жж 16 Ti 
人 2 (12.4.1) 
z i=] >; 
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u 16 ш 
о p= X Ngu (12, 4. 2) 
t 1 те; 


对 于 楼 边 中 结 点 
м, = та -вуа H mA HEE) G= 9,11,13,15) 
(12.4. 3) 
N, = га + а — ра +E) 6-10,12,14,16) 
对 于 顶 结 点 
N= № – FMTN) G=1l2,>8 (12. 4. 4) 
其 中 м = $G + 8) + m) + t) 


KN, N, нні 相 邻 的 二 个 楼 边 中 结 点 ,i ABRE ИЕ ЕЙ. 1-1 为 例 
N, = Nt: — > Q, + N.) 


为 区 别 于 以 下 引出 的 相对 自由 度 单 元 中 的 坐标 和 位 移 , 将 上 面 用 到 的 坐标 z. yz, 
{Ж uov sw АЦЕВ №, 称 为 绝对 坐标 ,绝对 位 移 和 绝对 插值 函数 。 
相对 自由 度 觉 元 就 是 对 绝对 坐标 和 绝对 位 移 进 行 线性 组 合 以 定义 新 的 相对 坐标 也 ， 
уез 和 相对 位 称 志 ,wyww;。 它 们 之 间 的 线性 关系 如 下 
= _ 1 
>, = > G< 一 Z,+42 


G = 1,2,3,4,9,10,11.12) (12.4. 5) 


Zir 一 іс” + оа) 


_ 1 G = 1.2,3,4,9,10,11,12) (12. 4. 6) 
иа = 20% 十 иы) . 

HREH yor KEB vow 具有 类 似 的 表达 式 。 对 以 上 各 式 略 加 分 析 , 订 以 识别 元 |; 
yega G=1,2,3,4,9,10,11,12) г 和 结 点 ;十 4 的 连 线 和 中 面 交点 , 即 
БЕЛІН НІН ЧЁ ЙК, mot owa ,是 该 点 的 位 移 ;而 z, у › z 是 原 等 参 元 结 点 i 相 
对 于 中 面 结 点 Tiri Уі vzin AER yu; ‚тэт; 则 是 相应 的 相对 位 移 ， 这 样 一 来 ,三 维 相 对 
自由 度 壳 元 可 以 表示 如 图 12.12(8)。 用 粕 对 壳 元 的 结 点 坐标 和 结 点 位 移 表 示 原 等 参 元 的 
结 点 坐标 和 结 点 位 移 , 划 有 


=, = Z; + Eis 

— _ G= 1.2,3.4,9.10,11,12) (12. 4. 7) 
Жаа T Tita — 24 
и; = w, Би, 

-. а (2 = 1,2,3,4,9,10,11,12) (12. 4. 8) 
Ира S Шуна — H; 


对 于 уә 和 ото, 有 类 似 的 表达 式 。 将 以 上 各 式 代 入 (12.4.1) 和 (12.4， 2) 式 ,可 以 得 到 
‚412* 


(12. 4. 9) 


(12. 4.10) 


қ x E 
ү 
lI 
1 
z 
— 
B| S1 | XI мі ÄI 
4 


н 16 
° t= > Ni 


其 中 
RN 
Naa = М + Naal 
UERJ EATARRA ТСН АТАН АА АТАН a ВИЧЕ JS K. E 
HUA py ap kE EE Bs ШІ E ERRERA ЕН ШИ Ж ФЕ АНА]. ЖЕЕ ЕК 
解 方程 


а 一 1,2,3,4,9.10,11.12) 


_ Р (12.4.11) 
其 中 к-УЕ P= XF 
k= F | | i [вов | J |dëdgdt 
P= ШЕШІ. 


十 ШЕШІ; (T 作用 于 在 上 二 1 面 ) 


以 上 各 式 的 意义 及 有 关 答 阵 的 定义 可 参看 (本 1) 一 (4 和 7) 式 ,这 里 不 再 重 述 。 

从 以 上 讨论 可 见 , 相 对 自由 度 这 元 实际 上 仍 是 等 参 元 ,只 是 对 原 结 点 位 移 作 了 一 个 简 
单 的 线 竹 变换 ,用 相对 位 移 代 替 了 原来 的 绝对 位 移 ,以 克服 等 参 元 直接 应 用 于 壳 体 分 析 
时 , 困 不 同方 向 刚度 相差 过 大 而 出 现 的 数值 困难 。 它 不 同 于 基于 主 从 自 由 度 原 理 的 超 参 尝 
元 , 超 参 壳 元 是 引入 了 壳 体 理论 的 假设 ,缩减 了 自由 度 ( 将 上 下 表面 结 点 对 的 6 个 自由 度 ， 
缩减 为 中 面 缚 点 的 5 个 自由 度 一 一 3 个 位 移 和 2 个 转动 ) ,因此 必须 进一步 采用 基于 壳 体 
局 部 坐标 的 广义 平面 应 力 型 应 力 应 变 关系 ,这 样 也 就 必须 增加 从 总 体 坐 标 到 者 体 局 部 坐 
标的 变换 。 而 相对 自由 度 亮 元 则 仍 采用 原来 等 参 元 中 建立 于 总 体 坐 标的 三 维 应 力 应 变 关 
系 , 因 此 不 必 引 入 总 体 坐 标 和 局 部 坐标 之 间 的 变换 ,从 而 使 表达 格式 保持 比较 简单 的 形 
式 。 在 文献 [3] 中 在 应 用 相对 自由 度 壳 元 时 , 仍 采 用 局 部 坐标 内 的 广义 平面 应 力 型 应 力 应 
变 关系 ,当然 也 就 同时 需要 引入 上 述 坐 标 变 挽 。 我 们 认为 这 是 不 必要 的 。 

最 后 应 该 指出 ,因为 相对 自由 度 壳 元 的 本 质 和 超 参 壳 元 相似 , 为 避免 发 生 “ 锁 死 " 现 
象 , 超 参考 元 中 所 采用 的 措施 同样 可 以 用 于 现在 情况 。 

关于 相对 自由 度 索 元 的 可 应 用 性 ,还 有 两 点 可 以 所 及 。 因 为 它 的 结 点 自由 度 是 三 维 实 
体 单元 结 点 自由 度 的 线性 组 合 ,未 引入 起 参 沉 元 中 的 转动 自由 度 , 因 此 它 和 三 维 实体 单元 
的 联结 可 以 非常 方便 地 实现 ,这 点 在 下 一 节 讨 论 了 其 它 壳 元 ,包括 超 参 壳 元 和 实体 单元 的 
联结 问题 以 后 就 可 以 更 清楚 地 认识 到 ,另外 也 正 因为 它 末 引入 转动 自由 度 , 因 此 重 适 用 于 
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包括 大 转动 在 内 的 大 位 移 的 描述 ,这 点 在 第 16 章 讨论 几何 非 线性 问题 时 再 进一步 如 以 并 
述 。 


12.5 不 同类 型 单元 的 联结 


现在 讨论 三 维 实体 单元 和 一 般 沉 体 单元 的 联结 ,这 是 11. 5 节 讨 论 的 轴 对 称 实体 单元 
和 竞 元 联结 问题 的 推广 .解决 问题 的 方法 各 步骤 基本 上 和 轴 对 称 情 况 相同 ,只 是 三 维 问题 
情况 比较 复杂 一 些 。 


12. 5.1 多 点 约束 方程 


不 失 一 般 性 ,我 们 以 三 维 等 参 实 体 元 和 超 参 亮 体 元 为 例 进 行 讨论 .图 12. 13 所 示 是 交 
界面 两 边 的 两 个 不 同类 型 的 单元 , (a) 是 16 结 点 等 参 实体 元 , OE 8 结 点 超 参 壳 体 元 。 单 
元 (4a) 的 #==1 曾 和 单元 (8) 的 $= 一 1 面相 互联 结 。 


图 12.13 不 同类 型 单元 的 联结 


为 以 后 儿 述 方便 ,单元 (a)#=1 面 上 的 结 点 号 用 1,,1,,2,,2,,3,,3 表示 ,它们 的 结 点 
位 移 参 数 是 ww,viviwG 一 1D,16… ,36); 单 元 (6 站 == 一 1 面 上 的 结 点 号 用 1,2,3 表示 ,它们 
的 结 点 位 移 参 数 是 wi ,vi,wisar, 有 PG 二 1,2,3)。 两 个 单元 中 避 ,vi,rw; 都 是 总 体 坐 标 内 的 位 
PaE aA 是 连接 结 点 i 和 i 的 向 量 w 相 绕 与 之 相 牌 直 的 两 个 向 量 vw 和 vw 的 转动 ( 见 
12. 3.2 #9). 

为 建立 二 个 单元 结 点 位 移 参 数 之 间 的 约束 方程 ,首先 将 各 个 结 点 位 移 参 数 转换 到 局 
部 坐标 系 ЛР :А 其 转换 关系 是 


ні н; 
f - 中 | G -1,,1,,%.,3,,1,2,3) (12.5.1) 
тен те; 


Жр ш, utkhu ra ИЩ. 


L, ly Чы 
А=[у v, Vy] = |My my а (12. 5. 2) 
Ми Мы Мы 


局 部 坐标 系 内 结 点 位 移 参 数 之 间 的 约束 方程 是 


ш + us Ka ы = Wa H ым 
2 2 ' Аш 


иа , | = 


.414. 


В, = МІ а“ е G= 123 (12. 5.3) 


上 式 也 可 表示 成 

к + us 

н; ? 
W за Бов 

ің 2 

Р М; 
С = < — Ma 0 G = 1,2,3) (12. 5.4) 

т = vi 
a — 
а 一 и 一 мз 

i і 


将 上 列 约 东方 程 引入 计算 程序 的 方法 和 轴 对 称 情况 相同 , 即 可 利用 罚 函 数 法 或 直接 
引入 法 ( 见 11. 5. 1 节 ), 这 里 不 再 重复 。 

如 果 在 交界 面 上 ,和 和 党 体 单元 的 结 点 i 相对 应 ,在 实体 单元 上 有 三 个 铺 点 L C. r, Ë 

们 分 别 布置 在 项 面 . 中 面 和 底面 上 ,如 图 12. 13 所 示 。 这 时 为 避免 引入 法 向 应 变 为 零 的 过 

分 约束 ,约束 方程 的 正确 表示 应 为 


и 一 и 
Ú — Uim 
x 一 ш. 
ad 4 Нив 
" 2 
с=з, utaf? 《12. 5. 5) 
2 
%- Uig — Vi 
t; 
_ ил 一 Hà 


t; 
依 此 类 推 可 以 列 出 和 壳 体 单元 每 个 结 点 相对 应 ,实体 单元 有 更 多 结 点 情况 的 约束 方程 。 

上 述 约束 方程 是 针对 等 参 实体 元 和 超 参 厚 沉 元 的 联结 列 出 的 。 其 原则 和 方法 是 一 般 
的 ; 即 可 用 于 其 他 形式 实体 单元 各 沉 笨 单元 的 联结 。 


12.5.2 ”过渡 单元 
构造 三 维 过 渡 单 元 的 原则 和 方法 和 轴 对 称 的 情况 相同 ( 见 11. 5. 2 节 ), 图 12, 14 所 示 
就 是 三 维 过 渡 单 元 的 一 些 可 能 形式 ,由 等 参 实 体 元 和 超 参 壳 体 元 结合 而 成 的 过 渡 元 ,其 坐 
标 和 位 移 的 杆 信 表示 如 下 | 
р мело 5 NKE) р} + Žv, 
<; pi 


f=m+1 
x 2; 


(12.5. 6) 
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图 12.14 三 维 过 小 元 的 一 些 可 能 形式 


и Hi 
| |- meno Р > МА, 
ігі 


і-т-1 
те 


t; б — tsi а; 
| | + ag 一 | | 
TW: Ур НЫ — л» B, J 


(12, 5.7) 
其 中 m 是 过 渡 单 元 中 和 实体 单元 相关 的 结 点 数 ,n 一 m 是 和 党 钵 单元 相关 的 结 点 数 ,n 是 
过 渡 单 元 的 结 点 总 数 。 
关于 形成 过 滤 单 元 刚度 和 矩阵 时 如 何 确 定 积分 点 的 应 力 和 应 变 的 问题 ,正如 在 11. 5. 2 
节 中 所 指出 的 , 尚 需 进一步 研究 。 在 以 下 引 自 Surana 文章 ( 见 11.53]) 的 算 钢 中 ,他 仍 采 
用 v=0， f 
12.15 ОЕ ЕЕ, КӘНЕ ЕН ЕЕЕ Е--3Х10МРа, 
采用 三 种 有 限 苑 模型 进行 计算 ,模型 4, BC 的 单元 型 式 及 划分 分 别 如 图 (6 ,Cc), Cd) 所 
ж» @ 12.16 至 图 12. 19 分 别 表示 此 算 例 的 结果 。 其 中 图 12. 16 ERRE zo 滑板 长 产 的 
变化 ,图 12.17 ӨЛЕ w 在 х=2ст 到 z= 二 2. 25cm 区 域内 的 快速 变化 。 图 12. 18 和 图 
12. 19 分 别 表 示 出 x= 2cm 和 z=1.75cm ЖШ К u 洪 高 度 的 变化 。 在 zx 二 2em 截面 
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处 ,模型 4,B 和 模型 C 的 结果 相差 很 多 ,这 是 由 于 模型 4, 在 梁 左 端 较 厚 处 采用 了 实体 
单元 ,能 够 较 好 地 反映 出 截面 上 位 移 ， 沿 高 度 的 变化 ;而 模型 C 全 部 采用 板 沉 单元 ,不 能 
反映 出 截面 突变 的 影响 。 但 是 此 影响 是 局 部 性 的 ,在 z 一 1. 75cm 截面 上 已 大 大 削弱 。 


12.6 小 # 
Kas 般 形 状 的 壳 体 单元 ,本 章 讨 论 ТЕНЕ ЕНЕ БОЕ. ШР ЕВЕ 


平板 况 元 是 平面 应 力 单元 和 平权 村 赃 单 元 的 组 合 ， TAN AEE TS h 
择 和 单元 集成 时 第 6 个 自由 度 ( 即 绕 法 线 转 动 自 由 度 ) 的 处 理 。 

晓 化 壳 元 中 的 超 参 亮 元 是 三 维 实体 单元 中 引入 壳 体 理论 假设 ,将 党 体 上 .下 表面 上 一 
对 结 点 的 6 个 自由 度 锐 化 为 壳 体 中 面 上 结 点 的 5 个 自由 度 。 在 建立 晓 化 壳 元 表达 格式 过 
程 中 ,要 注意 几 种 不 同 坐 标 系 的 各 自作 用 及 其 相互 转换 关系 .同时 应 注意 到 由 于 刚度 矩阵 
不 同 组 成 部 分 具有 不 同 的 数量 级 关系 ,在 应 用 于 薄 沈 情况 时 可 能 导致 “ 苯 切 镇 死 " 和 “薄膜 
锁 死 ”平板 一 章 有 关 产 生 “ 前 切 锁 死 ” 原 因 和 训 免 方法 的 讨论 原则 上 可 以 推广 用 于 现在 的 
情况 。 由 于 党 体 几 何 特性 的 复杂 性 和 新 增加 的 “薄膜 镇 死 * 的 可 能 性 ,详细 的 进一步 的 讨 
论 ,建议 参考 有 关 文 献 。 

相对 自由 度 帝 元 原则 上 仍 是 三 维 单元 ,只 是 引入 相对 自由 度 概念 以 避免 三 维 单元 用 
于 壳 体 结构 由 于 不 同方 向 刚度 过 于 悬殊 而 带 来 的 数值 上 的 困难 。 其 表达 格式 的 形式 比 超 
参 壳 元 简单 ,特别 是 用 于 大 变形 情况 更 为 明显 ,所 以 也 是 一 种 有 实用 意义 的 单元 形式 。 

12.5 节 所 讨论 的 不 同类 型 单元 的 联结 只 限于 沉 体 单元 在 其 横向 截面 和 实体 单元 的 
联结 ,二 者 自由 度 之 间 的 约束 方程 及 其 引入 方程 的 方法 是 前 一 章 轴 对 称 沉 元 和 轴 对 称 体 
元 相 联 结 的 推广 。 实 际 结构 中 常常 时 到 的 男 一 种 情况 是 这 体 的 上 或 (和 }) 下 表面 上 有 肋 条 
《可 用 空间 杆 单元 离散 ) 加 强 , 情 况 将 比 12. 5 节 所 讨论 的 联结 形式 要 复杂 。 原 则 上 仍 应 首 
先 建立 两 种 单元 自由 上 度 之 间 的 约束 方程 ,以 保持 二 者 位 移 的 协调 而 不 引入 过 多 的 不 必要 
约束 。 读 者 可 作为 练习 加 以 思考 . 


мов 


12.1 导出 4 结 点 Mindlin БЛ АР АС А ТАН Ж ЕНІ E EE ll Ж 
荷 向 量 ,并 比较 它 和 以 薄板 单元 与 平面 应 力 单元 组 成 的 平板 壳 元 的 各 自 特点 。 

12.2 推导 出 超人 参 单 元 的 应 变 和 矩阵 В, (12. 3. 22) 式 的 具体 表达 式 。 

1.3 推导 出 超 参 单元 的 单元 载荷 向 量 。 

12.4 如果 将 超 参 单元 用 于 平板 分 析 , 表 达 格 式 如 何 简 化 ? 可 否 证 明 它 和 Mindlin Ж 
单元 是 等 价 的 。 

125 在 建立 超 参 壳 元 表达 格式 的 过 程 中 , 隐 含 着 对 yx 及 它 的 转动 上 和 局 什么 限 
制 ,在 实际 应 用 中 如 果 不 满足 这 些 限 制 会 带 来 什么 问题 ,有 何 改 进 的 方法 ? 

1.6 超 参 单元 一 般 情况 下 不 满足 收 伍 准 赚 ,能 次 证 明 本 章 讨 论 的 超 参 单元 是 满足 
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收 敏 准则 的 , 即 是 包含 刚体 运动 和 常 应 变 的 位 移 模式 的 ， 
127 ”如何 实 现 相对 自由 度 壳 元 和 实体 单元 的 联结 ,导出 相关 的 表达 式 。 
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第 13 章 ”热传导 问题 的 有 限 单元 法 


1315] Ж 


在 石油 化 工 、 动 力 ,核能 等 许多 重要 部 门 中 ,在 变温 条 件 下 工作 的 结构 和 部 件 ,通常 都 
存在 温度 应 力 问题 ,在 正常 工 况 下 存在 稳 态 的 温度 应 力 ,在 启动 或 关闭 过程 中 还 会 产生 随 
时 间 变 化 的 瞬 态 温度 应 力 .这些 温 度 应 力 经 党 占有 相当 的 比重 ,其 至 成 为 设计 和 运行 中 的 
控制 诺 力 。 要 计算 稳 态 温度 应 力 和 上 胜 态 温 度 应 力 首先 要 确定 稳 态 的 或 退 态 的 温度 场 。 

由 于 结构 移 形 状 以 及 变温 条 件 的 复杂 性 ,依靠 传统 的 解析 方法 要 精确 地 确定 温度 场 
往往 是 不 可 能 的 ,有 跟 单 元 法 却 是 解决 上 述 问题 的 方便 而 有 效 的 工具 ,在 进入 热传导 问题 
有 限 单元 法 的 具体 讨论 以 前 ,首先 将 热传导 问题 的 基本 方程 作 一 扼要 的 介绍 。 

在 一 般 三 维 问题 中 , 瞬 态 净 度 场 的 场 变量 ay ЖЕЛ УЙДЕ Ч Ж 2 
程 是 


дф а (А. 5#) д 


9$) ә 
ду к 


ray] ðz 


82-10-09 (在 全 内 ) 


(13.1.1) 


жя 
é = $ (在 Г.Я) (13.1.2) 
£. э" +k, SEn, +k, 9%, -4 ОЕ T, 边界 上 ) (13.1. 3) 


д д ә 
ke gin +k, зба 十 如 Sa, = -ө ОЕ Г, 边界 上 》 (13.1.4) 


式 中 о 材料 密度 (kg/m’) 

с 材料 比 热 (J/(kg K) 

¿£ ВВ Се); 

ka k. h, 分 别 是 材料 沿 тэг 方向 的 热传导 系数 (WACm， 玉 )); 

Ө=0(х,у.2,.1) 物体 内 部 的 热源 密度 CW /kg); 

nony EAR INRI D EARI 

ЯӚ-ЖГы) 是 六 边界 上 的 给 定 温度 ; 

ае) 是 卫 边 界 上 的 给 定 热 流量 (W/m ); 

АЖА (ла К), 

#.=#.07,) 在 自然 对 流 条 件 下 ,# 是 外 界 环 境 温 度 ;在 强 巡 对流 条 件 下 ,5 是 边 
界 层 的 绝热 壁 温 度 。 

边界 应 满足 
P +r +D, =T 
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ЖР Г ЖП ЕЙ ЖИЛ УТ. 

微分 方程 (13. 1. 1) 是 热量 平衡 方程, 式 中 第 一 项 是 微 体 升温 需要 的 热量 ;第 2,3,4 项 
ЖШ х,у 和 zx 方向 传 入 微 体 的 热量 ;最 后 一 项 是 微 体内 热源 产生 的 热量 。 微分 方程 表明 ， 
微 体 升温 所 需 的 热量 应 与 传 入 微 体 的 热量 以 及 微 林 内 热源 产生 的 热量 相 平衡 。 

(13. 1.2) 式 是 在 N 边界 上 给 定 温度 下 六 ,?), 称 为 第 一 类 边界 条 件 , 它 是 强制 边界 条 
件 。(13.3, DREE Г, 边 界 上 给 定 热 流量 q(T 了 ,zt) , 称 为 第 二 类 边界 条 件 , 当 q=0 时 就 是 
绝热 边界 条 件 ,(11.1. 4) 式 是 在 全 边界 上 给 定 对 流 换 热 的 条 件 , 称 为 第 三 类 边界 条 件 . 第 
二 、 三 类 边界 条 件 是 自然 边界 条 件 。 

当 在 一 个 方向 上 ,例如 z 方向 温度 变化 为 零 时 ,方程 (13.1. 1) 就 退化 为 二 维 同 题 的 热 
传导 微分 方程 


pe ЭЎ — AL s£) 214 22) Q= 0 EAH) (13.1.5) 


Әт) ах ay, 72у 
这 时 场 变量 所 x,y,t) 不 青 是 z 的 函数 。 场 变量 同时 应 满足 的 边界 条 件 是 
$= #ОГы) (在 Г, 边界 上 ) (13.1.6) 
kfn +k in = (Га) ЕГ.) ТЕЗІ 
kfn +, =, =һф 一 和 EARL) (13.1.8) 
х Әу 


对 于 轴 对 称 问题 ， ЕТЕ gr 应 满足 的 微分 方程 是 


29% aj, 9% ag _ 
АЕТ FET з, Zerit 一 re = 0 EAR) (13.1.9) 
边界 条 件 是 
Ф-ЖҒГ,О GET, In E) 


k, SE, +, 35, = q(T',t) CE Г, 边界 上 ) (13.1. 10) 


2%, + h n SAD ED 边界 上 ) 


E13. 1. 5) 一 (13. 1 10) 式 中 ,各 项 符号 意义 与 (13. 1. 人 一 (13.1.4) 式 中 的 类 同 。 
求解 肯 态 温度 场 问 题 是 求解 在 初始 条 件 下 , 即 在 
#=% (£= 0) азар 
ЖЕТЕН АОМЕЗЛЕКШЯ АТЫН 8.9 КЕЗЕННІҢ ЕЖ. 
如 果 边 界 上 的 多 9, 贞 及 内 部 的 Q 不 随时 间 变 化 , 则 经 过 一 定时 间 的 热 交 换 后 ,物体 
肉 各 点 温度 也 将 不 再 随时 间 而 变化 , 即 


эў _ 
ы. (13.1. 12) 


这 时 甩 态 热传导 方程 就 退化 为 稳 态 热传导 方程 了 。 由 (13. 1, 1) 式 ,考虑 (3. 1. 12) 式 的 傅 
况 , 得 到 三 维 问题 的 稳 态 热传导 方程 
Ә|, 9% 2$ 28 
Әлі .32)+ 2 k, S£] + AR де 
由 (13. 1.5) 式 可 得 二 维 问题 的 稳 态 热传导 方程 
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十 PR 一 0 СЕЙ) (3.1.19) 


2 afi 9 一 О 13.1. 14 
һан; | ht 0 ENA) ( ) 


ІҢ 11.3. юктан на АУЕ 
2 9 | br a ДАР + eQ =o (ЖП р) (12.1. 15) 


求解 稳 态 温度 场 的 问题 就 是 求 满足 稳 态 热传导 方程 及 边界 条 件 的 场 变 量 #$,$ 只 是 华 
标的 函数 ,与 时 间 无 关 。 

利用 加 权 余 量 的 如 辽 金 法 可 以 得 到 以 上 微分 方程 和 边界 条 件 的 等 效 积分 提 法 。 

稳 态 热 传导 问题 , 即 稳 态 温度 场 问题 与 时 间 无 闫 ,和 以 前 各 章 所 讨论 的 弹性 静 力学 癌 
题 相同 ,采用 C 型 插值 函数 的 有 限 单元 进行 离散 以 后 ,可 以 直接 得 和 有限 元 求解 方程 .前 
面 弹性 力学 问题 中 所 采用 的 单元 和 相应 的 插值 函数 在 此 都 可 以 使 用 。 主 要 的 不 间 在 于 场 
变量 。 在 弹性 力学 问题 中 , 场 变量 是 位 移 ,是 向 量 场 。 在 热传导 问题 , 场 变 量 是 温度 ,是 标 
量 场 。 因 此 稳 态 温度 场 问 题 比 弹 性 静 力 学 问题 克 相 对 简单 一 些 。 在 本 章 中 不 淮 备 对 它 进 
行 更 多 的 讨论 。 

瞬 态 热传导 问题 , 即 豚 态 温度 场 问题 是 依赖 于 时 间 的 。 在 空间 域 有 限 元 离散 后 ,得 到 
的 是 一 阶 常 微分 方程 组 ,不 能 对 它 直 接 求 解 。 如 何 进行 求解 ,原则 上 和 下-- 章 将 讨论 的 动 
力学 问题 类 同 ,可 以 采用 模 态 亚 加 法 或 直接 积分 法 。 但 从 实际 应 用 考虑 ,更 多 的 是 采用 后 
者 .本 章 将 郑重 讨 论 求解 豚 态 热传导 问题 的 直接 积分 方法 ,包括 它 的 算法 步骤 和 解 的 稳定 
性 问题 ,并 将 介绍 一 种 在 实际 分 析 中 很 有 意义 的 .自动 选择 时 间 步 长 的 方法 。 在 讨论 时 间 
步 长 选择 方法 时 也 涉及 到 模 态 春 加 法 的 基本 概念 。 本 章 最 后 将 讨论 在 求解 得 到 温度 场 以 
后 ,如 何 求解 结构 内 的 热 应 力 。 对 些 除 基本 格式 而 外 ,还 将 简要 介绍 -一些 实际 分 析 中 应 考 
处 的 问题 . 


13.2 稳 态 热传导 问题 
13.21 稳 恋 热传导 有 限 元 的 一 般 格 式 
现 以 二 维 问题 为 例 , 说 明 用 俘 辽 金 法 建立 稳 态 热传导 问题 有 限 宛 格式 的 过 程 .构造 近 
DARRI ,并 设 % 已 满足 Г, 边界 上 的 强制 边界 条 件 (13. 1. 6) 式 。 将 近似 函数 代入 场 方程 
(13.1. 14) 式 及 边界 条 侍 (13. 1.7) 式 和 (13,1.8) 趟 。 因 $ 的 近似 性 ,将 产生 余 量 , 即 有 


2/1,3¢ | 
а-ы. ІЗ о 
3 
Rr, = k, 2 te fna А (13.2.1) 


Rr, = ka lEn, +? ATTE 
нина еннан виа M 


| Renan 十 [А Rr undr + [А Rr wdr = 0 (13.2, 2) 
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RP wow reo BRER. 上 式 的 意义 是 使 微分 方程 (13. 1. 14) 和 自然 边界 条 件 (13. 1. 7) 
式 及 (13, 1.8) 式 在 全 域 及 边界 上 得 到 加 权 意 义 上 的 满足 。 

将 (13.2. 1) 式 代入 (13. 2. 2) 式 并 进行 分 部 积分 (参见 1. 2. 2 节 中 等 效 积分 “ 弱 " 形 式 
部 分 的 (1 2. 11) 一 (1. 2. 12) 式 ) 可 以 得 到 


Е ИЕ P j + HR 73 шын ^а 


аг 


КСЕ: 2% 
十 фа зу + k, Jy” 


2$ 2 é, -- | 
+ Дь ЕРШ + Ё, 5у q шаГ 


+Í (k. 9% k, Én, — к» — # | шаг = 0 (13. 2. 3) 
г, Әл ду 


HEER О ESHU RAAE, E ga а ТЫ 5 ОЕ BE # Н] ДЭННЕН ай жууға ді. 
温度 二 插入 得 到 


$ = = УІМ/(ж,уу)ф = N $ (13.2.4) 
N=[N, N, > М, (13. 2. 5) 


AP n, ВЕРА ЛОВ А УС: М, (z, y) ERAAN, ТЖЕ C, 型 插值 函数 , 它 亦 具有 下 述 
性 质 


0, (34 j= š) 
Nilz y;) = | (13.2.6) 
ә” =, шлш», 
及 Хм,-1 


H Tan) В St Er kia E р, (13-2. 3) 式 的 积分 可 改写 为 对 单元 积分 的 总 和 。 
用 需 辽 金 法 选择 权 函 数 


те, = N, Q = 1,2.-е n.) (13.2. 7) 
ЕҢ», (ЮНЕ ЕН Н ЮМ. ЖОЛ FASE РЕНЕ 
W, = тё = — шн == — N; Су = 1.2,-",л) (13. 2. 8) 


因 % 已 满足 强制 边界 条 件 ( 在 解 方程 前 引入 强制 边界 条 件 修 正方 程 ), 因 此 在 Г, ЕЖ 
再 产生 余 量 ,可 令 w ТЕГ, 边界 土 为 零 。 
将 以 上 各 式 代 入 (13,2. 3) 式 则 可 以 得 到 
ӘМ, ƏN) ӘМ,, әм) 
У 9) в 95 


(Ұға 
一 > Naa - >| Naar 


一 5f Мажаг +Í МАМ фаг 0 
2225 г, 


G = li2 n) (13.2, 9) 
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写成 矩阵 形式 则 有 


EA 


+ y| ANN Фаг 一 > war 


- У) Magar - У) 9405 о (13.2. 10) 


G 


(13. 2.10) 式 是 个 联 立 的 线性 代数 方程 组 ,用 以 确定 个 结 点 温度 向。 按照 一 般 有 限 元 
RAGB 2. 10) 趟 可 表示 为 

КФ-Р (13.2.110 
式 中 КУЙМЕ ЧЕ Ф ó. АТ 是 结 点 温度 列 阵 ;P 是 温度 载荷 列 阵 。 和 矩阵 外 
和 了 的 元 素 分 别 表示 如 下 


aN, aN, ӘМ, әм, | 
K. >| ® Әт dx + Ë, 3y Әу jan + > r Yy (13.2 у 


р, = 5, Naar + Dj ма ваг + > „идао (13.2. 13) 


(13. 2. 12) 式 中 的 第 一 项 是 各 单元 对 热传导 和 邱 阵 的 贡献 ,第 二 项 是 第 三 类 热 交 换 边 界 条 件 
对 热传导 撼 阵 的 修正 。(13. 2.13) 式 中 的 三 项 分 别 为 给 定 热流 、 热 交换 以 及 热源 引起 的 温 
彭 载荷。 可 以 看 出 热传导 息 阵 和 温度 载荷 列 阵 都 是 由 单元 相应 的 第 阵 集 人 台 而 成 。 可 将 
(13. 2. 12) Ë (13. 2, 13) 式 改写 成 单元 集成 的 形式 


K, = Ks УІН; (13.2. 114) 
Р; = УУРУ + D Ph+ ОРЫ (13.2.15) 
式 中 

к= | | 2N: М; АРАЛЫ (13.2. 162 

m ж oz ду ду 
Ну = | ANN ar (13. 2. 17) 
др f Naar (13. 2. 18) 
Pin = | мафаг (13. 2. 19) 

š 

РЫ = | Near (13. 2. 20) 


以 上 就 是 二 维稳 定 热传导 和 问题 有 限 元 的 一 般 格式 。 稳 访 热 传导 问题 也 存在 变 分 的 泛 
范 , 由 变 分 法 建立 的 有 限 元 方程 与 用 性 辽 金 法 建立 的 有 限 元 方程 是 一 致 的 ,读者 可 以 作为 
练习 加 以 验证 。 

如 前 所 述 , 热 传导 问题 属于 C, 型 问题 ,并 由 于 温度 场 是 标量 场 , 有 限 元 格式 相对 比较 
简单 ,所 以 上 列 胡 达 格 式 对 应 于 不 同 单元 的 具体 形式 就 不 一 一 列举 ,这 里 仅 将 具有 显 式 表 
达 式 的 平面 三 角形 单元 加 以 具体 化 ， 
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1.22 平面 3 结 点 三 角形 单元 


我 们 现在 讨论 最 简单 而 又 十 分 有 用 的 3 结 点 二 角形 单元 稳 态 热传导 问题 的 有 限 元 
格式 。 


图 13.1 二 维 域 划分 为 三 角形 单元 
根据 2.2.1 节 第 (2, 2. 8) 式 ,插值 函数 是 
N, = (а Бх ey) т) 
对 于 任 一 单元 ijm ,可 将 插值 函数 求 导 代入 (13. 2. 16) 式 得 到 热传导 矩阵 元 素 


а - А, ky 
K;; = galt + дА“ (13. 2. 21) 


Але Sh B E E: 
bb; bb; be, бє; CC Clm 
k, Ë, 
к-н bb, ЖЕ 对 CC Ст 
ЖЕ baba PE с.с, 
对 于 具 月 第 三 类 边界 条 件 的 边界 单元 ,如 rp 单元 , 除 按 (13. 2. 22) 式 计算 单元 热 传 
导 怎 阵 外 ,还 应 计算 由 于 第 三 类 边界 条 件 引 起 的 对 热传导 答 竹 的 修正 ,修正 项 可 将 插值 函 
数 代入 (13. 2. 17) 式 得 到 


(13. 2. 22) 


H: = НЕ = Гамма = Ты. 
£ 

(13. 2, 23) 

H = H: = ІШЕ = ŽAL 
tf 


式 中 工 是 对 流 边界 六 的 边 长 。 若 单元 中 只 有 rs bB DIARRE Xia opp ЕЕ 
的 修正 是 
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2 1 0 
н = Ты 2 ° (13.2. 24) 


ооо 


单元 结 点 编码 顺序 是 7 ,sp。 
单元 的 温度 载荷 可 由 (13. 2. 18) ~ (13. 2. 20) 式 求 得 。 当 热源 密度 怠 以 及 给 定 热流 4 
都 是 常量 时 


Pa, = +eQA G.j,m) 


Ph = 1% éL (== к,5) ОМ Г, 8 r-s 边 时 ) (13.2. 25) 


Pi 341. б=т) (28 P, 3 r-s 边 时 ) 
至 于 轴 对 称 3 结 点 环 状 单元 稳 态 热传导 的 有 限 元 格式 ,读者 可 根据 (13.1.15) 太 


(13. 1, 10) 式 按照 柱 坐 标 推导 作为 练习 。 


13.3 瞬 态 热传导 问题 
13.3.1 瞬 态 热传导 有 限 元 的 一 般 格式 


БЫН ЕЕЕ МЕНЕ ИНЕНІ АЕ ЕЛ ІНІ 0 
的 画 数 ,而 且 还 是 时 间 域 的 函数 。 但 是 时 间 和 空间 丙种 域 并 不 耦合 ,因此 建立 有 限 元 格 
式 时 可 以 采用 部 分 离散 的 方法 。 

我 们 仍 以 二 维 问题 为 例 来 建立 朋 态 温度 场 有 限 元 的 一 般 格式 。 首先 将 空间 域 Q 离散 
为 有 限 个 单元 体 , 在 典型 单元 内 温度 % 仍 可 以 近似 地 用 结 点 温度 先 插值 得 到 ,但 要 注意 此 
时 结 点 温度 是 时 间 的 函数 


$= $= ДЕТ) #, (t) (13.3.1) 
BERR N 只 是 空间 域 的 函数 , 它 与 以 前 讨论 过 的 问题 一 样 {КУ R r RAAE 


性 质 。 构 得 8 时 已 满足 Г, 上 的 边界 条 件 , 因 此 (13. 3. 1) 式 代入 场 方程 (13, 1.5) 和 边界 条 
ËF013.1.7), 13. 1,8) 式 时 将 产生 余 量 


_ 3 24). 3 9 $ 22% 
Ra = zla т] + ple 5 + eQ pe Z (13. 3, 2) 
Rr, = k, TEn + k, 人 — q (13.3. 3) 
К, = k, +a, Hk, TEn, — hh — D (13.3.4) 
令 余 量 的 加 权 积 分 为 零 , 即 
| Rowan + f Rr wdr + |А Rr dl = 0 (13.3. 52 
ШІ ЗЕ НЕ N 
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wW = М, (j 一 1 2 

тш; = Шу = —: и (13. 3, 8) 
代入 (13. 3. 5) 式 ,与 稳 态 温度 场 建立 有 限 元 格式 的 过 程 类 同 ,经 分 部 积分 后 可 以 得 到 用 以 
确定 п 个 结 点 温度 在 的 矩阵 方程 


СФ-Кф-Р (13.3.7) 
ЕЕ г УЕ АЕК ARA. АЗ СИЯ Е, К Ж 15 Sp YE 


阵 ,C К 都 是 对 称 正定 矩阵 。P 是 温度 载荷 列 阵 ,$ 是 结 点 温度 列 阵 , $ 是 结 点 温度 对 时 
间 的 导数 列 阵 , $ а Фа, ЖЕЕ K,C 和 严 的 元 素 由 单元 相应 的 抢 阵 元 素 集成 ， 


K, = У)Ку+ DH; 
C, = УС; (13. 3. 8) 
p. = D Pa + DP, ХР», 
单元 的 矩阵 元 素 由 下 列 各 式 给 出 | | | 
к= | ls aN, Ni LE Ты an (13.3. 9) 
Ж} А $h ЕЕ ЕВ К; 
H; = [ANN ar 00 B310) 
ЖЕ В. {ЙЫН L ЗА EREE: 
| С = [лаа 《13. 3.11) 
是 单元 对 热 容 矩阵 的 贡献 ， 
Pa = | ғомда (13, 3. 12) 
是 单元 热源 产生 的 温度 载荷 ; 
P; = | aNar (13. 3. 13) 
是 单元 给 定 热流 边界 的 温度 载荷 ; 
РЬ. = Ін $ Ndr (13. 3. 14) 
是 单元 对 流 换 热 边 界 的 温度 载荷 。 


至 此 ,已 将 时 间 域 和 空间 域 的 偏 微分 方程 问题 在 空间 域内 离散 为 个 结 点 温度 gz) 
的 常 微分 方程 的 初 值 间 题 。 对 于 给 定 温度 值 的 边界 D 上 的 % 个 结 点 ,方程 组 (13. 3. 7) 中 
相应 的 式 子 应 引入 以 下 条 件 
#=é (= 1,2,6) (13. 3. 15) 
式 中 i 是 上 个 结 点 的 编号 。 
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13.3.2 一 阶 常 微分 方程 组 的 数值 积分 


对 常 微 分 方程 组 采用 数值 积分 方法 求解 的 基本 概念 是 将 时 间 域 离散 化 ,用 在 离散 的 
时 间 点 上 满足 方程 组 代替 在 时 间 域 上 处 处 满足 方程 组 。 对 于 只 有 一 阶 导数 的 常 微分 方程 
组 如 (13. 3.7) 式 ,时 间 域 的 离散 可 以 采用 简单 的 两 点 循环 公式 。 

1. 用 加 权 余 量 法 建立 两 点 循环 公式 

经 空间 离散 以 后 ,得 到 的 是 常 微分 方程 组 (13. 3. 7) ,其 未 知 量 即 结 点 温度 向 量 $ 是 时 
间 的 函数 .为 求解 ,和 以 前 讨论 的 空间 离散 方法 类 同 , 进 一 步 对 时 间 域 进行 离散 ,即将 时 间 
也 分 成 若干 单元 ,$(z) 在 每 一 个 时 章 单 元 内 可 以 表示 成 

Ф) а ф (0) = SIN,GD9, (13. 3.16) 

这 里 ф ЕН] г 时 的 $2) 的 一 组 结 点 值 。 插 值 函数 МЕТЕ Ф АР 
相同 形式 的 函数 ,因此 ,Ni 是 一 个 标量 画 数 。 


当 常 微分 方程 组 中 只 包含 对 时 间 的 一 阶 x N... 
О, SHARE А N. 的 最 低 要 求 是 N, 至 „ТУ ~ 
少 是 一 次 多 项 式 ,单元 至 少 有 二 个 结 点 。 L— | 

取 一 个 典型 的 时 间 单 元 长 度 Az ,单元 内 "еее T 
ФЕ {Н Ф, 及 ;1 插值 得 到 a 


$ = N,$, + М,,1%,.1 (13. 3.17) 8-0 w= 
的 一 阶 异 数 可 表示 成 


$= МФ, 十 N, $... (13. 3. 18) 9= ; (В) 
插值 函数 表示 在 图 13. 2 中 ,插值 函数 及 其 一 - 
阶 导数 可 以 用 局 部 变量 上 给 出 4 一 1 | (с) 
=% 
=1- 6, N =} 
И 1-6% м =+ -一 i (e) 
Мы 一 г, М, 一 L 
№ ез Г 


(13. 3.19) 
由 于 采用 513. 3. 17) 式 的 近似 播 值 ,在 单 
元 中 方程 (13. 3. 7) 必 然 产生 余 量 。 对 于 - 132 ААТАЙ 


单元 建立 典型 的 加 权 余 量 格式 
[UN $, + Naa.) + КОМ, + Маф) 一 Pd 一 0 3.3.20) 


当 求解 的 是 个 初 值 问题 时 ,一 组 参量 内 假定 为 已 知 ,利用 方程 (13. 3. 20) 就 可 以 用 来 
近似 确定 另 一 组 参数 b HES 3. 19) 式 代入 (13, 3. 20) 式 就 可 以 得 到 时 间 单 元 前 后 结 
点 上 两 组 参量 的 关系 式 
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[к| аг + cfw ë | ыша | k| ша ГІЗ cfw а $. КЕ = 0 
(13, 3. 21) 
式 中 可 以 代入 不 同 的 权 函 数 。 在 以 上 讨论 中 假定 热传导 矩阵 ШАЯ С ЖЕН]: 
而 变化 。 
(13.3. 21) 式 可 以 表达 为 任何 权 阴 数 都 适用 的 一 般 形式 ，; 
(С/Мм + KO$ t i Ea + KO — 0) ]Ф, = Р (13. 3. 22) 


式 中 
9- КЕЛІКЕЗ P= КЕЛЕ (13. 3. 22a) 


эң ф, A Р ЖАН, Н[ Bi (13. 3. 22) 式 求 得 下 一 时 刻 的 Ф... ЖЖЖ АИД 
式 。 

一 种 很 方便 的 做 法 是 假定 叫 采 用 与 未 知 场 函 数 由 相同 的 插值 ,那么 就 可 以 得 到 

Р = Р,,10 + Р,(1 — 0) (13. 3.23) 

显然 (13. 3, 21) 式 是 一 组 具有 修正 加 权 载 荷 项 的 差分 公式 。 图 13.2 中 给 出 一 组 权 函 
数 及 相应 的 8 入 。 前 面 三 个 (a) ~ (ce), 集中 在 点 wn 十 1/2 以 及 mn 十 1 上 加 权 , 得 到 的 是 有 
名 的 前 差分 (Euler 差分 公式 》 ,中 心 盖 分 (CranEk-Nichoison 差分 公式 } 和 后 差分 公式 。 (d) 
为 单元 内 等 于 常数 的 权 函 数 , 其 结果 和 中 心 差分 法 相同 。(e}y 和 (让 为 伽 辽 金 型 的 权 函 数 ， 

以 上 讨论 的 过 程 是 把 加 权 余 量 的 格式 建立 在 一 个 时 间 单 元 Аг 上 ,建立 了 内 1 和 内 
闻 的 递 推 关 系 。 对 于 整个 时 间 域 1, 可 以 划分 成 若干 时 间 单 元 ,由 逐步 递 推 求 得 时 间 域 内 
КЕНЕ ФО. 

2， 用 最 小 二 乘法 建立 两 点 公式 

最 小 二 乘法 是 用 域内 误差 的 平方 作为 变 分 的 范 函 。 物 理 意 义 是 近 但 场 函 数 在 域内 形 
成 的 误差 的 平方 和 达到 最 小 值 ,以 此 来 确定 近似 的 场 函 数 ， 当 近似 函数 仍 采 用 《13. 3. 17) 
式 的 线性 插值 时 ,最 小 二 税法 的 变 分 泛 函 是 


1 М Ы ' 
П = су, 十 由 1) 十 К(М,Ф, + Мы М1) ии РЇ * 


[C(N,$, + Naiba) + КОМ, + М, фр — PldE  (13.3.24) 
Бе p 已 知 ,对 é. АР П УА, ЕВЕ На 
ГСТС/ At + (КҮС + СТК) /2 + K'KAt/3]80,... 
+ [— C'C/Ar — (КТС — СТК) /2 + ККА), 


- K' | реас/ ле - e'f раем -0 (13.3. 55) 


由 上 式 可 明显 看 到 计算 工作 量 是 十 分 庞大 的 。 但 是 由 最 小 二 乘法 建立 的 方程 次 是 对 
称 方程 组 (系数 年 阵 具有 对 称 性 ), 即 使 及 和 《C 矩阵 是 不 对 称 的 也 是 这 样 。 
为 了 比较 前 面 讨论 过 的 这 些 两 点 公式 ,我 们 讨论 一 个 简单 情况 
K=C=1, P=0 
这 就 是 一 个 单 变量 的 方程 , 初 值 取 加 =1。 图 13.3 给 出 了 用 不 同 公式 的 计算 结果 ,时 间 步 
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长 取 At==0.5 及 At 二 0.9。 在 这 个 算 例 中 ,最 小 二 乘 具 有 较 高 的 精度 ,但 也 需 花 费 较 多 的 
Яй. 在 此 同一 算 例 中 ,中心 差分 公式 取得 了 仅 次 于 最 小 二 乘法 的 良好 精度 。 这 种 方法 
在 工程 实 昧 中 使 用 最 多 ,但 是 中 心 差分 经 常 出 现 解 的 振东 现象 ,为 此 ,后 差分 公式 (8=1) 
也 是 常 被 推荐 使 用 的 。 


图 13.3 不 同时 间 步 长 对 初 值 问题 的 影响 


图 13.4 中 给 出 了 同一 问题 采用 较 大 的 时 间 步 长 A 一 1.5 以 及 Arz=2. 5 时 计算 的 结 
果 。 可 以 清楚 地 看 到 前 差分 (8 二 0) 和 中 心 差分 (9=1/2) 的 解 出 现 握 落 ,甚至 发 散 ,而 后 差 
分 却 给 出 了 稳定 的 解答 。 关 于 解 的 稳定 性 将 在 下 一 节 讨论 。 


13.3.3 解 的 稳定 性 


当 利 用 时 间 逐 步 积 分 方法 求解 常 微分 方程 组 (13. 3. 7) 式 时 ,讨论 解 的 稳定 性 问题 就 
是 要 回答 在 时 间 步 长 As 取 不 同 数值 时 ,计算 过 程 中 的 误 莽 会 不 会 无 限 增长 。 对 于 一 定 的 
积分 方法 ,如 果 时 间 步 长 取 任意 值 ,误差 都 不 会 无 限 增长 , 则 称 此 方法 是 无 条 件 稳定 的 ;如 
果 时 间 步 长 只 有 满足 一 定 条 件 时 , 才 具 有 上 述 性 质 , 则 称 此 方法 是 有 条 件 稳 定 的 ， 

讨论 解 的 稳定 性 问题 的 常用 方法 ,首先 是 利用 阶 联 立 方程 组 (13. 3.7) 式 的 特征 向 
量 将 方程 转换 为 个 互 不 类 合 的 单 自由 度 方程 ,然后 选择 其 一 个 典型 方程 进行 讨论 ,为 此 
我 们 首先 求解 热传导 方程 的 特征 值 问题 。 

(13. 3.7) 式 的 齐 次 形式 是 : 


СӚ-Кф-0 (13. 3. 26) 
设 解 具有 指数 形式 


ф= фе (13. 3. 27) 
代入 (13, 3. 26) 式 得 到 
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\ | : At=1.5 Аф=2.5 


. | б-р т----а 
\ | ы а----а 
` Í I 
J | @=1 8-----. 
\ | 
\ 
图 13.4 解 的 稳定 性 
(-еС--ЖЮ%-о (13.3. 28) 
对 于 (13. 3.28) 式 , 若 ф жон ЧЕЖЕ. IER 
|-ФС--КІ(-0 (13.3.29) 


这 是 个 广义 特征 值 问题 。(13. 3. 29) 式 是 特征 方程 ,用 以 确定 n MIET a 34 C Hl K Ж 
正定 和 矩阵 时 ‚© EEEX, Н. О< аң «ат ++ <, o 每 个 特征 值 ақ ЖА (13. 3. 28) 式 可 求 得 


一 组 相应 的 $, 值 , 称 为 特征 向 量 ,共有 个 ,有 互 为 正 交 的 性 质 。 齐 次 解 的 一 般 形 式 可 写 
作 


$= ХА $; өз (13.3. 30) 
对 于 非 齐 次 方程 组 的 解 可 由 十 列 线性 组 合 得 到 
_ Yı 
é = У) Ф, у = [Ф, $, | (13.3. 31) 
Тт . 


AP yG) EIB A ЕҢ ЖК. 


将 (13. 3. 31) 式 代入 (13. 3. 7) 式 并 前 乘 儿 《一 1,…zm), 则 可 得 到 一 组 互 不 艳 合 的 方 
程 组 
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Ciy Ky — P=0 G= 1а) (13. 3.32) 


其 中 C= ФС Ф, 
К, = #! K $, (13.3.33) 
P. = ф P 
TE(13. 3. 32) 式 的 推导 中 ,利用 了 特征 向 量 的 正 交 性 , 即 当 ;i 关 ;时 有 
Tc, = $7 КФ,= 0 《13. 3. 34) 
613. 3. 28) 式 可 以 有 
o C $, = K $, (13, 3. 35) 
JN ur Bra AT 则 得 到 
(С, 一 K; (13, 3. 36) 
即 $ = K,/C, (13. 3. 37) 


对 于 两 点 公式 解 的 稳定 性 条 件 ,我 们 利用 一 组 互 不 耦合 的 方程 (13. 3. 32) 式 来 进行 讨 
论 比较 方便 ,也 易于 理解 .显然 ,两 点 公式 (13. 3. 22) 式 也 适用 于 (13. 3. 32) 式 ,并 因为 稳定 
性 讨论 是 要 梧 答 误 差 的 影响 ,因此 只 要 考虑 它 的 齐 次 形式 ( 即 已 =0) ,对 它 可 以 写 出 两 点 
循环 式 如 下 : 
(СА + KO Gy, H [— СИ HRAS 0) 10), = 0 (13.3.38) 
Суг) Су, 间 的 关系 可 以 表示 为 
(уа = WDA 《13. 3. 39) 
这 样 (13. 3. 38) 式 就 成 为 
MCA + RD + [— См + K,(1 — 0)] = 0 (13.3. 40) 
由 (13. 3. ЗО А ТИЯ АІ ЛІНДЕ ЕЕЕ ,在 实际 求解 中 应 该 防止 发 生 . 要 求 
得 到 稳定 的 解 ,必须 满足 | 过 1。 当然 在 1 过 1 情况 下 ,如果 1<0, 这 时 解 虽然 稳定 ,但 具 
有 振 蓝 的 性 质 , 这 不 符合 瞬 态 热传导 问题 的 物理 特点 ,也 不 是 我 们 所 希望 的 。 
Њ (13. 3. 40) 式 得 到 
А= д (13.3. 41) 


ЖА (13. 3. 37) 式 则 可 写作 

—1 сема с 9) (13.3.42) 
аһ JEX. 因为 上 式 的 最 大 值 为 正 值 生 小 于 MEERA <L RERA. 3. 42) 式 的 
右 映 必须 大 于 一 1, 即 


А 


1- «5АК1--90)о>--1- «00 
或 写作 
«(20 — 1) > 2 (13. 3.43) 
这 就 是 获得 稳定 解 的 条 件 。 可 以 看 到 当 0221/2001, Е Э ЕЕЕ М. М 
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0<6<1/2 时 ,是 条 件 稳定 ,要 求 


2 
| — 13. 3.44) 
амм < — ( 


因此 ,图 13.2 FEREZ (c) ШЇ ЖУ е Жр ЖЕЛ (b 818 t S| ІР 
稳定 的 解答 ,而 前 差分 (a) 只 是 条 件 稳 定 ,必须 控制 时 间 步 长 Az 以 得 到 稳定 的 解答 ， 

图 13.5 中 给 出 了 某 些 8 值 时 ,4 随时 间 步 长 ал, 变化 的 情况 ,从 图 中 可 以 看 到 后 盖 
分 他 一切 在 时 间 步 长 很 大 时 仍 能 保持 解 的 良好 性 能 , 既 稳定 又 不 振 划 。 而 对 于 中 心 差分 
《8 一 172), 匣 辽 金 风 一 273) 方 案 , 当 时 间 落 长 较 大 时 ,将 趋向 于 一 1 和 一 1/2,4<<0 意味 着 
即使 解 基 稳定 的 ,但 却 是 振 茵 的 ,特别 是 前 差分 (9==0) 方 案 , 在 时 间 步 长 不 太 大 时 ,已 出 现 
2 过 一 1; 即 解 不 稳定 的 情况 ,由 图 中 还 可 以 看 出 .时 间 步 长 比较 大 时 ,后 差分 与 中 心 差分 等 
相 比 ,具有 较 高 的 精度 。 虽 然 理 论 上 后 者 比 前 者 有 较 高 的 精度 。 


2—6 g 10 12 e 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 =g (ДТ ФЕ) 


和 一 0 前 差分 ) 
图 13.5 不 同 循环 公式 随时 间 步 长 的 变化 


一 个 多 自由 上 度 体 系 的 时 间 响 应 问题 是 上 述 全 部 响应 模 态 的 组 合 ,并 且 响 应 的 主要 部 
分 一 般 是 低 阶 特征 值 w 的 模 态 。 因此 ,实际 计算 中 当 采 用 无 条 件 稳定 公式 时 ,一 般 可 选取 
远 超 过 获得 高 阶 特征 值 w 的 高 精度 解 所 要 求 的 时 间 步 长 ,但 是 具体 方案 如 果 是 属于 随 
eA 增 大 光 赵 于 一 ! 的 情况 , 则 解 仍 会 出 现 振荡 。 特 别 是 在 起 始 阶段 以 及 载荷 发 生 突 变 
时 , 解 容易 发 生 振 划 , 因 此 应 该 尽量 避免 载荷 的 突变 , 若 不 可 避免 则 应 采取 特殊 措施 处 理 。 
具体 做 法 可 参考 文献 [1]。 


13.3.4 时 间 步 长 的 选择 


在 实际 问题 中 ,很 多 瞬 态 湿度 场 出现 在 启动 或 关 车 的 一 段 时 间 内 ,经 过 时 间 # 后 温度 

场 趋向 稳定 ,经 常 需要 了 解 的 是 在 # 时 间 内 物体 温度 场 的 变化 。 由 于 实际 结构 的 材料 Л, 

何 尺 寸 ,各 种 加 热 或 冷却 的 边界 条 件 不 同 ,结构 温度 场 达到 稳 态 所 需 的 时 间 上 可 能 相差 很 

大 ,因此 时 间 步 长 Az 的 选取 不 仅 应 考虑 解 的 稳定 性 要 求 ,也 应 参照 到 达 稳 态 所 需 时 间 ,At 

的 合理 选取 与 计算 精度 以 及 计算 费用 密切 相关 。 在 实际 计算 中 可 以 首先 估算 结构 温度 场 ， 

到 达 稳 态 所 需 的 时 间 ,然后 根据 +, 选取 合理 的 Az ,在 计算 过 程 中 根据 解 的 稳定 情况 再 作 
适当 调 正 。 
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温度 场 到 达 稳 态 的 时 间 可 以 用 以 下 方法 估算 :有 瞬 态 温度 场 方程 (13. 3. 7? 式 的 解 可 以 
看 作 由 两 部 分 组 成 ,有 即 齐 次 方程 组 的 通 解 和 方程 组 的 一 个 特 解 之 和 , 特 解 就 是 稳 态 温度 
场 , 通 解 就 是 (13. 3. IOA. А ФОАТ АЛЕН РА, 由 于 只 需要 佑 计 到 
达 稳 态 所 需 的 时 间 ,可 以 对 问题 作 以 下 的 简化 :在 (13. 3.30) 式 中 ,当时 间 足 够 长 时 , 较 
大 的 特征 值 w; 对 应 的 e “项 迅速 趋 于 零 , 这 时 可 以 近似 认 为 通 解 主要 由 第 一 特征 值 及 特 
征 向 量 构 成 


$= $, ез (13.3.45) 

到 达 稳 态 的 时 间 ЛЕН е “бей, ЖОЛЫНДЫ е“ 0. 01 时, 则 елі, = 4. 6, BI 
4.6 | 
‚= 46 (13. 3. 46) 


所 以 悄 计 的 问题 就 归结 为 求解 最 小 特征 第 w 的 问题 。 
在 计算 袖 程 序 中 加 入 有 町 反选 代 法 求解 方程 组 (13. 3. 26) 的 最 小 特征 值 内 的 子 程序 是 
很 方便 的 (反选 代 法 可 参见 14. 6. 1 节 ) 。 计 算 利 用 公式 (13. 3. 29) 式 ,每 反 挝 代 一 次 将 突出 
一 次 wm 的 作用 ,通过 若干 次 反 迷 代 就 能 求 得 最 小 特征 值 ЫНЫ. 具体 计算 步骤 
是 : 
1. 开始 计算 
D Ж К,С. 
D 按 所 给 边界 条 件 修正 让。 


© ЖИНС. х= 1 1 e 13. 


HECA, D. 
2, Kit TK (А =0,] ‚2 б" 2 ХНИК МЕРЕ 


D 解 线性 代数 方程 组 К(9,01-С(%,), RE a 


@ 计算 CP, з 
Ө 计算 оо C OL CC), 
(Ф, CC, el 
| Ә-Ә 
二 检查 (Іі) | S 


5 为 容许 误差 。 若 上 式 成 立 , 则 计算 结束 ,w 一 w(& 十 1); 若 误差 不 满足 要 求 , 则 继续 以 
下 计算 


@ cG, =E 


COIRCE 

返回 由 作 下 一 次 迷 代 ， 

在 最 小 特征 值 m 求 得 以 后 , 按 (13. 3. 46) 式 可 以 估算 莉 达 稳 态 温度 场 的 时 间 t。 Ж 
ЯТ ВИЕ ле пр еМ, 其 中 入 为 估计 的 分 步 数 , 根 据 精 度 要 求 选择 ,通常 可 
取 一 20 一 30, 实 际 计 算 中 可 按 下 式 判 断 是 和 否 到 达 稳 态 

| $, -– $: || 
Ф, 1 


< ег (13.3.47) 
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其 中 由 和 多- 是 本 时 间 步 二 和 前 一 时 间 步 ”一 1 计算 得 到 的 温度 场 , | 各 一 不 -上 和 
Ф.И Лт: Ф, Ф, ЯФ, 的 范 数 ,er 是 一 小 数 ,例如 取 er 二 1%。 如果 er 取得 很 小 ,可 
能 使 (13. 3. 47) 式 很 难 满足 ,从 而 使 计算 时 间 大 大 增加 。 当 然 er 取得 较 大 ,可 能 使 最 后 计 
算得 到 的 办 和 实际 稳 态 温度 场 名 有 相当 大 的 差别 .所 以 建议 在 (13. З. 47) 式 满足 以 后 ,最 
好 再 进行 一 次 稳 态 温度 场 的 计算 ( 即 在 (13. 3. 22) 式 中 令 C=0.6 一 1)。 为 减少 时 间 步 长 的 
数目 ,根据 瞬 态 温度 场 变化 的 特点 (参见 (13. 3. 45) 涉 ), 可 以 考虑 采用 时 间 步 长 逐渐 加 大 
的 变 步 长 的 算法 。 但 这 样 一 来 ,每 变化 一 次 时 间 步 长 ,需要 重新 形成 和 分 解 求解 加 +1 的 系 
Ж ЕЕ(С/Ағ--КӨ) ,这 一 计算 步骤 所 付出 的 代价 可 能 抵 销 掉 因 分 步 数 减少 而 带 来 的 好 
处 。 


13.35 时 间 域 离散 的 三 点 循环 公式 


1. 线性 插值 函数 的 三 点 循环 公式 
和 在 13.3.2 节 中 内 考虑 一 个 典型 的 时 间 单元 点 ,建立 两 点 循环 公式 的 方法 类 同 , 把 


No м. Nan 


ҢІН Ж 
图 13.6 用 于 全 时 间 域 的 线性 插值 函数 


整个 时 间 域 离散 成 若干 时 间 单 元 ,每 个 时 间 单 元 内 仍 采用 线性 播 值 函数 , 见 图 13. 6。 若 在 
整个 时 间 域 上 同时 进行 积分 ,除非 权 函 数 限 制 在 一 个 单元 以 内 ,典型 公式 中 将 包括 多 组 由 
值 。 例 如 采用 惫 过 金 方 式 选取 插值 沙 数 ww 二 NN;, 则 方程 中 将 包含 三 组 值 
(С/2А + К/6)ф,, + (2K/3)0, + (— C/24 + К/6%,|-В-0 
(13. 3. 48) 
其 中 Р = Р,.1/6 — 2Р,/3 + P, /8 
若 两 组 初 值 已 知 , 则 可 由 上 式 求 得 下 一 组 值 。 以 上 公式 推导 的 方法 与 两 点 公式 类 同 , 只 需 
改变 积分 区 间 。 
2. 二 次 插值 函数 的 三 点 循环 公式 
取 时 间 单 元 2At ,单元 中 包括 3 个 结 点 ,二 次 插值 函数 如 下 
Мы = /2 №, = (1 601 + 8), №, = Ed 8⁄2 
| (13.3. 49) 
ЯР St/AA ES 搬 值 函数 对 时 间 的 导数 是 


Ма = | + + E) fa, N, =— 2é/At, N, ,= - + + e) Гааз, 3.50) 
对 典型 的 时 间 单 元 写 出 加 权 余 量 的 公式 
[wre + ё, + N...) 
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十 K(N,_ 各- 十 Np, 十 М.ф...) 一 Р|АЕ = 0 (13.3.51 
与 推导 (13. 3. 22) 式 类 同 , 可 以 得 到 
[7С/Мм + ВК, + а --2УС/А + (5 — 28 + 7\K |, 


+[— а-»с/м+|ф+#—?|к]|„,—Р=0 (13. 3. 52) 


Еж 
ЕГЕТЕ 
B= | wiecd + tdsf| е (13. 3. 53) 
P= ІШЕСІҢ 
车 也 采用 与 $$ 相同 插值 , 则 
P = ВР. + |+ — 28 + |P, +[#+8-—7Pe.., (13.3.54) 
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图 13.7 САЕНА ЕШ 
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二 次 插值 函数 .不 同 的 权 函 数 及 相应 的 Y, 有 值 匈 图 13.7. 
当 采 用 三 点 和 钳 环 公式 时 ,无 论 是 (13. 3. 48) 式 ,还 是 (13. 3.52) 式 ,都 有 一 个 起 步 问 题 ， 
即 首 先 要 确定 由 ,然后 才 可 能 利用 它们 计算 而, 由,…。 对 此 需要 采取 专门 措施 ,例如 可 


先 用 (13. 3. 7) 式 计算 出 $o Bi 


b, = С-'Р, — Кф,) (13. 3. 55) 
Жр Ф,.Р, 是 给 定 的 初始 值 。 再 用 下 式 确 定 由 ， 
$ = Ф, 一 фм (13.3. 56) 


采用 三 点 循环 公式 时 ,同样 也 存在 稳定 性 问题 ,可 以 仿照 本 节 所 述 方法 和 步骤 进行 分 
析 。 读 者 可 以 自己 进行 练习 。 


13.4 热 应 力 的 计算 


当 物 体 各 部 分 温度 发 生变 化 时 ,物体 将 由 于 热 变形 而 产生 线 应 变 aldh) а E 
材料 的 线 膨 胀 系数 ,$ 是 弹性 体内 任 一 点 现时 的 温度 值 ,# 是 初始 温度 值 ， 如 果 物 体 各 部 
分 的 热 变 形 不 受 任何 约束 时 , 则 物体 上 有 变形 而 不 引起 上 应力。 但 是 ,物体 由 于 约束 或 各 部 
分 温度 变化 不 均匀 , 热 变形 不 能 自由 进行 时 , 则 在 物 林 中 产生 应 力 。 物 体 由 于 温度 变化 市 
引起 的 应 力 称 为 * 热 应 力 " 或 “温度 应 力 ”。 当 弹性 体 的 温度 场 上 已 经 求 得 时 ;就 可 以 进 -… 步 
求 出 弹性 体 各 部 分 的 热 应 力 ， 

物体 由 于 热膨胀 只 产生 线 应 变 , 前 切 应 变 为 零 , 这 种 由 于 热 变 形 产 生 的 应 变 可 以 看 作 
是 物体 的 初 应 变 , 计 算 热 应 力 时 只 需 算 出 热 变 形 引 起 的 初 应 变 &, 求 得 相应 的 初 应 变 引 起 
的 等 效 结 点 载荷 Pot 简称 温度 载荷 ), 然 后 按 通 常 求解 应 力 一 样 解 得 由 于 热 变形 引起 的 结 
点 位 移 a, 然 后 可 以 由 a 求 得 热 应 力 g。 也 可 以 将 热 变 形 引 起 的 等 效 结 点 载荷 P УНТ 
荷 项 合 在 一 起 , 求 得 包括 热 应 力 在 内 的 综合 应 力 。 计 算 应 力 时 应 包括 初 应 变 项 

| с = DE — ғ) (13.4.1) 
其 中 & 是 温度 变化 引起 温度 应 变 , 它 现 在 是 作为 初 应 变 出 现在 应 力 应 变 关 系 式 中 .对 于 
三 维 问题 是 


6 = а(ф — ф,[111000] (13. 4. 2) 
式 内 ЗЕ СС), 是 结构 的 初始 温度 场 。 
如 将 (13, 4. 1) 式 代入 虚 位 移 原理 的 表达 式 (1. 4. 42? 式 , 则 可 得 到 包含 温度 应 变 在 内 ， 
用 以 求解 热 应 力 问题 的 最 小 位 能 原理 , 它 的 证 函 表达 式 如 下 


H uD = |А атре Ере, — и {|да -| шТтаг (13.4. 3) 
r, 


将 求解 域 2 进行 有 限 元 离散 ,从 П, о 将 可 得 到 有 限 元 求解 方程 
Ка = Р (13.4. 4) 
各 不 包含 温度 应 变 的 有 限 元 求解 方程 相 区 别 的 是 载荷 向 量 中 包括 由 温度 应 恋 引起 的 温度 
ЖОН. BH 
P= Р, + P, +P, (13. 4. 5) 
438. 


其 中 Py,Pr 是 体积 载荷 和 表面 载荷 引起 的 载荷 项 ,P.。 是 温度 应 变 引 起 的 载荷 项 
Р, = >|, B'DsdQO (13.4. 6) 


Жы EBET I Нулу JIP] ЖІ ЭЖ ЕНЕ! Jy r BUR AH ЕН, ЭВР л — ii 3 
应 变形 式 出 现 的 温度 载荷 项 Ps 而 外 ,是 完全 相同 的 。 以 下 只 就 实际 分 析 中 遇 到 的 一 些 间 
题 进行 简要 的 讨论 。 

13.41 壳 体 温度 单元 


实际 工程 中 需要 进行 热 应 力 分 析 的 结构 ,很 大 一 类 局 于 壳 体 或 党 体 和 块 栖 组 合 的 结 
构 , 例 如 电力 .楼 能 ,石化 等 工业 部 门 大 量 存在 的 容器 和 管道 即 是 这 类 结构 ,为 使 温度 场 和 
热 应 力 的 分 析 , 利用 同一 个 网 格 进行 ,必需 有 和 板 壳 庶 力 单元 相 匹 配 的 板 壳 温 度 单元 。 

原则 上 可 以 利用 在 厚度 方向 设置 两 个 结 点 的 实体 单元 对 板 壳 结构 进行 离散 。 但 是 和 
板 壳 应 力 单元 类 似 , 对 于 温度 壳 元 而 言 ,也 应 注意 避免 由 于 厚度 方向 和 其 他 二 个 方向 的 伟 
导 答 阵 的 系数 相差 过 大 而 引起 的 数值 上 的 困难 .对 此 ,用 于 板 壳 应 力 单元 的 引入 主 从 自由 
度 或 相对 自由 度 的 方法 也 完全 适用 。 不 过 对 于 温度 板 壳 元 ,这 二 种 方法 完全 是 等 价 的 。 

引入 相对 自由 度 的 方法 ,对 于 最 一 般 的 三 维 壳 元 ,完全 可 以 仿效 12. 4 节 的 做 法 ,只 是 
现在 其 中 位 称 场 [xnyw] 被 温度 场 加 结 点 位 移 [zivwvzor] 被 结 点 法 度 币 所 代 昔 ,表达 格式 
更 为 简化 了 。 例 如 (12.4.6) 式 更 在 应 改 表示 为 


一 1 % 
Š, = z -- фа) | 


G = 1,2,3,4,9,10,11,12) (13. 4. 7) 
É. - 1а, 十 to | 
其 中 ñ. š ЕКЕЖ ДАИШ О 33948 (GE е НУ АЕ S BR ВНА, БЕТ 
面 结 点 对 温度 差 之 半 , 代 表 上 表面 结 点 温度 和 中 面 结 点 温度 之 差 , 也 即 相对 温度 ， 
相对 自由 度 这 元 的 传导 矩阵 下, 热 容 矩 阵 5, 和 热 载 向 量 P 可 以 按 标 准 步 又 导出 ,这 
里 不 一 一 列举 。 可 以 指出 ,如 引入 新 的 结 点 参数 
Фф = z = 54 $, G = 1,2,3,4,9,10,11,12) (13.4.8) 
AH h EEEREN 禾 代 表 上 下 表面 之 间 的 温度 梯度 。 它 和 壳 体 应 力 单元 中 的 转动 Н 
由 度 类 似 但 是 壳 体 应 力 单元 3 个 相对 位 移 自 由 度 经 类 似 上 式 的 改写 以 后 ,在 主 从 自 由 度 
方法 中 ,只 保留 2 个 转动 自由 度 , 厚 度 方向 相对 位 移 被 略 去 了 ,所 以 主 从 自 由 度 的 沉 体 单 
元 中 ,中 面 上 每 个 结 点 只 有 5 个 自由 度 , 而 不 像 相 对 自由 度 沉 元 ,每 个 结 点 对 仍 保留 6 个 
自由 度 。 但 现在 温度 之 元 ,不 管 是 采用 下,, 和 柬 , 还 是 采用 无,, 和 多 ,每 个 结 点 对 或 中 面 结 
点 总 是 2 个 结 点 参数 。 它们 之 间 仅 是 表达 形式 上 的 区 别 ,而 其 实质 是 完全 相同 的 。 例 如 文 
献 [2] 就 是 采用 ,和 天 作为 结 点 自由 度 构造 三 维 温度 过 元 的 。 
最 后 还 可 指出 ,上 述 温度 这 元 ,由 于 厚度 方向 只 有 2 个 结 点 ,温度 梯度 是 常数 ,不 可 能 
间 时 满足 上 下 边界 条 件 , 用 于 阴 态 温度 场 分 析 , 特 别 是 瞩 态 开始 阶段 ,可 能 产生 较 大 误差 。 
文献 [3] 构 造 了 一 种 在 厚度 方向 温度 为 = 次 分 布 的 过 体 元 ,同时 在 导出 单元 条 阵 以 前 , 引 
入 上 下 表面 的 边界 条 件 ,只 保留 中 曾 结 点 温度 作为 独立 自 由 度 进入 有 限 元 求解 方程 .此 种 
4439. 


温度 壳 元 距 具 有 更 高 精度 ,又 共有 很 高 的 计算 效率 ,在 实际 应 用 中 ,取得 很 好 的 效果 。 
13.4.2 非 协调 元 在 热 应 力 分 析 中 的 应 用 


， ”正如 在 5.5 节 中 已 经 措 出 的 ,包含 内 部 自由 度 的 实体 单元 蚌 一 种 很 有 效 的 单元 ,在 实 
际 分 析 中 得 到 很 广泛 的 应 用 。 当然, 在 热 应 力 分 析 也 经 常 采 用 这 种 单元 .。 但 是 有 两 点 需要 
予以 注意 , 首先 是 单元 载荷 向 量 的 计算 .。 我 们 从 (13. 4. 6) 式 已 知 ,对 于 不 包含 非 协调 项 的 
常规 单元 ,由 温度 应 变 引 起 的 载荷 向 量 的 计算 表达 式 。 对 于 包含 非 协调 项 的 单元 ,单元 的 


ЖЫ ШЕР | Боқай, 其 中 巨 是 非 协调 位 移 的 应 变 邱 阵 ( 参 见 (5.5. D~ 


(5.5.8) 式 )。 当 包括 温度 载荷 时 , 非 协 调 元 的 单元 求解 方程 仍 如 {5.5.7}) 式 所 未, 但 
(5.7. 8) 式 表示 的 载荷 向 量 中 应 增加 强度 载荷 的 贡献 , 即 修改 为 
Po 一 [А мао + J. маг + | ВТ рє, 
i .. ` (13.4.9) 
РО = { „уай + | N'Tar + [А В'р540 


ЖТ (5.5. 9) ~ (5.5. 107 式 仍 保 持 不 变 。 

应 给 予 注意 的 另 一 点 是 温 庶 场 分 析 和 应 力 场 所 采用 的 单元 类 型 之 间 的 匹配 间 题 。 从 
(13.4.1) 式 可 见 , 出 结 点 位 穆 引 起 的 应 变 e 和 由 温度 引起 的 应 变 出 现在 同一 关系 式 . 我 
们 知道 = 是 由 位 称 场 的 导数 得 到 ,市 & 直接 由 温度 场 得 到 ,所 以 合理 的 匹配 应 该 是 位 移 场 
的 揪 信 函数 比 温度 场 的 插值 演 数 高 -个 睾 次 ,这 在 通常 的 情况 下 ,将 使 这 两 者 分 析 无 法 用 
间 一 网 络 进行 。 而 在 采用 非 协调 元 的 情况 下 却 可 以 方便 地 实现 。 即 用 包含 内 自由 度 的 非 
协 亩 元 作 上 应 力 场 分 析 , 而 用 不 包含 内 自由 度 的 常规 元 作 温 度 场 分 析 。 从 5.5.7 节 已 知 , 相 
同 结 点 数 的 非 协调 元 和 常规 元 比较 ,由 于 非 协调 元 使 常规 元 的 捅 值 函数 中 非 完全 的 二 次 
项 补 全 而 具有 高 一 阶 的 精度 ,这 恰好 满足 使 ЖП є„ 相 匹 配 的 要 求 。 计 算 实 例 表 明 ,如 此 选 
择 取 得 很 好 的 计算 结果 。 

же, 厚 壁 贺 简 受 内 外 壁 温差 作用 的 热 应 力 计算 。 由 于 对 称 ,只 取 1/4 用 三 维 8 结 
点 实体 单元 计算 (如 图 13.8 所 示 )。 圆 简 的 上 、 下 两 端 固定 ,内 外 壁 温度 分 别 为 工 二 10 忆 
ЖІТ,--40С,Ң ЖӨЖ К.ғ--ӛстьғ--10сп.й--2стп,Е--2.1Х105МРа,у-<0.3,а- 
1, 2x10“。 高 度 方 向 工 个 单元 , 周 向 5 个 单元 。 径 向 取 2 个 单元 和 4 个 单元 两 种 方案 , ir 
算 有 三 种 方案 : A. 计算 温度 采用 常规 协调 元 ,计算 应 力 采用 非 协 调 元 , 即 本 节 推 荐 的 方 
Ж.В. 和 方案 4 的 区 别 是 计算 温度 载荷 时 (13. 4.9) 的 第 2 APRI АЯН БЫН ЖЕН 
关 的 第 3 项 ,这 是 某 些 通用 程序 采用 的 方案 ;C. 计算 温度 和 应 力 均 采用 协调 单元 , 即 通常 
惯用 的 方案 。 计 算 结 果 列 于 表 13.141 13.2. 


3⁄8 13.1 径 向 划分 二 层 单元 的 计算 结果 和 理论 愤 的 比较 


да 


ёс 


3.38% 
1.843 


30,2% 
67.0% 


36.720 


37.80; 


9132 径 向 划分 四 层 单元 的 计算 结果 和 理论 全 的 比较 


1. 95% | 27.6% | 29,7% 


1.16% 


i 64,25 


ж 


图 13.8 МЕНМЕН 


З оь Ж) ТТ ЈЕ Н, ов ооо ВЕУ А, В.С 的 计算 结果 人 单位 ， 
MPa), 564,68,6c АЕТ ТЮЕ На, MART FR 4 具有 很 好 的 精 
EAR В Жї С 则 有 很 大 的 误差 。 特 别 是 方案 В 由 于 理论 上 存在 问题 ,结果 更 不 能 接 
2. 而且 从 网 格 划 细 时 的 收敛 性 考查 中 可 以 发 现 ,方案 4 收敛 较 快 ,方案 C KB, Y 
案 召 则 基本 上 不 具有 收 钙 性 。 因此 本 节 指 出 的 在 采用 非 协 调 元 计算 热 应 力 时 的 两 个 注意 
点 是 非常 必要 的 。 这 样 可 以 得 到 一 个 分 析 结 构 温度 场 和 热 应 力 问题 的 很 有 实际 意义 的 有 
ЖУ. 


13.5 小 Ж 


材料 性 质 不 依赖 于 温度 的 稳 态 温度 场 问 题 和 线 弹性 静 力 学 问题 类 似 ,同属 不 依赖 于 
时 间 的 平衡 问题 ,有 限 元 表达 格式 基本 相同 ,只 是 稳 态 温度 场 问题 由 于 场 变量 是 标量 ,更 
为 简单 一 些 而 阵 态 热传导 问题 则 和 下 一 章 讨论 的 结构 动力 学 问题 类 似 ,同属 依 束 于 时 间 
的 传播 问题 。 在 空间 域 有 限 元 高 获 后 ,得 到 的 常 微分 方程 组 ,通常 需要 用 数值 积分 方法 求 
解 。 它 的 具体 求解 方案 及 其 解 的 稳定 性 和 时 间 步 长 选择 等 问题 是 关系 到 求解 过 程 的 稳定 
性 ,收敛 性 及 计算 效率 的 基本 问题 ,是 求解 瞬 态 热传导 问题 时 应 耶 关 注 的 中 心 。 在 下 一 章 
动力 学 问题 的 讨论 以 后 ,将 对 这 几 个 基本 问题 有 进一步 的 认识 和 理解 。 

热 应 力 问题 ,特别 是 由 于 设备 起 动 ,关闭 以 及 热力 载荷 突然 变化 引起 的 瞬 态 热 应 力 问 
题 ,对 结构 的 强度 和 安全 性 至 关 重 要 。 实 际 分 析 中 ,通常 希望 用 同一 个 网 格 完成 温度 场 和 
由 之 引起 的 应 力 场 的 有 限 元 分 析 。 对 于 适合 用 实体 单元 离散 的 结构 ,可 以 方便 地 实现 , 而 
对 于 适合 用 板 壳 单元 进行 离散 的 结 梅 ,应 构造 和 板 壳 应 力 单元 相 了 匹配 的 板 壳 温度 单元 .如 
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厚度 不 是 太 薄 ,为 简单 起 见 , 可 考 看 直接 采用 在 厚度 方向 只 有 二 个 结 点 的 实体 单元 。 如 厚 
度 比 较 薄 ,为 避免 由 于 不 同方 向 热传导 犯 阵 系数 相差 过 大 而 引起 的 数值 图 难 ,可 考虑 来 用 
在 厚度 方向 引入 相对 自由 度 或 温度 梯度 作为 新 的 自由 度 的 单元 。 为 能 更 好 地 描述 瞬 态 变 
化 较为 激烈 .温度 在 厚度 方向 星 非 线 性 分 布 的 情况 ,还 可 考虑 采用 在 本 章 最 后 简要 提 到 的 
文 [3] 中 壳 体 温度 单元 。 

实际 分 析 中 ,考虑 材料 热传导 系数 下 和 热 容 系数 < 以 及 介质 间 的 换 热 系数 产 随 温度 
的 变化 常常 是 必要 的 , 它 可 能 对 实际 温度 场 的 计算 结果 有 很 大 的 影响 .这 问题 属于 物理 非 
线性 问题 ,在 此 暂 不 讨论 . 在 第 15 章 讨论 物 理 非 线性 问题 有 限 单 元 法 时 曾 述 的 原则 种 方 
法 将 可 用 于 非 线性 温度 场 的 求解 ， 


мон 


13. 1 导出 稳 态 热传导 问题 的 变 分 原理 ,并 导出 求解 稳 态 温度 场 的 有 限 元 表达 格式 ， 

13.2 用 加权 余 量 的 项 辽 金 法 导出 轴 对 称 瞬 态 热传导 问题 3 结 点 三 角形 单元 的 有 限 
元 格式 。 

13.3 导出 求解 瞬 态 热传导 问题 的 数值 积分 方法 的 三 点 循环 公式 (13, з. 48) 式 。 

13.4 采用 13.3.3 节 所 盖 述 的 方法 和 步 双 分 析 三 点 循环 公式 (13. 3. 52) 式 的 稳定 性 
条 件 。 

13.5 如 何 将 在 厚度 方向 设置 两 个 结 点 的 兰 维 实体 温度 单元 改写 为 相对 自由 度 单 
元 ,并 导出 它 的 单元 传导 和 抢 阵 . 热 容 矩阵 和 热 载 向 量 。 

13.6 如 何 将 在 厚度 方向 设置 两 个 结 点 的 三 维 实体 温度 单元 改写 成 用 中 面 温 度 和 中 
面 温度 梯度 为 自由 度 的 壳 体温 度 单元 ,并 导出 它 的 单元 传导 矩阵 ЖЕНЕ ШИ. 

13.7 导出 用 非 协调 单元 分 析 热 应 力 问 题 的 求解 方程 ,并 在 单元 层次 凝 侣 掉 内 部 自 
由 度 ,导出 只 包含 结 点 自由 度 a 的 求解 方程 。 


参考 文献 


1 Wood W L and Lewis ЕН. A Comparison of Time Marching Schemes for The 
Transient Heat Conduction Eguation. Int, J. Num. Mech. Eng. , 1975, 9,679--89 

2 Surana K 5 and Phillips R K. Three Dimensional Curved Shell Finite Element 
for Heat Conduction. Computers & Structures, 1987, 25,775--785 

3 EER EKE. —ЖЕО КАЛЕ ИТИЛ. 清华 大 学 学 报 ,1989,29 %5 
期 ,103 一 112 

4 ВЕ, ERUR . Wilson 非 协调 元 在 温度 应 力 分 析 中 的 应 用 . 力学 与 实验 ,1990， 
第 12 卷 第 4 期 ,35~37 页 


4442» 


第 14 章 ”动力 学 问题 的 有 限 单 元 、 
14151 È 


动力 学 问题 在 国民 经 济 和 科学 技术 的 发 展 中 有 着 广泛 的 应 用 领域 。 最 经 常 遇 到 的 是 
结构 动力 学 问题 , 它 有 两 类 研究 对 繁 。 一 类 是 在 运动 状态 下 工作 的 机 械 或 结构 ,例如 高 速 
旋转 的 电机 、 汽 软 视 、 离 心 压缩 机, 往复 运动 的 内 燃 机 ,冲压 机 床 ,以 及 高 速 运行 的 车 辆 、 飞 
行 器 等 ,它们 承受 着 本 身 惯 性 及 与 周围 介质 或 结构 祖 互 作用 的 动力 载荷 .如 何 保 证 它们 运 
行 的 平稳 性 及 结构 的 安全 福 , 是 极为 重要 的 研究 课题 , 男 一 类 是 承受 动力 载荷 作用 的 工程 
结构 ,例如 建 于 地 面 的 高 层 建筑 和 厂房 ,石化 厂 的 反应 漠 和 管道 ,核电 站 的 安全 壳 各 热 交 
换 器 ,近海 工程 的 海洋 石油 平台 等 ,它们 可 能 承受 强风 ,水 流 . 地 震 以 及 波浪 等 各 种 动力 载 
荷 的 作用 。 这 些 结构 的 破裂 ,倾覆 各 垮塌 等 玖 坏事 故 的 发 生 , 将 给 人 民 的 生命 财产 造成 巨 
大 的 损失 。 正 确 分 析 和 和 设计 这 类 结构 ,在 理论 和 实际 上 也 都 是 具有 意义 的 课题 。 

动力 学 研究 的 另 一 重要 领域 是 波 在 介质 中 的 传播 问题 。 它 是 研究 短暂 作用 于 介质 边 
界 或 内 部 的 载荷 所 引起 的 位 移 和 速度 的 变化 ,如 何在 介质 中 向 周围 传播 ,以 及 在 界面 上 如 
何 反 射 . 折 射 等 的 规律 。 它 的 研究 在 结构 的 抗震 设计 .人 工地 震 勘 探 ,无 损 探伤 等 领域 都 有 
三 证 的 应 用 彰 景 , 困 此 也 是 近 女 多 年 一 直 受 到 工程 和 科技 界 密 切 关 注 的 课题 。 

在 进入 本 章 主要 内 和 容 的 讨论 以 前 , 先 对 弹性 动力 学 问题 的 基本 方程 和 动力 学 有 限 元 
方法 的 基本 格式 作 一 简要 的 引述 和 讨论 。 | 


三 维 弹性 动力 学 的 基本 方程 是 

平衡 方程 。 oj 二 二 puin 十 puw，( 在 V 域内 ) (14.1.1) 

几何 方程 s= аи) EVRAK) (14.1. 2) 

物理 方程 G; = Dutu СЕ V 域内 ) (14.1. 3) 

WRR шен 《在 Sa WFE) (14.1.4) 
S n = D, 《在 S. HFE) (14.1.5) 


初始 条 件 HCE syr D S, lE, yz) | (14.1.6) 
КЕК ТЕЗГЕ us (T .y,z) ` 
(14.1. DRP p 是 质量 密度 ;y 是 阻尼 系数 :ze 和 xz, 分 别 是 对 上 的 二 次 导数 和 一 
次 导数 , 即 分 别 表示 i 方向 的 加 速度 和 速度 。pwis 和 was 分 别 代表 惯性 力 和 阻尼 力 ( 取 负 
值 )。 平 衡 方程 中 出 现 惯性 力 和 阻尼 力 这 是 弹性 动力 学 移 力学 相 区 别 的 基本 特点 之 一 ， 
以 上 各 式 中 的 各 个 符号 和 第 1 章 引 述 的 弹性 静 力 学 方程 的 相同 ,只 是 由 于 在 现在 的 情况 
下 ,载荷 是 时 间 的 函数 ,因此 位 移 . 应 变 .应 力也 是 时 间 的 函数 也 正 因为 如 此 ,动力 学 问 是 
的 定 解 条 件 中 还 应 包括 初始 条 件 (14. 1.6) 式 。 
现 以 三 维 实体 动力 分 析 为 例 , 用 有 限 元 法 求解 的 基本 步骤 如 下 。 
443. 


1. 连续 区 域 的 离散 化 

在 动力 分 析 中 ,因为 引入 了 时 间 举 标 ,我 们 所 处 理 的 是 四 维 (zx,y,z,t) 问 题 ,在 有 限 元 
分 析 中 一 般 采 用 部 分 离散 的 方法 , 即 只 对 空间 域 进行 离散 ,这 样 一 来 ,此 步 驹 和 静 力 分 析 
相同 。 

2. ВЕНН 

由 于 只 对 空间 域 进行 离散 ,所 以 单元 内 位 称 w,v,w 的 插值 表示 是 


xz = > уМ(х,у,а)и,(@) 


vlyt) = X N (т, әде) (14.1. 7) 
CT Yt) = СМ, (жууга (0) | 
或 u = Ма“ f (14.1.8) 
其 中 


UCT yzat) 
H -ee | N 一 LN, N. .. N.] 
tu(r,y,z,t) 
N, = МІ; (i = 1,2.-- n) 
б 
н.) 
Gü; 
а = . , 68; = мө | G = 1,2,--ап) 
` w (f) 
上 列 各 符号 的 意义 与 静 力 分 析 情 况 相 同 , 只 是 结 点 参数 a! Ж a, 现在 是 时 间 的 函数 。 
3. 形成 系统 的 求解 方程 


平衡 方程 (14.1.1) 式 及 力 的 边界 条 件 (14.1.5) 式 的 等 效 积 分 形式 的 Galerkin 提 法 
可 表示 如 下 


ЕСІ 十 £, 一 Bu, — Hi dV 一 |, Qu, (g; n; 一 TdS = 0 (14.1.9) 
对 上 式 的 第 一 项 | дио У 进行 分 部 积分 ,并 代入 物理 方程 . 则 从 上 式 可 以 得 到 
[, Фере, + биш „+ бини AV 
= | aufav + | su7as (14.1.10) 


将 位 移 空间 离散 后 的 表达 式 (14. 1. 8),( 现 在 情况 下 ,ar 一 atom 一 z) 代 入 上 式 ,并 注 

意 到 结 点 位 移 变 分 ба 的 任意 性 ,就 最 终 得 到 系统 的 求解 方程 (现在 情况 下 又 称 运动 方程 》 

Ма(р + сай) + Кай) = QG) (14.1.11) 

其 中 Ge) 和 207 分 别 是 系统 的 结 点 加 速度 向 量 和 结 点 速度 向 量 ,M,C, 和 Q(z) 分 别 是 
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系统 的 质量 矩阵 ,阻尼 和 拓 阵 .刚度 矩阵 和 结 点 载荷 向 量 , 分 别 由 各 自 的 单元 矩阵 和 向 量 集 
成 
M = ум, к- УК, с- УС. Q= УХ0 (14.1,12) 
М" = | РАМУ, К = | B'DBdV, C = | кума 《14, 1. 13) 
分 别 是 单元 的 质量 矩阵 ,刚度 矩阵 和 阻尼 矩阵 。 


g= | муу + [ras (24.1014) 
是 单元 载荷 向 量 。 
如 困 忽 略 阻 尼 的 影响 , 则 运动 方程 简化 为 
Май) + Каб) = QG) (14.1. 15) 
ДЖ. LK MJ АН 0736, Et Risk АЯҢ ЕЕ Ж. 
4， 求 解 运 动 方程 
运动 方程 (14. 1. 11) 或 (14. 1.15) 式 的 求解 方法 是 本 章 着 重 讨论 的 内 容 。 详 见 14.3, 
14.4 等 节 。 


5. 计算 结构 的 应 变 和 应 力 

一 经 从 4i4.1. 11) 式 或 (014. 1. 15) 式 解 得 结 点 的 位 移 向 量 аб , 刚 可 利用 (14. 1. 3) 和 
(14.1, 3) 式 计算 所 需要 的 应 变 e(t) 和 应 力 ат). 

从 以 上 各 步 又 可 以 看 出 ,和 静 力 分 析 相 比较 ,在 动力 分 析 中 ,由 于 惯性 力 和 阻尼 力 出 
现在 平衡 方程 中 ,因此 引入 了 质量 矩阵 和 阻尼 第 阵 , 最 后 得 到 的 求解 方程 不 是 代数 方程 
组 , 凋 蚌 常 微分 方程 组 。 其 他 计算 步骤 和 静 力 分 析 是 完全 相同 的 。 

(14.1. 13) 式 穴 达 的 质量 矩阵 和 阻尼 和 集 阵 只 是 实际 分 析 中 可 采用 的 形式 之 -一 ,其 他 表 
达 形 式 以 及 一 般 性 质 将 在 下 一 节 进 一 步 讨论 。 

关于 二 阶 常 微分 方程 组 的 解法 ,原则 上 可 利用 求解 常 匆 分 方程 组 的 常用 方法 (例如 
Runge-Kutta 方法 ) 求 解 ,但 是 在 有 限 元 动力 分 析 中 ,因为 矩阵 阶 数 很 高 ,用 这 些 常 用 算法 
一 般 基 不 经 济 的 ,所 以 只 对 少数 有 效 的 方法 有 兴趣 。 这 些 方法 可 以 分 为 两 类 ,直接 积分 法 
жала а. 

直接 积分 法 是 直接 对 运动 方程 进行 积分 。 而 振 型 下 加 法 是 首先 求解 一 无 阻尼 的 自由 
振动 , 即 求 解 右 端 为 零 的 (14.1.15) 式 ,从 数学 上 看 这 是 一 矩阵 特征 值 问 题 ,然后 用 解 得 的 
特征 向 量 , 即 固有 振 弄 对 运动 方程 (14, 1, 11) 式 进行 变换 ,如 果 阻 尼 矩 阵 是 振 独 阻尼 矩阵 ， 
划 变 换 后 的 运动 方程 ,各 自由 上 度 是 互 不 焰 合 的 .最 后 对 各 个 自由 度 的 运动 方程 进行 积分 并 
进行 登 加 ,从 而 得 到 问题 的 解答 。 这 两 类 方法 本 质 上 是 等 价 的 ,究竟 采用 何 种 方法 主要 取 
奖 于 求解 具体 问题 的 计算 效率 。 

在 本 章 中 ,关于 直接 积分 法 着 重 研究 不 司 数值 积分 方案 的 特点 和 步骤 ,并 适当 讨论 解 
的 稳定 性 问题 。 关 于 振 型 卷 加 法 着 重 研究 大 型 矩阵 特征 值 问 题 的 解法 。 

和 三 力 分 析 相 比 ,动力 分 析 的 计算 工作 七 要 大 得 多 ,因此 提高 效率 、 节 省 计算 工作 量 
的 数值 方案 和 方法 是 动力 分 析 研究 工作 中 的 重要 组 成 部 分 ,为 此 在 本 章 最 后 将 扼要 地 介 
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绍 两 种 得 到 普遍 应 用 的 减 缩 自由 庶 的 方法 ; 主 从 自由 度 法 和 模 态 综合 法 , 主 从 自由 度 法 的 
基本 思想 是 将 系统 的 自由 度 ( 位 移 向 量 ) 分 为 两 部 分 ,一 部 分 称 主 自由 度 , 寻 部 分 称 从 自由 
度 。 后 者 按 一 定 的 关系 依赖 于 前 者 ,从 而 使 求解 系统 运动 方程 的 计算 工作 量 有 所 减少 ,但 
对 此 系统 的 较 高 阶 频率 和 振 型 的 精度 影响 其 小 。 模 态 综合 法 的 基本 思想 是 将 子 结构 法 用 
于 动力 分 析 , 但 和 静 力 分 析 子 结构 的 区 别 是 最 后 进入 系统 运动 方程 的 自由 度 , 除 各 子 结构 
交界 面 上 的 自由 度 , 还 包括 以 各 子 结 攀 的 主要 振 型 为 伙 标 的 自由 度 , 但 是 总 的 自由 度数 仍 
大 大 少 于 原 系 统 的 自由 度数 ,所 以 模 态 综合 法 本 质 上 也 是 一 种 减 缩 自由 度 的 方法 ， 


14.2 ЖИВЕЕ ВЖЕ 
14.2.1 协调 质量 矩阵 和 集中 质量 和 矩阵 
上 上 节 《14, 1.13) 式 所 表达 的 单元 质量 答 阵 
m = ||| ема 
称 为 协调 质量 矩阵 或 一 致 质量 矩阵 ,这 是 因为 导出 它 时 ,和 导出 刚度 第 阵 所 根据 的 原理 
(Galerkin 方法 ) 及 所 采用 位 移 播 值 汞 数 是 一 致 的 ,局 时 质量 分 布 也 是 按照 实际 分 布 情况 
考虑 的 。 此 外 ,在 有 限 元 靶 中 还 经 常 采 用 所 谓 集中 (或 团 芭 ) 质 量 和 矩阵 。 它 假定 单元 的 质量 
集中 在 结 点 上 ,这样 得 到 的 质量 第 阵 是 对 角 线 矩阵 。 
现 以 两 种 典型 单元 为 例 , 开 明 上 述 两 种 不 同 质量 矩阵 的 具体 玫 达 式 以 及 它们 之 间 的 
Кя, 
1. 平面 应 为 -应 变 单 元 ;单元 形式 采用 2. 2 节 所 讨论 的 3 结 点 三 角形 单元 
协调 质量 矩阵 ПНА ра Ж E 
N=[N, м, NJ (14.2.1) 
其 中 了 是 2X2 单 位 矩阵 ， 
М, = (а 十 Бл 十 cy)724 а = 1,2,3) 
ЖЖа»бас LO .2.6) 式 ,4 是 三 角形 单元 面积 。 
按 昼 4.1.13) 式 可 以 算得 单元 的 协调 质量 盾 阵 
l gid oil š 
24 


l o lip l 
0 > | 0 4 0 4 
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0 + O i+ 0 
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(14.2.2) 
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HH W = А 是 单元 的 质量 ,t 是 单元 的 厚度 。 
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集中 质量 矩阵 :单元 的 每 个 结 点 上 集中 三 分 之 一 的 质量 ,这 样 就 得 到 单元 的 集中 质量 
= 


1 0;0 010 O 
0110 000 
м: = 10 01 9:9 0 (14. 2. 3) 
зо 0 0 110 0 
0 010 0:10 
900200101 
2. ңа ЛКЕН 9.2 节 所 讨论 的 二 结 点 单元 
协调 质量 和 矩阵 :位 移 插值 函数 是 
N = [N. N, N, М,] 
其 中 : 
N. = 1— ба + £, М, = z iar + Жа 
| (14. 2,4) 
№, = iy — 52°, N, =- +z + #* 
014.1. 13) 式 可 以 算得 单元 的 协调 质量 矩阵 
156 — 22 54 13! 
. W 428 — 13 一 3 
М-% 对 156 221 (14. 2. 5) 
称 42 


其 中 是 单元 长 度 ,W 一 ptA 是 单元 的 质量 ,4 是 截面 面积 。 
集中 质量 抢 阵 :每 个 结 点 集中 二 分 之 一 的 质量 ,并 略 去 转动 项 ,得 到 单元 的 集中 质量 
矩阵 为 
ооо 
ооо 
(14.2. 6) 
0 1 0 


© e б с» 


0 0 0 

在 实 原 分 析 中 ,协调 质量 矩阵 和 集中 质量 矩阵 都 有 应 用 ,一 般 情 况 下 ,两 者 给 出 的 结 
果 也 相差 不 多 .从 (14. 1. 13) 式 可 以 看 到 质量 矩阵 积分 表达 式 的 被 积 函数 是 搬 值 函数 的 平 
方 项 ,而 刚度 惩 阵 则 是 其 导数 的 平方 项 ,因此 在 相同 精度 要 求 条 件 下 ,质量 矩阵 可 用 较 低 
阶 的 搬 信 函数 ,而 集中 质量 矩阵 从 实质 上 看 , 正 最 这样 一 种 替换 方案 。 幸 换 的 好 处 是 使 计 
算得 到 简化 ,特别 是 采用 直接 积分 的 显 式 方案 ( 见 14. 3 节 ) 求 解 适 动 方程 时 ,如 果 阻 尼 卸 
阵 也 采用 对 角 和 旋 阵 ,可 以 省 去 等 效 刚度 矩阵 的 分 解 步 骤 , 这 点 在 非 线性 分 析 中 将 有 更 明显 
的 意义 。 

另外 从 (14. 2,6) 式 可 以 看 到 ,对 于 结 点 参数 中 包含 转动 的 梁 , 板 ,这 一 类 单元 ,由 于 集 
中 质 重 矩阵 中 略 去 了 转动 项 ,如 采用 显 式 直接 积分 方法 求解 运动 方程 ,还 可 使 方程 的 自由 
度数 进一步 减少 。 
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采用 集中 质量 矩阵 过 到 的 困难 是 对 于 高 次 单元 如 何 将 单元 的 质量 分 配 到 各 个 结 后 
上 ,不 像 上 述 两 例 那样 明显 而 简单 ,可 能 有 多 种 选择 ,不易 把 握 。 另 外 ,如 果 单 元 位 移 是 协 
调 的 ,同时 单元 刚度 矩阵 的 积分 也 是 精确 的 , 则 采用 协调 质量 矩阵 时 , 求 得 结构 的 频率 将 
代表 真实 频率 的 上 限 ,这 点 对 设计 工作 是 有 意义 的 。 


14.2.2 振 型 阻尼 矩阵 


(14.1. 13) 式 所 表示 的 单元 险 尼 第 阵 
С = [, NT™NdV 


基于 和 协调 质量 矩阵 的 同样 理由 称 为 协调 阻尼 矩 血 。 它 基 慨 定 限 尼 力 正比 于 质点 运动 束 
度 的 结果 ,通常 的 将 介质 阻尼 简化 为 这 种 情况 。 这 时 单元 阻尼 抢 阵 比例 于 单元 质量 矩阵 。 

除 此 而 外 ,还 有 比例 于 应 变速 度 的 阻尼 , 例 邵 由 于 材料 内 摩擦 引起 的 结构 阻尼 通常 可 
简化 为 这 种 情况 ,这 时 阻尼 力 可 表示 成 xDs, 这 样 一 来 ,可 以 得 到 单 元 阻尼 算 阵 


C = |, B'DBdV (14.2.7) 


此 单元 阻尼 和 矩阵 比例 于 单元 刚度 矩阵 。 

在 以 后 的 讨论 中 ,将 知道 系统 的 固有 振 型 对 于 M 和 外 是 其 有 正 交 性 的 ,因此 固有 所 
型 对 于 比例 于 М ЯП K HEBER C 也 是 具有 正 交 性 的 。 所 以 这 种 阻尼 息 阵 称 为 比例 险 
尼 或 振 型 阻尼 。 今 后 还 知道 ,利用 系统 的 振 型 和 矩阵 对 运动 方程 进行 华 标 变换 时 , 振 型 阻尼 
惩 阵 经 变换 后 和 质量 矩阵 及 刚度 矩阵 的 情况 粗 同 ,将 是 对 角 第 阵 ， 这 样 一 来 ,经 变换 后 运 
动 方程 的 各 个 自由 度 之 间 将 是 互 不 掩 合 的 ( 见 14. 4 节 ), 因 此 每 个 方程 可 以 独立 地 求解 ， 
这 将 对 计算 带 来 很 大 方便 。 

但 应 指出 , (14.1.13) 式 和 (14.2.7) 式 中 的 比例 系数 ,在 一 般 情况 下 是 依 束 于 频率 的 。 
因此 在 实际 分 析 中 ,要 精确 地 决定 阻尼 矩阵 是 相当 困难 。 通 党 允许 将 实际 结构 的 阻尼 和 矩阵 
简化 为 M Яп K 的 线性 阻 合 , 即 

C = aM + ВК (14.2. 9) 
其 中 a,8 是 不 依 整 于 频率 的 常数 。 这 种 振 型 阻 启 称 为 Rayleigh 阻尼 。 


14.3 直接 积分 法 


直接 积分 是 指 在 积分 运动 方程 之 前 不 进行 方程 形式 的 变换 ,而 直接 进行 逐步 数值 积 
分 .通常 的 直接 积分 法 是 基于 两 个 概念 ,一 是 将 在 求解 域 0<z<-T 内 的 和 任何 时 刻 ， 都 应 满 
是 运 动 方程 的 要 求 , 代 之 以 仅 在 一 定 条 件 下 近似 地 满足 运动 方程 ,例如 可 以 仅 在 相隔 心 
的 离散 的 时 间 点 满足 运动 方程 。 二 是 在 一 定数 目的 Az 区 域内 ,假设 位 移 ,速度 6, 加 速度 
a ЖАРҚ, 

在 以 下 的 讨论 中 ,假定 时 间 :=0 的 位 移 u, BEBE п. ДЕ еш, 并 假定 时 间 求 解 
域 0 一 了 被 等 分 为 ”个 时 间 间 隔 AST, EERE o.Az.2A2.... z 时 
刻 的 解 已 经 求 得 ,计算 的 目的 在 于 求 :十 As 时 刻 的 解 ,由 此 求解 过 程 建立 起 求解 所 有 离散 

+ 448。 


时 间 点 解 的 一 般 算 法 步骤 。 
14.3. 1 中心 差 分 法 


对 于 数学 上 是 二 阶 常 微分 方程 级 的 运动 方程 (14. 1. 11) 式 ,理论 上 上, 不同 的 有 限 莽 分 
袁 达 式 都 可 以 用 来 建立 其 逐步 积分 公式 。 但 是 从 计算 效率 考虑 ,现在 仅 介绍 站 羽 钙 某 些 问 


题 时 很 有 效 的 中 心 差分 法 。 
在 中 心 差分 法 中 , 加 速度 和 速度 可 以 用 位 移 赛 未 为 
а, 一 чы (а. -- 2а, 十 а...) 14,3. 15 
а, 一 rE Ga T+ @ ы) (14.3.2) 
时 间 :ar 的 在 移 解 管 aaa . [ЕН ЕТЕУ В] г Ві ЛЕ ЕА ГЕ RL Т ЖЕ З, Вр 
Ма, + Ca, + Ka, = @, (14.3.5) 
为 此 将 (14, 3, DRMC 3. DARALE. AA 
121 l e) -0 _.2м\„ idy lr да а 
аи ФС] = (0 м) а, — | pM 5С) аа аз D 


ЕЖ а „а, ША ЕНЕ на. У ЕАН СЕНІҢ, 
点 解 的 递 推 公式 ,这 种 数值 积分 方法 又 称 逐 步 积 分 法 。 顺 型 指 出 的 是 ,此 算法 有 一 -个 起 步 
问题 。 因 为 当 t=0 时 ,为 了 计算 au, 除了 从 初始 条 件 已 知 前 a, 而 外 ,还 需要 知道 aa 所 
以 必须 用 一 专门 的 起 步 方 法 。 为 此 利用 《14. 3. 1) 式 和 (14. 3. 2) 式 可 以 得 到 


а-мт-а,- Ma, + Si, (14.3.5) 


Н a, 可 从 给 定 的 初始 条 件 得 到 ,而 a, 则 可 以 利用 :0 时 的 运动 方程 (14. 3. 3) 式 得 
到 ， 

至 此 ,我 他 可 将 利用 中 心 差分 法 逐步 求解 运动 方程 的 算法 步骤 归结 如 下 ， 

1， 初 始 计算 

(1) ДАЕ ЕЕК, ARER М 的 阻尼 矩阵 C. 

(2) 6% аз,а) Жа, 


(3) BARTER деде ,并 计算 积分 常数 m= даза 2 er corem] 
(D 计算 aut Alo tel 
(5) 形成 肥效 质量 矩 隆 М-сМ--сс 
(6) ZADA М. M= LDL: 
2 对 于 每 一 时 间 步 长 
(D 计算 时 间 + 的 有 效 载荷 
Ó, = Q, — (K —‹„М)а, — (сМ с(Сза, u 
(2) 求解 时 间 + A 的 位 移 
LDL a,, , == д, 
(3) 如 果 需 要 ,计算 时 间 上 的 加 速度 和 速度 
4449, 


а, = Culley — 2G, + аһ) 
а, = c (— а вы) 
关于 中 心 差分 法 还 需 着 重 指 出 以 下 两 点 ， 
(1) 中 心 差分 法 是 显 式 算法 。 这 是 由 于 递 推 公式 是 从 时 间 : 的 运动 方程 导出 的 ,因此 
下 矩阵 不 出 现在 递 推 公式 (14. 3.4) 式 的 左 问 。 当 M ЖА] ЖЕ ВЕ, С 可 以 忽略 ,或 也 是 对 角 
惩 阵 时 , 则 利用 递 推 公式 求解 运动 方程 时 不 需要 进行 矩阵 的 求 站 , 仅 需 要 进行 矩阵 乘法 运 
算 以 获得 方程 右 端 的 有 效 载 玉 ,然后 可 用 下 式 得 到 位 称 的 各 个 分 量 
au = QP / (с„М„) (14. 3. 6) 


或 
а. = ©? / (cM, + Съ) (14. 3, 7) 


其 中 afu 和 ОЛЕН w+ 和 各 的 第 ; 分量 ,Mi 和 Ca 分 别 是 矩阵 M # C ДАВ; + 
对 角 元 素 , 并 假定 M;>0。 

显 式 算法 的 上 述 优 点 在 非 线 性 分 析 中 将 更 有 意义 ,因为 非 线性 分 析 中 ,每 个 增 景 步 的 
刚度 矩阵 是 被 修改 了 的 。 这 时 采用 显 式 算法 ,避免 了 矩阵 求 道 的 运算 ,计算 上 的 好 处 更 加 
明显 。 

《2) 中 心 差分 法 是 条 件 稳 定 算法 。 即 利用 它 求解 具体 问题 时 ,时 间 步 长 А 必须 小 于 
由 该 问题 求解 方程 性 质 所 决定 的 某 个 临界 值 As, 否则 算法 将 是 不 稳定 的 。 关 于 算法 稳定 
性 的 概念 和 稳定 性 的 条 件 ,我 们 将 在 14. 5 节 讨 论 。 这 里 先 给 出 中 心 差分 法 解 的 稳定 性 条 
件 是 


Т, 
МА, = — (14. 3. 8) 


其 中 了 ,是 有 限 元 系统 的 最 小 固有 振动 周期 .原则 上 说 可 以 利用 一 般 矩 阵 特 征 值 问题 的 求 
解 方法 得 到 了 T。。 实 际 上 只 需要 求解 系统 中 最 小 尺寸 单元 的 最 小 固有 振动 周期 min(T2 ) 
即 可 ,因为 理论 上 可 以 证 明 ,系统 的 最 小 固有 振动 周期 T. 总 是 大 于 或 等 于 最 小 尺寸 单元 
的 最 小 加 有 振动 周期 min(T 和 2) 的 。 押 以 我 们 可 以 将 пип (ТД А. (14. 3.8) 式 以 确定 临 
界 时 间 步 长 名 <， 从 此 可 见 , 网 格 中 最 小 尺寸 的 单元 将 决定 中 心 差分 法 时 间 步 长 的 选择 。 
它 的 尺寸 愈 小 ,将 使 ae 傅 小 ,从 而 使 计算 费用 钨 高 。 这 点 在 划分 有 限 元 网 格 时 要 了 予以 注 
总, 以 避免 因 个 别 单元 尺寸 过 小 ,而 使 计算 费用 不 合理 的 增加 。 
中 心 差分 法 比较 适合 用 于 波 传播 问题 的 求解 。 因 为 当 介质 的 边界 或 内 界 的 某 个 小 的 

区 域 受到 初始 拢 动 以 后 ,是 逐步 向 介质 内 部 或 周围 传播 的 。 如 果 我 们 分 析 递 推 公式 
(14. 3. 4) 式 ,将 发 现 , 当 M 和 C 是 对 角 上 矩 阵 , 即 算式 是 显 式 时 ,如 给 定 某 些 结 点 以 初始 岳 
Са 中 的 某 些 分 量 以 非 零 值 ) ,在 经 过 一 个 时 间 步 长 A 后 ,和 它们 相关 (在 中 处 于 
间 一 带宽 内 ) 的 结 点 将 进入 运动 , 即 a 中 和 这 些 结 点 对 应 的 分 量 将 成 为 非 零 量 。 随 着 时 间 
的 蕉 移 , 其 它 结 点 将 按 此 规律 依次 进入 运动 。 此 特点 正好 和 波 传播 的 特点 相 -一 - 致 。 另 一 方 
面 ,研究 波 传播 的 过 程 需要 采用 小 的 时 间 步 长 ,这 正 是 中 心 差分 法 时 间 步 长 需 受 临界 步 长 
限制 所 要 求 的 ， 

友之 ,对 于 结构 动力 学 问题 ,如 采用 中 心 差分 法 一 般 就 不 太 适 全 了。 因为 结构 的 动力 
响应 中 通常 低频 成 分 是 主要 的 ,从 计算 精度 考虑 ,允许 采用 较 大 的 时 间 步 长 ,不 必要 因 
As 的 限制 而 使 时 间 步 长 太 小 。 因 此 ,对 于 结构 动力 学 问题 ,通常 采用 无 条 件 稳定 的 隐 式 算 
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法 ,此 时 时 间 步 长 主要 取决 于 精度 要 求 。 以 下 介绍 的 Newmark 方法 是 应 用 最 为 广泛 的 一 
种 隐 式 算法 。 


14.3.2 Newmark 方法 


Newmark 积分 方法 实质 十 是 线性 加 速记 法 的 一 种 推广 。 它 采用 下 列 假 设 
йы = а, + [(1 — 028, + да ДА (14.3. 9) 


аы = в, + М + IË 1- г} + аа, |w (14.3. 10) 


其 中 a 和 6 是 按 积 分 精度 和 稳定 性 要 求 而 决定 的 参数 ,。 当 8=1/2 #la=1/6 时 , (14. 3.9) 
和 (14. 3. 19) 式 相应 于 线性 加 速度 法 ,因为 这 时 它们 可 以 从 下 面 时 间 间 隔 Az 内 线性 假设 
的 加 速度 表达 式 的 积分 得 到 

йы = ú, + (Ga — ат А (14.3.11) 
RP SrA Newmark 方法 原来 是 从 常平 均 加 速度 法 这 样 一 种 无 条 件 稳定 积分 方案 而 
提出 的 , 那 时 5=1/2 ü a=1/4, A р ЛЕДЕ ОУ 


йа, 一 G, + й+м) (14. 3. 12) 


和 中 心 差分 法 不 同 ,Newmark 方法 中 时 间 + Az 的 位 移 解 答 w+ 是 通过 满足 时 间 : 
十 A 的 运动 方程 


Ma,_. + Ca s + Ka, x 一 ЛҮ (14.3.13) 
而 得 到 的 。 为 此 首先 从 (14. 3.10) 式 解 得 
ам 一 1а -- а.) = a, 一 F 一 16 (14. 3. 14) 
将 上 式 代入 (4. 8. 9 式 , 然 后 再 一 并 代入 (14. 3. 139% ;由 得 到 从 LATATA 计算 ta 的 公 
式 
K М + Сала = Фа + M| La + -L -1|64 
аА і-- +& аА? t «М t 


至 此 ,我 们 可 将 利用 Newmark 方法 逐步 求解 运动 方程 的 算法 步骤 归结 如 下 : 
1. 初始 计算 
а) 形成 刚度 矩阵 下 ,质量 乔 阵 M 和 诅 尼 矩阵 C. 
(2) 给 定 а, .00 和 fo 
(3) 选择 时 间 步 长 At ,参数 a 和 人 ,并 计算 积分 常数 
Ѕ Z 0.50, a с> 0. 25(0. 5 + 8)? 


1 e= Š 4 = 2—1 
aA 4 адр ам? ©з СС Sa , 


FÈ -ej «= 9), e = дм 


O ERARE ЕЕ К.К-К--ом--оС 
Әс K K— LDL 


Ç, = 


£, = 一 Ce = 
4 @ — 1, с% 
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2， 对 于 每 一 时 间 步 长 
OQ) 计算 时 间 + 十 Ax 的 有 效 载荷 
Qs = Qoa + Milea, + са, + суа) + Сбсца, -Е суй, + csa,) 
(2) REH z+ Ar 的 位 移 
LDI7ae ы = б 
(3) 计算 时 间 z-AAa 的 如 速度 各 速度 
Aa = 
ажы == a, F сй, + бйлу w 
以 Newmark 方法 循环 求解 方程 (14. 3.15) 式 可 见 , 有 效 刚度 电 阵 总 中 包含 了 天 ,而 
-RIEN F K 总 是 非 对 角 和 矩阵 ,因此 在 求解 re 时, 兵 的 求 六 是 必须 的 (当然 ,在 线性 分 
析 中 只 需 分 解 一 次 )。 这 是 由 于 在 导出 (14. 3.15) 时 ,利用 了 :十 点 时 刻 的 运动 方程 
(14. 3.13) 式 。 这 种 算法 称 为 隐 式 算法 。 在 14. 5 节 中 将 证 明 , 当 2220. 5,ас>0, 25(0.5-Б 
ôV 时 ,Newmark 方法 是 无 条 件 稳定 的 ,即时 间 步 长 Az 的 大 小 可 不 影响 解 的 稳定 性 .此 时 
A 的 选择 主要 根据 解 的 精度 确定 ,具体 说 可 根据 对 结构 响应 有 主要 贡献 的 若干 基 本 振 型 
的 周期 来 确定 ,例如 Az 可 选择 为 本 ,( 对 应 车 干 基 本 振 型 周期 中 的 最 小 者 ) 的 若干 分 之 一 。 
ART, 比 结 构 系 统 的 最 小 振动 周期 Т, 大 得 多 ,所 以 无 条 件 稳定 的 隐 式 算法 以 总 求 道 
为 代价 换 得 了 比 有 条 件 稳定 的 显 式 算法 可 以 采用 太 得 多 的 时 间 步 长 At。 而 且 采 用 较 大 的 
心 还 可 滤 掉 高 阶 不 精确 特征 解 对 系统 响应 的 影响 。 


14.3.3 Ж 
1. 考虑 一 两 自 击 度 系统 ,其 运动 方程 是 
| 2 01. гв 一 2 0 
Ë ао ы Ф 


初始 条 件 是 , :一 0 am 一 0, 4-0 

已 知 此 系统 自由 振动 的 周期 ,一 4,45,7, 二 2.8, 现 用 中 心 差分 法 求解 系统 的 响应 ，。 
时 间 步 长 (1)At=T3/10=0, 28, (20м —=10Т,—=28. 

首先 利用 全 式 于 :一 0, 可 以 计算 得 到 


现在 按 中 心 差分 法 所 列 步 嗓 ,进行 计算 ; 
(1) A 二 0. 28, 初 始 计 算 ， 


=l = =i 
c= оруй 12, 8, сүт ші, 79 


салт дс 21.5, | єз==-——=—=0,0392 


аа | 10. z8[ +o. озод? |= h. зө 


, 2 01 го 01 [25.5 0 
М=12.8[ (+129 М | 
0 1 LO 0 0 12,8 
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对 于 每 一 时 间 步 长 , 先 计 算 有 效 载荷 


0- МЕ [ ің {5 Е ps i ple 2 
再 从 下 列 方程 计算 4Ae 时 间 的 位 移 
l; i А shee =Q Ф 


由 上 式 得 到 的 每 一 时 间 步 长 的 位 移 结果 如 下 : 


№ 


时 间 2A 3м м 5м 6м м 8А 9м 10м lla 12A: 


0 0.0307 0.168 0.487 1.02 170 2.40 2.91 3.07 2.77 2.04 1.02 
0,592 1.45 2.83 4.14 5.02 526 490 4.17 3.37 2.78 2-54 2.60 


此 结果 将 在 14. 4. 4 节 中 与 精确 解 进 行 比较 。 
(2) 如 一 28, 按 相同 的 步 又 计算, 发现 


| 0 | | 3.03 X 10° | 
йм = йз 一 | 
3. 83 X 10° — 1.21 x 10 


再 计算 下 去 ,位 移 将 继续 无 限 的 增 大 ,这 是 不 稳定 的 典型 表现 。 其 原因 是 在 条 件 稳定 
的 中 心 差分 方法 中 采用 于 远大 于 М„С=Т;,/т) Н] ДС 28), ЕИ Ar 26107, 
所 以 可 不 能 得 到 有 意义 的 结果 。 00 

2. 采用 Newmark 方法 计算 上 述 系 统 的 响应 ,给 定 «—=0.25,8==0. 5。 

(1) Az=0. 28, 初 始 计 算 


0 . 0 . 0 
“- ы t= ы “° Іш 
сол 51.0, а = 7.14, с, = 14.3, с = 1.00 
c = 1.00, с = 0.00, с = 0,14, с = 0.14 


[ке p 1 
对 于 每 一 时 间 步 长 计算 有 效 载荷 


Qoru 一 |, |+ f "| (518, + 14. 34, + 1. 08.) 
10 0 1 
ЖЕЖ а. 
Қа, = д, 

并 计算 

i ал = 51. Oliya — а) — 14. 38, — 1. 08, 

ашы = а, + 0.146, + 106,4, 
按 上 述 步骤 ,得 到 每 一 时 间 步 长 的 位 移 结果 如 下 : 
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At дА, TAr 8м 9А 


0.00673 0,0504 0,189 0. 185 0. 961 1.58 2.23 2.76 3.00 2.85 2.28 1.40 
0,364 1.35 2.68 4,00 4.95 5.34 5.13 4.18 3.64 


此 结果 将 在 14. 4.4 节 中 与 精确 解 进 行 比较 。 
(2) A= 28, НЕРЕТВЕ ЖОШ Г 


时 间 Ж 2м 3a 4м Мм бА м Bár 9л 104: 11м 124 


0.393 1.44 0,632 1.29 0.782 1.17 0.875 1.09 0.929 1.05 0.960 1.03 
1.09 4.33 1.89 3.89 2.32 3,522 2.60 3.31 277 3.18 2.868 2.11 


由 于 Newmark 方法 在 参数 a 采用 现在 具体 数值 的 情况 下 是 无 条 件 稳定 的 ,所 以 
尽管 MT REREH. 当然 由 于 ar 过 大 ,也 不 能 期 望 所 得 结果 有 很 好 的 精度 。 这 点 
用 14.44 节 中 所 给 出 的 精确 解 就 可 以 检验 出 来 。 


14.4 Ж R ju Z 


分 析 直 接 积分 法 的 计算 步骤 可 以 看 到 ,对 于 每 一 时 间 步 长 ЕНЕ ЕҢ 
自由 度数 a 的 莱 积 成 正比 。 如 果 采 用 有 条 件 稳定 的 中 心 差分 法 ,还 要 求 时 间 步 长 де 比 系 
统 最 小 的 加 有 振动 周期 7 小 得 多 (例如 At 一 T,/10)。 当 5 较 大 ,和 且 时 间 历 程 了 光合 ,时 , 计 
算 将 是 很 费时 的 .而 振 型 妥 加 法 在 一 定 条 件 下 正 是 一 种 好 的 替代 ,可 以 取得 化 直接 积分 法 
高 的 计算 效率 。 其 要 点 是 在 积分 运动 方程 以 前 ,利用 系统 自由 振动 的 国有 振 型 将 方程 组 转 
换 为 n 个 相互 不 焕 合 的 方程 ( 艺 5 二 1 的 方程 组 ), 对 这 种 方程 可 以 解析 或 数 慎 地 进行 积 
分 。 当 采用 数值 方法 时 ,对 于 每 个 方程 可 以 采取 各 自 不 同 的 时 间 步 长 , 即 对 于 低 阶 振 型 可 
采用 较 大 的 时 间 步 长 ,这 两 者 结合 起 来 相对 于 直接 积分 法 是 很 大 的 优点 ,因此 当 实 际 分 析 
的 时 间 历 程 较 长 ,同时 只 需要 少数 较 低 阶 振 型 的 结果 时 ,采用 振 型 卷 加 法 将 是 十 分 有 利 
的 。 利 用 它 求 解 运动 方程 可 分 为 以 下 三 个 主要 步骤 。 


14.4.1 将 运动 方程 转换 到 正则 振 型 坐标 系 
1 求解 系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 


不 考虑 阻尼 影响 的 系统 自由 振动 方程 是 
Malt) + Кай) = 0 (14.4.1) 
它 的 解 可 以 假设 为 以 下 形式 
а = @sino(t — f) (14. 4, 2) 


Жр $ E n ЙН, RAR ó ЕЗИ ЖИЕ, 是 时 间 变 量 ,六 基 由 初始 条 件 确 定 的 时 间 常 
数 。 
将 (14. 4.2) 式 代入 (14.4,1) 式 ,就 得 到 一 广义 特征 值 问题 ， 
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Кф — оМФ-0 (14.4.3) 
求解 以 上 方程 可 以 确定 由 和 o RIE “ЖЕ Сол, Фф.) (өң (өй, $.) ,其 中 特 
Йй ал қала" y (D, 代表 系统 的 # 个 固有 频率 ,并 有 
0 =< e, < а < + < в, 

特征 向 量 9,9,4 ›ф„ 代表 系统 的 2 个 国有 振 型 。 它 们 的 幅度 可 按 以 下 要 求 规定 ， 

ФМФ--1 6-1,2,:-,”) (14.4.4) 
这 样 规定 的 固有 振 型 又 称 为 正则 振 型 ,今后 所 用 的 固有 振 型 ,只 指 这 种 正则 振 型 。 现 在 我 
们 简 述 其 性 质 ， | 


2. 固有 柑 型 的 性 质 
HEER Сог, ф,), Сал, ФОЛК УГЕ (14. 4. 2), EA 
Кф, = Mp, КФ, = «Мф, (14. 4. 5) 
ERRAR mR ór , н — BIR HI 3E LL Фф; JE КОЯ M 的 对 称 性 推 知 
TKO: = ФКФ, (14. 4. 6) 
所 以 可 以 得 到 


(о — ш ФТ Мф, - 0 (14, 4. 7) 
由 上 式 可 见 , 当 ou 时 , 必 有 | 

ФМФ, = 0 (14. 4. 8) 
БЕН Е ЕРЕ Е M 是 正 交 的 。 和 (14. 4. 4) 式 在 一 起 ,可 将 固有 振 型 对 于 М 的 
正则 正 交 性 质 表示 为 


ҒмФ- ке =p (14.4.9) 
0,G = 3) 
HEREA (14. 4.5) 式 ,可 得 
о, í = j 
$ K$, = | О: (14. 4. 10) 
0,146) 
WREN 
Ф = [ф, ф, --- HB] 
ай 0 1 
F= Ë . (14.4.11) 
0 
ай 
则 特征 解 的 性 质 还 可 表示 成 
ФІМФ--іІ ORO (14. 4, 12) 
OR © 分 别称 为 加 有 振 型 矩阵 和 固有 频率 矩阵 。 利 用 它们 , 原 特征 值 问题 可 表示 成 
КФ = МФО (14.4.13) 


3. 位 移 基 向 量 的 变换 
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引入 变换 
ай) = Ox) = 926 (14. 4,140 
其 中 


ха) = ілу е z, 17 
此 变换 的 意义 是 将 a(2) 看 成 加 HREAG A RJ L B RE LA br Ж ЕНЕСЕЙ), 
ЖЖ Н. АЗЕ ЕЕ. El u£ E] ЕШ ат) ЫШЫ ЖБ лс АУА w IV ЭЗЕТ Щ 
т 维 空间 转换 到 以 名 为 基 向 量 的 n 维 空间 。 
将 此 变换 代入 运动 方程 (14, 1. 13) 式 ,两 端 前 乘 以 or ,并 注意 到 外 的 正 交 性 , 则 可 得 
到 新 基 向 量 空 间 内 的 运动 方程 


хау + @TC@xG) + Fra) = DO = RE) (14.4.15) 
初始 条 件 也 相应 地 转换 成 

xs = DMa х, = ФТ! Ма, (14.4.16) 

(14.4. DAF ИН БН Bin Ж E R ИН Б, ШЫ, 虽 的 正 交 性 可 得 

даё,, G= ј) 
%1с%; = 0, G= p (14.4.17) 
或 
22, 
2,2, 0 
ФІСФ = 0 Я (14.4.18) 
2а 2, 


HP EGS., 2,7M EB: 阶 振 型 阻尼 比 ,在 此 情况 下 ,C14. 4. DARRA n THER 
精 合 的 二 阶 常 微分 方程 
LE) H z Q) + ХЛОР ЛОВ ЕТТЕ (14. 4.19) 
上 列 每 一 个 方程 相当 于 一 个 单 自由 度 系 统 的 振动 方程 ,可 以 比较 方便 地 求解 。 式 中 
n= ‚ЖЕ НЕ ОО ТЕЙЕШ Ф LARE. # (2) 是 按 一 定 的 空间 分 布 模式 而 
随时 间 蛮 化 的 , 即 
QG) = Q(s,t) = Е(5)96) (14.4. 20) 
则 有 ға) = WF (sg = Ғай0 (14, 4, 21) 
土 式 中 引入 符号 s 表示 空间 坐标 ,fi б FOE A LARE, ER., m FOA A E 
Ж.Ш ==0, 从 而 得 到 i 尼 ) 寺 0,zx(#) 二 0。 这 表明 结构 响应 中 不 包含 各 的 成 分 。 亦 即 
Qts,) 不 能 激 起 与 FCs) 正 交 的 振 型 加。 需要 求解 的 单 自由 度 方程 数 也 因 之 减少 。 
顺便 指出 ;如果 C 是 Rayleigh 阻尼 , 即 C==aM4 十 BK 则 (14. 4.18) 式 还 提供 了 一 个 确 
定常 数 a 和 8 的 方法 ,如 果 根 据 试验 或 相近 似 结构 的 资料 巨 知 两 个 振 型 阻尼 比 癌 各 ,从 
(14.4. 18) 式 可 以 得 到 二 个 方程 ,从 而 就 解 得 
“一 тт Se 8- = 一 er (14. 4. 22) 
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14.4.2 求解 单 自由 度 系 统 振动 方程 


单 自 由 度 系统 的 振动 方程 (4.4. 19) 的 求解 ,在 一 般 情 况 下 可 采用 上 和 节 讨 论 的 直接 积 
分 方法 , 但 在 振动 分 析 中 常常 采用 杜 哈 美 (Duhamel) 积 分 ,又 称 为 三 加 积分 。 这 个 方法 的 
基本 思想 是 将 任 病 激 振 力 r.(2) 分 解 为 一 系列 微 冲 量 的 连续 作用 ,分 别 求 出 系统 对 每 个 微 
冲 量 的 响应 ， oo A EEE 尘 它 们 梧 轴 起 来 ,得 到 系统 对 任意 激 振 的 响 
应 。 杜 哈 美 积分 的 结 


т) =], r (re *$SU-Osinao, (t — rdr 
+ e tS (Casinot + сова) (l4. 4. 23) 


RH а= у, жн АЯ uE ИЙ. ЕСА 7 ЗЕ Ж 
统 强 迫 振 动 项 ,后 一 项 代表 在 -~ 定 起 始 条 件 下 的 系统 自由 振动 项 。 
HEERA A éo ЕК, ш; = ш, ЖЕ] ЖЕЛ ЗЕ УПА В Ж 


ха) = if rinsing (1 — Ddr + assinet + bcoswt (14. 4. 24) 


杜 喻 美 积分 (14. 4. 23798 (14. 4. 24) 式 ,在 一 般 情 况 下 ,也 需 利 用 数值 积分 法 计算 ,但 
是 对 于 少数 简单 的 情况 , 则 可 得 到 解析 的 结果 。 


14.45 ШБК У 


在 得 到 每 个 振 型 的 响应 以 后 , 按 (14.4. 14) 式 将 它们 和 加 起 来 ,就 得 到 系统 的 响应 , 亦 
即 每 个 结 点 的 位 移 值 


ап) = Уба (г) 


ЖЖЖ T Мал ЕТЕ ЫН. 下 面 再 对 此 方法 的 _ 些 性 质 和 特 点 作 一 定 的 
分 析 。 

首先 应 看 到 将 系统 位 移 转换 到 以 四 有 振 型 为 基 向 量 , 对 系统 的 性 质 并 无 影响 ,而 是 以 
求解 广义 特征 什 问 题 为 代价 ,得 到 非 辜 全 的 个 单 自由 度 系 统 的 运动 方程 ,以 达到 提高 计 
算 效 率 的 目的 。 

对 于 个 单 自由 度 系 统 运动 方程 的 积分 , 比 对 联 立方 程 组 的 直接 积分 节省 计算 费用 。 
另外 ,通常 只 要 对 非 耦合 运动 方程 中 的 一 小 部 分 进行 积分 。 例 如 只 要 得 到 对 应 于 前 > 个 
特征 解 的 响应 ,就 能 很 好 地 近似 系统 的 实际 响应 ,这 是 由 于 高 阶 的 特征 解 通常 对 系统 的 实 
际 响应 影响 较 小 , 且 有 限 元 法 得 到 的 高 阶 特征 解 和 实际 相差 也 很 大 (因为 有 限 元 的 自由 度 
有 限 , 对 于 低 阶 特征 解 近似 性 较 好 ,而 对 于 高 阶 则 较 差 ) ,因此 求解 高 阶 特征 解 的 意义 不 
大 。 而 低 阶 特征 解 对 于 结 梅 设计 则 常常 是 必需 的 。 ЇН ЖЖ И ЕЛИ ШЕШ ERIRE 
义 特征 值 问 题 的 计算 费用 ,所 以 在 实际 分 析 中 究竟 采用 哪 种 方法 ,应 根据 具体 情况 确定 ， 

应 指出 的 另 一 点 是 ,如 果 在 所 型 下 加 法 中 ,对 于 个 单 自由 度 系统 的 运动 方程 都 进行 
积分 , 且 采 用 和 直接 积分 法 相同 的 积分 方案 和 时 间 步 长 , 则 最 后 通过 振 型 友 加 得 到 的 a CQ) 
和 直接 积分 法 得 到 的 结果 在 积分 方案 的 误差 和 计算 机 会 入 误差 的 范围 内 将 是 一 致 的 。 
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此 外 ,对 于 非 线性 系统 通常 必须 采用 直接 积分 法 。 因 为 此 时 K= KG) ,这 样 一 来 系统 
的 特征 解 也 将 是 随时 间 变 化 的 ,因此 无 法 利用 振 型 琶 加 法 。 


14.4.4 ЖЯ 
仍 以 14. 3. 3 中 所 考虑 的 两 自由 度 系统 为 例 , 现 用 振 型 得 加 法 求解 。 此 时 应 解决 的 广 


义 特 征 值 问题 是 
6 一 2 (200 | 
аР it р 
按照 一 般 的 线性 代数 方法 ,可 以 得 到 吕 式 的 解 管 


ral А] 


二 = |1 2 2 i ғ E 
4-5 @ Е J2 A | 
HAOR: [БИ ЕНШ м $. „Ф, ЭЖЕЕ ИЛАН Н ЖЕЕ КЕГЕ 
Һа) 上 22 人) = = | 
RE) 
хоб) + 5r) 一 一 0/2 
株 系 统 的 初始 条 件 是 mm 一 =0, 经 转换 后 为 ， 
Ti leen = 0, " hea = 0 D 
Tilea = 0, Kalo = 0 
利用 无 阻尼 情 况 的 杜 输 美 积分 公式 (14.4. 24) ,可 得 到 图 式 的 精确 解 
za) = a — cos Уб) ' 


2,00) = 2 2 1 十 cos V50) 
最 后 和 用 振 型 要 加 得 到 系统 的 位 移 


+A 1 /2 > a — cos V 2 #5 
“з 233 Үз | 
1 


21. - 2 2 |20 1 соз V50) 
¿“3 3 3 


根据 上 式 计算 得 到 时 间 At,2At,…,12Az( 其 中 At 二 0. 28) 的 位 移 值 如 下 ， 


Мм 2At At бА 4 
0.006 0. 045 | 0.170 0.520| 1.05 | 1.72 |2.338 | 2. 861 | 3.052 | 2.801 2.130 1.157 
0.376 | 1.42 | 2.79 | 4.1721 5.04 | 5.33 | 4.985 | 4,277 | 3.457 12. 806 | 2. 434 | 2.489 
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alt) = 


此 结果 是 系统 响应 的 精确 解 ,可 以 用 来 检验 14.3.3 节 中 心 差分 法 和 Newmark 方法 
的 结果 ,两 者 的 比较 见 图 14, 161 图 中 还 列 出 了 另外 两 种 算法 的 结果 ) ШЕ ПГ, ШК A 
二 0. 28 比较 大 ,但 直接 积分 法 的 结果 还 是 相当 好 的 。 . 


Utt) 


-= pio 35 2948 
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一 一 Л Е Newmark 


өзее- Прадо ҘЕ 
一 -一 -一 Wilson 8 й: 
== Maw mark ü 
—— А 
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о 


th) 
图 14.1 振 型 登 加 法 和 直接 积分 法 的 比较 


如 果 在 振 型 得 加 法 中 ,对 于 非 耦 合 的 单 自由 度 系统 运动 方程 侠 式 的 积分 也 采用 直接 
积分 法 ,并 且 A: 相间 , 则 得 到 和 直接 积分 法 完全 一 致 的 结果 。 

当然 在 一 般 的 = 个 自由 度 系统 中 ,如 果 只 积分 户 个 单 自由 度 系 统 的 运动 方程 ,即使 
积分 是 精确 的 ,最 后 振 型 天 加 所 得 到 的 系统 响应 也 将 因 忽 略 高 阶 板 型 而 引入 误差 。 
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14.5 解 的 稳定 性 


在 前 面 的 讨论 中 已 经 指出 ,在 选择 直接 积分 结构 系统 运动 方程 的 具体 方案 时 必须 考 
虚 解 的 稳定 性 问题 ,现在 对 此 问题 进一步 作 一 简要 讨论 。 

从 理论 上 看 , 若 要 得 到 结 档 动 力 响 座 的 精确 解答 ,就 应 对 结构 系统 的 运动 方程 组 
(14. 1. 11) 式 或 是 经 变换 后 的 = 个 不 相 艳 合 的 单 自 由 度 系 统 的 运动 方程 (14. 4. 19) 式 进行 
精确 积分 。 同 时 我 们 知道 , 当 利 用 直接 积分 法 对 前 者 进行 积分 时 ,实质 上 是 和 采用 相同 的 
时 间 步 长 同时 对 后 者 的 ”个 方程 进行 积分 相等 效 。 因 此 ,Ar 的 选择 应 和 最 小 固有 周期 T, 
相 适 应 , 即 要 求 Az 选择 得 很 小 。 例 如 作为 一 个 估计 要 求 Ам--7,/10, 

然而 ,正如 前 面 讨论 中 已 指出 ,实际 结构 分 析 只 要 求 精确 地 求 得 相应 于 前 Р ИГЕ ЖИ 
振 型 的 路 应 ,这 里 р 和 载 痊 的 频率 及 其 分 布 有 关 。 如 果 选 择 А/--Т,/10.8ІТ,/Т, ВЕЦ 
ВИКИА 7,710, ЕЕ Ar 就 比 T,/10 大 得 多 了 ,其 至 可 达 1000 倍 。 

当 采 用 直接 积分 方法 时 ,高 阶 振 型 的 响应 是 被 自动 积分 的 。 当 АО»Т, 时 ,会 得 到 什么 
结果 ? 从 数学 上 说 这 就 是 解 的 稳定 性 问题 , 如 果 解 是 稳定 的 ,意思 是 指 当 采 用 较 大 Az 时 ， 
不 会 因 高 阶 振 型 的 误差 使 低 阶 探 型 的 解 失去 意义 ,也 即 在 某 个 时 间 t,ay6,6 的 误差 在 积 
分 过 程 中 不 会 不 断 增长 , 解 的 稳定 性 定义 是 ;如 有 果 存 任何 时 间 步 长 Ar 条 件 下 ,对 于 性 何 初 
始 条 件 的 解 不 无 限制 地 增长 , 则 称 此 积分 方法 是 无 条 件 稳定 的 ;如 果 Az 必须 小 于 其 个 临 
ЖН A ,上 述 性 质 才 能 保持 , 则 称 此 积分 方法 是 有 条 件 稳定 的 。 

在 前 面 的 讨论 中 已 经 阐明 , 原 运动 方程 组 经 变换 为 a 个 不 相 耦 合 的 微分 方程 后 ,其 性 
质 不 变 , 因 此 可 以 方便 地 对 非 耦 合 的 微分 方程 讨论 解 的 稳定 性 。 又 因为 ”个 方程 是 相似 
的 , 故 仅 需 分 析 其 中 一 个 作为 代表 ,将 它 写 成 

x + бант + айх, = r, 
或 =, + Са + ад = r, 
讨论 解 的 稳定 性 实质 上 是 讨论 误差 引起 的 响应 ,所 以 在 上 式 中 可 令 r=0。 另 一 方面 
由 于 在 正 阻尼 情况 下 ,阻尼 对 解 的 稳定 性 是 有 利 的 ,所 以 在 讨论 解 的 稳定 性 时 ,总 可 令 С, 
一 0。 基 于 上 述 两 点 ,要 讨论 的 方程 是 
х, айт, = 0 (14.5.2) 


С14. 5.1? 


14.5.1 中 心 差分 法 
利用 中 心 差分 法 对 (14. 5. 2) 式 进行 积分 ,根据 循环 计算 公式 (14. 3. 4), 可 以 写 出 


人 Cr (14.5.3) 
假定 解 的 形式 为 
Сл) кл 5 АС), Се), = Аб), м (14.5.4) 
将 上 式 代 入 (14.5. 3) 式 , 则 可 得 到 特征 方程 
А+ (0 — À + 1 = 0 (14.5.5) 
其 中 ， р; = Ағи (14.5.6) 
解 出 上 式 的 根 
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4 2— p EN — 2° 4 
1.2 一 2 


А 的 根 关系 到 解 的 性 质 ,首先 为 使 在 小 限 尼 情况 下 的 解 具有 振 范 特性 ,4 必须 是 复数 ， 
这 就 要 求 


(14.5. 7) 


亦 即 
p. < 4 (14.5. 8) 
因为 р М" ш ‚ШШ о; 2л /Т,, А ЖІ 
А < 2 (14.5. 9) 
其 次 为 使 解 不 会 无 限 地 增长 ,还 应 要 求 
|А < 1 (14. 5. 10) 


(14. 5,7) 式 表示 的 А НА = LE А а ЕЖЖЖ. ЈА =1 表示 无 阻尼 的 自由 振动 。 

正如 以 前 已 一 再 神 出 , 直 搂 积 分 法 相当 于 利用 同样 的 时 间 步 长 对 天 有 = 个 振 弄 的 单 
自由 上 度 方程 同时 进行 积分 ,因此 中 心 差分 法 为 保持 解 的 稳定 性 ,时 间 步 长 必须 服从 以 下 条 
件 


Т. 
At < Ar, = — (14. 5.11) 


ЖЕ 14. 3 节 已 指出 的 解 的 稳定 性 条 伴 , 其 中 А EERE, T. 是 系统 的 最 小 固 
AAM. Жж F 3E 653 ЫК ЖК-1- £ SBS d И (НІНІ T.. 关于 T, 的 估计 ,Irons 已 
证 明 系 统 的 最 小 固有 振动 周期 总 是 大 于 等 于 最 小 尺寸 单元 的 最 小 固有 振动 周期 ,因此 可 
以 简便 地 将 后 者 用 于 (14. 5. 11) 式 ,其 结果 总 是 偏 于 安全 的 。 


14.5.2 Newmark 方法 


将 Newmark 方法 的 循环 计算 公式 (14. 3. 15) 用 于 (14. 5. 2) 式 表示 的 运动 方程 ,可 以 
得 到 


(1 + аа) (а) = (а), + AED, + | + 一 a] АРСЫ, (4.5.19 


为 研究 解 的 稳定 性 , 现 将 上 式 改写 成 类 似 于 (14. 5. 3) 式 的 三 步 位 移 形 式 ,为 此 需要 利 
用 Newmark 方法 的 基本 假设 (14. 3. 9) 式 ,并 利用 (14. 5. 2) 式 ,对 于 现在 的 情况 ,它们 可 
表示 成 


(дра (0), [01—89 0), 80) lw at 
Саны (et (5а слад рави) | 014. 5. 19) 
利用 上 式 和 (14, 5. 2) 式 ,C14,5.12) 式 可 以 改写 成 
A + ар) (ты + Б 2 + (1 — 2 + ДЕУ 
十 Е + (y te ola eds 0 (14. 5.14) 
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其 中 p = Ao, 
仍 假设 解 具有 (4. 5. 4) 式 的 形式 ,代入 上 式 可 以 得 到 关于 4 的 特征 方程 


жа + аро +4[-%+[—2е+ 8 ]+ ite- oja] o 


(14. 5.15) 
该 方程 的 根 是 
д2 2-8) + Уа алая +») (14. 5. 16) 
其 中 
| 1 | 1 
е = каш һ = 2-49 (14.5.17) 
现在 来 分 析 解 稳定 性 的 条 件 。 


1. 真正 的 解 在 小 阻尼 情况 下 必须 具有 振 划 的 性 质 ,因此 站 应 是 复数 ,这 就 要 求 
4(1 + h) > Q= g 


ЗАҢ 
pil 4a 一 4 十 a) J>- 4 (l4. 5.18) 
当 ha BAKR А, 不 受 限制 时 , 仍 要 求 上 式 成 立 , 必 须 是 
a> 44 +a) (14.5.19) 
2， 稳 定 的 解 必 须 不 是 无 限 增长 的 ,因此 必须 有 |4| = vI FRL АН 
一 1 所 六 过 0 (14.5.20) 
同样 , 当 P: 很 大 时 , 仍 要 求 上 式 成 立 ,必须 是 
ó = 1⁄2 (14.5. 21) 
s (14.5.22) 


因为 当 条 件 (14. 5. 19) 式 满足 时 ,(i4. 5, 22)? 式 框 成立 ,所 以 综 台 以 上 分 析 可 以 得 到 New- 


>> 2-4) (14.5. 23) 
如 果 不 满 足 上 述 条 件 ,要 得 到 稳定 的 解 ,时 间 步 长 Ar 必须 满足 
Ағ < Az, (14.5. 24) 
ERP Ai- 可 从 (14.5. 18) 式 求 得 ,结果 是 
м, = 2 1 (14. 5. 25) 


x /ал) 4 8! — da 
现在 讨论 月 关 “ 数 值 阻 尼 ? 的 概念 。 从 (14. 5. 23) 式 可 见 , 当 8=1/2,a>1/4 时 解 是 无 
条 件 稳定 的 ,而 且 从 (14. 5.17) 和 (14. 5. 20) 式 可 得 ,这 时 1X! 二 1。 这 符合 无 阻尼 自由 振动 
的 实际 情况 ,但 是 如 果 在 计算 中 , 取 6>>1/2, 则 得 到 |4|<<1, 这 表明 振幅 将 不 断 衰 碱 ,这 是 
“462. 


由 于 数值 计算 过 程 中 取 8>172 这 一 人 为 因素 而 引入 的 ~ 种" 人工? 阻尼 , 称 为 “数值 阻 
в», 14.2 中 给 出 了 在 不 局 的 fa 情况 下 ,|4| 随 AT 的 变化 。 


АТ 
ІҢ 14.2 三 种 Newmark FRM IA АУТ WH 28 


这 种 数值 阻尼 在 一 定 条 件 下 是 有 用 的 。 因 为 在 直接 积分 法 中 ,我 们 采用 的 А 通常 均 
远 太 于 系统 最 高 固有 频率 所 对 应 的 周期 ,对 此 频率 的 响应 将 是 不 可 靠 的 ,并 将 产生 数值 上 
的 干扰 ,如 果 通 过 取 间 >172 而 引入 数值 阻 记 , 则 高 频 的 干扰 可 迅速 喜 减 ,而 对 低频 的 响应 
其 微 ,这 点 从 图 14.2 也 是 可 以 看 到 的 。 


14.6 大 型 特征 值 问题 的 解法 


在 14.4 节 的 讨论 中 我 们 已 经 知道 , 当 利用 振 型 登 划 法 求解 系统 的 运动 方程 时 ,首先 
需要 求解 一 广义 特征 值 问题 
Кф — «Мф = 0 (14. 4. 3) 
或 КФ = MOF (14.4,13) 
由 于 在 一 般 的 有 限 元 分 析 中 ,系统 的 自由 度 很 多 ,同时 在 研究 系统 的 响应 时 ,往往 只 
需要 了 解 少 数 较 低 的 特征 值 及 相应 的 特征 向 量 ,因此 在 有 限 元 分 析 中 ,发 展 了 一 些 适 应 上 
述 特点 的 效率 较 高 的 解法 ,其 中 应 用 较 广 泛 的 是 矩阵 反 逆 代 法 和 子 空间 迁 代 法 .前 者 算法 
简单 ,比较 适合 于 只 要 求 得 到 系统 的 很 少数 目 特征 解 的 情况 .后 者 实质 是 将 前 者 推广 于 同 
时 利用 若干 个 向 量 进行 迁 代 的 情况 ,可 以 用 于 槛 求 得 到 系统 稍 多 一 些 特 征 解 的 情况 , 另 
外 ,近年 来 ,Rits 向 量 直 接 秋 加 法 和 Lanczos 向 量 的 直接 至 加 法 ,由 于 具有 更 高 的 计算 效 
率 ,引起 了 有 限 元 工作 者 广泛 的 兴趣 , 它们 共同 的 特点 是 直接 生成 一 组 Ritz 向 量 或 Lanc- 
zos 向 量 , 对 运动 方程 进行 减 缩 ,然后 通过 求解 减 缩 了 的 运动 方程 的 特征 信 间 题 ， 进而 就 
可 得 到 原 系统 方程 的 特征 解 ,从 而 避免 了 反 姑 代 法 或 子 空 间 迷 代 法 中 的 选 代步 又. 以 下 对 
这 几 种 方程 逐一 进行 简要 的 讨论 


14.6.1 БЕКА 


利用 反选 代 法 求解 广义 特征 值 问 题 是 依次 逐个 求 得 特征 解 (c ,有 ) Сай, Ф, 
“463: 


求解 оф, AP БИЖИК 已 经 形成 ,其 算法 步骤 可 表示 如 图 14. 3 中 的 框 
图 。 现 对 各 框 中 所 包含 的 算法 做 些 说 明和 解释 。 


| 


(MX 


(2) 求解 代数 产程 组 
KX,=Y 


(3) XIF => Ё 


ШЕ ЕШ 


ЧА 


ст Wa аа 
满足 精度 要 求 


12241715554 


| (9) 输出 = | 


$= uM 
I 


图 14.3 反选 代 法 的 算法 框图 


(D 选取 初始 向 量 to 并 形成 向 量 了 。 

关于 初始 向 量 下 ,原则 上 可 以 任意 选取 ,但 要 求 它 不 和 $, EZ, BI XIM 50. 一 般 
捕 况 于 ,为 方便 起 见 , 可 取 x,=[1 1 … 1]。 

TRE X, 以 后 , 令 


Y = MX, (14.6.1) 
作为 下 一 步 求解 方程 组 的 右 端 项 ， 
(2) 求解 线性 代数 方程 组 
KX = Y (14. 6. 2) 
ЮУК РА КЕШ. 实际 上 只 是 第 一 次 需要 对 下 进行 分 解 ,在 以 后 的 迭代 
中 ,只 要 接 改 变 了 的 右 端 项 进行 回民 ， 
现在 来 分 析 每 次 求解 得 到 的 Y, 和 起 始 向 量 х, 相 比 有 什么 变化 。 
我 们 知道 任何 向 量 均 可 按 特 征 向 量 (在 振动 问题 中 即 固有 振 型 )4 A, Фф 展开 ,所 
ИХ, вт 


| X, = ФА, (14. 6. 3) 
其 中 @=[%, $. Ф ТЕШНЕ, 
“464. 


А-а, аҙ“ aa] ;其 中 每 个 元 素 а; 代表 Xo 在 $G =1. Дд," ‚п ЕЕ. 
利用 上 式 和 (14. 4. 13) 式 可 以 得 到 


MX, = МФА, = KOAA, = КФА, (14.6.4) 
其 中 
[1 ] 
а 
1 T 
A= (F) = Qi А, = А, = [ш 2 =: | 
1 
L ай | 
将 上 式 代 入 《14, 6. 2) 式 ,并 且 两 端 同 乘 以 于 , 则 可 以 得 到 
X, =ФА, (14.6. 5) 
这 是 第 一 次 求解 ( 迷 代 ?后 得 到 的 结果 ,如 果 经 ; К, ШЕ] 483] 
Xx, = ФА, (14. 6. 6) 
其 中 


А, = #л, = [2 S... ®| 
为 更 明显 起 见 , 用 o RELA, ЛЕ 


| ай оф 
«ВА, = Е а. о” “ša, | (14.6.7) 
š 


因为 о1о <s, ТЕА ЗЕК IRA Hill. ot A, 中 除 第 1 个 元 素 外 ,其 余 元 素 将 
趋 于 9, 也 即 X, KET 四, 这 样 就 证 明了 反 迁 代 法 的 收 伍 性 。 
(3),(4),(5) 框 的 计算 是 为 框 (6) 利 用 瑞 莱 法 计算 wi 的 近似 值 做 准备 。 据 框图 所 
示 算 式 ， 
— _ K _ XY _ XIKX, 
“=g XIY, ХІМХ, 
这 是 因为 系统 的 动能 了 和 位 能 U 的 一 般 宸 达 式 是 
T= тама U= “алка (14.6. 9) 


系统 按 第 一 图 有 振 型 由 ТЕКЕ 


а = @ sino, (z — t) 


(14. 6. 8) 


а == о ф,соѕам (t — H) (14. 6. 10) 


将 上 式 代 入 (14. 6. 9) 式 ,可 以 看 出 当 系统 按 Ф 作 振动 时 ,动能 最 大 值 Ts 和 位 能 最 大 值 
Ums 分 别 为 


Тыс FI MG, Пат 2-4,9, (4.6.11) 
RLRE TERM , T... =U mar ;所 以 得 到 
ой 一 514: (14.6. 12) 


* 465 = 


H (14. 6.8) 式 和 上 式 的 对 比 可 见 . 随 着 x, 的 逐步 超 近 于 hoa 也 将 逐步 趋 近 于 o 
因此 wx 也 可 以 用 来 判断 迁 代 是 否 达 到 精度 要 求 ， 

(7) 检查 ш 是 否 满足 精度 要 求 。 可 利用 下 式 进 行 判断 

EG T D — 01) 
witi + 1) 

AP AGADA СЯН г 次 和 第 ;次 选 代 得 到 的 а 是 规定 的 允许 误差 ， 

如 果 精 度 要 求 满足 , 则 转 入 框 (9) 输 出 or 和 由 的 计算 结果 ,否则 通过 框 (8) 后 再 转 入 
框 (2) 进 行 新 的 述 代 。 

(8), (9) 框 中 , 令 


< е, (14, 6.13) 


# = КМ, = Ү/Ж (14. 6.14) 
这 是 对 进行 正则 化 处 理 , 目 的 是 使 ó, 或 新 的 Х.Е 
ФМФ, -1. ХІМХ, = 1 (14. 6. 15) 


后 一 式 的 必要 性 可 以 从 (14. 6. 6) ЖЖ, АЛ АҚЫЛ А, 的 第 -一式 元 素 可 能 因 过 
KO айа) АМО оО) ЗЕКЕ. 

在 求解 二 阶 特征 解 点 及 Ф, ВЕ ЛУ {ЕДЙ ХАНКЕ ЧАВА X, 和 办 
保持 正 交 , 即 

PMX, = 0 (14. 6.16) 

和 #IMX, = 0 (14. 6.17) 

可 通过 Gram-Schmidt ТЕЗЕ ИЕН ELER, A X, 为 例 , 在 正 交 化 以 前 用 这 , Ж 
л, 


| 


X = X, — ф,(Ф1МХ,) (14. 6. 18) 
则 此 时 确实 存在 
PIM, = ЖМХ,-ФМҰ,-о (14. 6. 19) 
为 达到 正则 化 ,可 进一步 令 
X, = 里 /时 TM у" (14.6. 20) 
Ж Ф. BF. ЯТА E EEM Ф, Ж $, EX ЧЇ Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 可 表示 为 
Ê, = Ў, 一 上 (WME) — Фф,(ф1МХ,) (14. 6. 21) 


£, 再 正则 化 以 得 到 天 。 
X = Ў, 一 SAAME.) (14. 6. 22) 
从 上 述 求 解 过 程 可 以 看 出 ,在 采用 反 送 代 法 求解 特征 值 问 题 时 ,高 阶 特征 解 要 受 低 阶 
特征 解 误 差 的 影响 。 因 此 用 该 法 求解 较 多 特征 解 是 不 适合 的 。 
AA HETA Ot 6. 7) 式 看 到 , 当 求 解 第 一 特征 解 时 ,收敛 速度 与 ot a: 有 很 大 
关系 ,如 果 二 者 很 接近 , 收 全 速度 将 是 很 慢 的 。 此 结论 可 以 推广 于 一 般 情况 , 当 求 拥 o 时 ， 
.如 果 地 和 喇 ., 很 接近 , 则 收 全 速度 将 是 很 慢 的 。 即 用 友和 迭代 法 于 有 二 个 相 邻 特征 信 很 接 


近 的 情 殉 是 不 适合 的 .当然 ,如 果 没 有 上 述 情况 ,同时 所 求 特征 解数 目 很 少时 ,反选 代 法 仍 
“466: 


是 一 种 简单 而 有 效 的 方法 。 

此 外 ,因为 在 每 一 达 代 步骤 中 ,需要 求解 线性 代数 方程 组 (14. 6. 2) 式 。 显 然 ,如 果 下 
是 奇异 的 ,法 代 将 无 法 进行 ， 当 系统 的 约 东 条 件 不 足以 消除 刚体 位 移 时 出 现 此 情况 ,这 时 
系统 有 零 特 征 值 和 刚体 位 移 的 固有 振 型 。 由 压 的 奇异 性 所 带 来 的 困难 可 采用 移动 特征 值 
的 办 法 ( 移 频 法 ?来 解决 。 共 体 做 法 是 将 方程 (14.4. 3) 式 改写 成 

(K + aM)$ — (а? + а)Мф = 0 (14.6. 23) 
或 
К'ф ө27Мф--0 

RP K'=K+aM, а" =a a, a 是 基 个 大 于 零 的 常数 。 因 为 М ЛЕЕ НУ, ТАН 
ЕК 总 是 正定 的 ,因此 (14. 6. 23) 式 可 以 利用 友和 迭代 法 求解 。 解 得 的 特征 向 量 和 原 问 题 
完全 相同 ,只 是 原 问 题 中 的 ай 改 为 :十 a, 这 样 就 克服 了 原 问 题 中 包含 零 特征 值 时 所 带 来 
АЕ. 

顺便 指出 ОА р И Е RRRA EE. ИЕН УРЕН ВО ТИНЕ 


3. 8115 ај. АСАТ а} ШИГЕ онға. Ж ај Ят. 


1% Жет, TARI ООЖ НОНЕ Н. 但 是 如 果 在 解 得 оО НТ, ПЕРЕН 
(14.4. DARE 


(К--аМ)ф-- (а? — a)M@ = 0 


a 


这 样 一 来 ,求解 地 的 收敛 速 度 将 依赖 于 :一 2。 如果 “选取 确 当 , 则 有 


ай —- ал 


В.а ВАЕ КИЛЕ. 
14.6.2 Эа 


T Н Е ХЕ БЕНЕН Гат БЕ ТІН АУЫ — WA 3k ERS 
分 特征 解 ,广泛 应 用 于 结构 动力 学 的 有 限 元 分 析 中 ， 

子 空 间 选 代 法 是 假设 > 个 起 始 向 量 同时 进行 迭代 以 求 得 惩 阵 的 前 (< 个 特征 值 和 
特征 向 量 。 正 如 前 面 已 指出 的 ,可 以 将 它 看 成 是 抵 阵 反选 代 法 的 推广 。 正 因为 如 此 ,图 
14.4 所 示 的 算法 步骤 ,和 反 迄 代 法 出 较 , 基 本 上 是 相似 的 。 现 作 一 定 的 补充 说 明和 讨论 。 

(1) 选取 初始 向 量 和 矩阵 于 ,并 形成 矩阵 

现在 的 情况 下 ,XX, 表示 的 不 是 单一 向 量 , 而 是 x 个 初始 向 量 组 成 的 矩阵 

X, = [XP Р... X] (14.6.24) 
其 中 初始 向 量 的 个 数 = 可 按 以 下 方法 确定 ;如 果 要 求 系统 的 前 Р КӨМЕДІ, 可 取 2x 
户 和 pp 十 8 中 较 小 的 数 。 

起 始 向 量 针 OG=1,2,…,r) 原 则 上 可 以 任意 选取 ， 只 要 它们 不 和 系统 的 前 * 个 特征 
向 县 中 的 任 一 个 正 交 。 例 如 取 Xi 的 全 部 元 素 等 于 1, XP G= 2,3,-. MEERE 
Мы/К,()--1,2,“ЦЛУЕХЕНІЗ ЕШ 1, 余 下 的 元 素 全 取 为 零 的 单位 向 量 e。 再 有 
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(1) MX,=>Y 


) 求 解 代 数 方 重组 


ші KX =Y 


і (3)ХТҮУЕ | 


(4)MX =Y, 


(5) ЖАР; > M 


求解 广义 特征 值 癌 题 
(6) Kp: a = ie 


满 吓 精度 要 求 


图 14.4 子 室 间 选 代 法 的 算法 框图 


Xi 一 1,2,…,n) 金 部 取 随 机 疝 重 也 是 一 种 选择 。 
《2) 求解 线性 代数 方程 组 | 
KX, = У (14. 6. 25) 
Y= МХ, 在 现在 的 情况 下 是 =Xr 矩 阵 。 如 果 天 的 分 解 已 经 完成 , 则 在 每 次 适 代 中 要 进行 > 
次 回 代 , 以 得 到 zxr ВЕЕ Х|, 
如 同 讨论 反 迭代 法 时 一 样 ,现在 分 析 X, 和 X, 相 比 的 变化 。 首 先 仍 将 X, 表示 成 


X, = ФА (14. 6. 26) 
ETTA E axr šB EE 
а ар jy 
a a "а, 
4 一 | `“ ° (14. 6. 27) 
Яш (Яо? Гоа 


КЖ a 代表 向 量 半 ?在 特征 向 量 办 上 的 投影 ,为 下 一 步 讨论 需要 , (14. 6. 26) 
式 还 可 表示 成 


A, 
X, = ГФ, 2,74 |= оа, +Ф.А, (14. 6. 289 
П 


其 中 
“468: 


Ф, = [6% A] 
Ф, = [Ф,+, $, +2 °** $. | 
A1 是 rxr Е.А, Earr EE. MAERA OA. 4. 13) 式 ,最 后 可 以 得 到 


X = ФАА = Ф,А,А, + Ф,А,А, (14. 6.29) 
HtA Rd. 6.428, BA 
Ей | (1 1 
w а 
1 1 

А, = ай ‚А, = айу (14. 6. 30) 

1 1 

а? | “Л | 


和 (14. 6. 28) 式 比较 ,由 于 а Сазе Со, X, 中 Ф, 的 分 量 增加 了 ,并 由 此 可 得 到 以 下 近似 
式 
X= DAA, Ф, KATAT (14. 6. 31) 
У К, 中 的 每 一 向 量 进 行 Gram-Schmidt 正 交 化 处 理 以 及 正则 化 处 理 , 然 后 继续 
进行 迭代 , 则 各 次 迭代 后 得 到 的 工 ; 中 中, 的 分 量 将 不 断 增加 ,并 最 后 趋 于 由, ,这 种 做 法 称 
为 局 时 选 代 法 ,其 实质 仍 同 反选 代 法 ,因此 无 法 避 驶 前 面 述 及 的 反选 代 法 的 缺点 和 限制 。 
1-23 Е, ЖЕЛЕРИН ЕП X, 以 后 , 先 求解 一 以 站, 中 各 个 向 量 为 基 向 量 的 子 空间 内 
的 广义 特征 值 问题 。 通 过 它 的 特征 向 量 可 以 确定 中 ;的 近似 解 ,然后 再 以 它 作 为 新 的 起 始 
向 量 进行 迭代 ,将 可 较 快 达到 计算 目的 。 
《3),(4), (5) 框 是 形成 (67 框 用 以 求解 由 和 :近似值 的 矩阵 特征 值 问题 ;和 0 А: = 


МФ’. 
ЖЖ К.М RRA X, 中 各 个 向 量 为 基 向 量 的 子 空间 ,有 即 
K = ХТУ = XIKYX,. M = ХТУ, = ХІМХ, (14. 6. 32) 
ИНЕ K ЯП М ARAT РЕНЕ ГАЛ 
Кф'А' = МФ: (14. 6, 33) 


БИМЕН А.А; А 就 是 原 特 征 值 问题 (14. 4. 13? 式 的 前 = 个 特征 值 的 近似 值 , 它 的 特 
TAR 四 "就 是 原 特征 值 问题 的 前 > 个 特征 向 其 在 X, 中 各 向 量 上 的 投影 所 组 成 的 矩阵 的 
近似 值 , 即 


Аа А, Ф" == АТАТ! (14. 6. 34) 
现 加 以 证 明 。 首先 将 原 特 征 值 问题 的 方程 (14. 4. 13) 式 改写 为 
КФА-- МФ (14. 6, 35) 
其 中 A = (@)> 


(14, 6. ЗБЕН ХТ, ЖЕ AAT1AT IA. ,并 利用 (14, 6. 29), (14. 6. 31) 81 (14. 6. 32) 
等 式 , 则 可 得 到 : 
KATATA, == МАТА! (14, 6. 36) 
HERAA 6. Зз) ЖН ЕЈ, аа E A M Г ЗРЕЛАТА, ВУ А ВН 
“469. 


同 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 考 虑 到 (14. 6. 36) 式 是 近似 地 成 立 , 这 样 就 证 明了 (14. 6. 34) 式 。 
从 以 上 证 明 社 程 也 可 以 看 到 ,如 果 X。, 就 在 $9, 子 空间 肉 , 即 站 ,二 941 A = 二 0。 只 要 通过 
选 代 一 次 , 即 一 次 求解 减 缩 了 尺寸 的 广义 特征 值 问题 (14. 6. 33) 式 , 便 可 得 到 所 要 求 的 À, 
PMé 。 这 一 结论 和 前 面 振 型 适 加 法 的 讨论 得 到 的 结论 ,Q(s,t) 仅 能 激 起 和 其 空间 分 布 
F(s) 不 正 交 的 据 型 ,结合 在 一 起 有 基 以 后 将 讨论 的 Ritz 向 量 直接 丢 加 法 的 基本 出 发 点 。 

(6) 求解 广义 特征 值 问题 

Kear = Мф” (14. 6. 33) 

МЖ ЕЯ, ЛУ РСЕ НОА Г УИ ЖЕЙЕ{Ш ТЕЕП Ж)” М. 5SAFIS ГД (14. 4. 
13) 式 是 相同 的 ,但 实际 上 有 所 不 同 。 因 为 将 老 和 М 投影 到 X, 中 各 个 向 量 为 基 向 量 的 子 
空间 ,虽然 得 到 的 访 和 诅 不 从 具有 稀疏 . 带 状 的 特点 ,但 从 阵 的 阶 数 大 大 降低 了 ,所 以 求 
解 的 计算 工作 量 也 大 大 减少 了 .求解 这 类 阶 数 较 低 的 广义 特征 值 问题 有 不 少 有 效 的 方法 ， 
如 广义 雅 可 比 法 ,吉文 斯 - 豪 斯 翟 尔 德 法 (简称 G-H 法 ) , 均 可 在 关于 结构 动力 学 或 矩阵 特 
征 值 的 计算 方法 书籍 中 查 到 。 这 里 不 再 讨论 。 

从 第 (6) 框 得 到 了 3° 和 四" 以 后 ,利用 (14. 6. 34) 和 (14. 6. 31) 等 式 ,就 可 得 到 原 特征 
值 问题 的 前 > 个 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 的 近似 值 

А) ж“А1,Ф, = Х.А Ата ХФ" (14. 6. 37) 

MEERE A ,主要 是 前 * 个 特征 值 是 否 满足 精度 要 求 ,如 不 满足 则 执行 (8) 框 Вр 
以 得 到 的 Ф, НИЯ Х.Ф" 作为 新 的 起 始 向 量 矩 阵 ,并 形成 新 的 了 ， 

Y = MX O = Ү,Ф' (14. 6. 38) 
然后 回 到 (2) 框 ,执行 新 的 迭代 ;如 已 满足 精度 要求 , 则 输出 原 广 义 特征 值 问 题 的 前 - 个 特 
征 值 和 特征 向 量 ,其 中 前 + 个 是 满足 精度 要 求 的 ,至 此 结束 子 空间 迭代 法 的 整个 计算 过 
程 。 

从 以 上 讨论 也 可 以 看 出 , 减 缩 广义 特征 信和 问题 (14. 6. 33) 式 的 阶 数 等 于 需要 求解 的 特 
ERRE r. 4r 较 大 时 ,计算 工作 量 和 计算 机 存储 占有 量 将 迅速 增加 . 提高 效率 的 方法 
之 一 是 ,通过 特征 值 的 移动 和 已 收敛 的 特征 向 量 的 移出 ,使 > 保持 为 较 小 的 数值 。 在 此 情 
况 下 ,可 采用 > 一 max[4, 5], 其 中 心 是 原 方程 系数 矩阵 的 半 带 宽 。 具体 执行 是 在 选 代 过 
程 中 ,如 发 现 mw ,ww 已 满足 收 敏 准则 , 则 将 特征 值 移动 *，， 可 按 下 式 取 值 


3 = aÈ + 0,9(шй,, а?) (14. 6. 39) 
或 s = 0. 99а 当 Са; 一 о) a; < 0.01 (14.6. 40) 
Ж ху, е, ХО? ЗЕТ Ж ЕЩ, ЕНДІ у 个 新 的 试 向 量 继续 选 代 。 实 际 计算 


表明 此 方法 可 以 显著 提高 计算 效率 各 ПНЕ РИГЕ НЕ, 
14.6.3 Ritz JEKK) 


”从 14.4 节 的 讨论 已 知 ,在 振 型 释 加 法 中 ， 系统 的 运动 方程 转换 到 振 型 坐标 系 以 后 ,得 
到 的 是 一 组 互 不 帮 合 的 单 自 由 度 运动 方程 (14. 4 19) 式 。 其 中 右 端 项 r:(z) 是 载荷 向 量 
осі ЕЛІ Фф LARE. ж ОСУ E E ЖҚ Tn BE hh Га] (k. Bs И 

Оо) = 06,5) = Faga) (14.4. 20) 
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则 有 тш} = ФТЕ(х)9(0) = Рб). | (14.4. 21) 
Жон 所 代表 FF(s) 在 上 四 上 的 投影 。 若 两 者 正 交 , 则 Л 0, ЯЕ 六 (一 0。 从 而 从 
(14. 4. 19) 式 得 到 z(t) 二 0。 此 结论 表明 载荷 只 能 激 起 与 它 的 空间 分 布 模式 上 G3) 不 正 交 
的 振 型 . 西 此 系统 的 啊 应 应 是 这 些 与 忆 (s) 不 正 交 的 振 型 的 登 加 。 而 前 面 讨 论 的 反 远 代 法 
和 子 空 间 和 迭代 法 求 得 的 是 结构 系统 的 前 > 阶 振 型 . 如 果 > 不 是 足够 大 ,就 可 能 澳 掩 裁 荷 可 
以 激发 起 的 振 型 。 而 另 一 方面 又 可 能 在 其 中 包含 了 不 少 载荷 激发 不 起 的 振 型 。 显 然 这 将 
影响 求解 的 精度 和 效率 。 更 为 重要 地 是 这 些 方法 所 采用 的 初始 向 量 第 阵 中 不 可 避免 地 包 
含 了 > 阶 以 上 的 高 阶 振 型 ,需要 通过 多 次 迁 代 压缩 其 影响 ,使 特征 解 趋 近 前 > 阶 振 型 . 

Riz 向 量 直接 玖 加 法 的 基本 点 是 ,根据 载荷 空间 分 布 模式 按 一 定 规律 生成 一 组 Ritz 
向 量 ,在 将 系统 运动 方程 转换 到 这 组 Ritz 向 量 空间 以 后 ,只 要 求解 一 次 减 缩 了 的 标准 特 
征 值 问题 ,再 经 过 坐标 系 的 变换 ,就 可 得 到 原 系统 运动 方程 的 部 分 特征 解 ， 此 方法 不 需 像 
子 空间 选 代 法 的 多 次 迭代 ,所 以 称 之 为 Ritz 向 量 直接 对 加 法 外。 而 且 可 以 避免 漏 掉 可 能 
激 起 的 振 型 和 引入 不 可 能 激 起 的 振 型 ,所 以 能 够 显著 提高 计算 的 效率 。 当 然 , 此 方法 的 关 
键 点 是 如 何 根 据 栽 荷 的 空间 分 布 模式 ,生成 一 组 Ritz 向 量 。 其 基本 沙 又 如 下 ，; 

1. 给 定 М,К.0. Ф061) =Е()90) 


2. 生成 хі. 
求解 Kx, = F (5) (14. 6. 41) 
正则 化 r= x /ñ, 
其 中 В, = (XI Mx (14. 6. 42) 

3. ЖШ х <4-2,2.--.ғ), 
求解 Ky, = Mx; , (14. 6, 43) 
EZE x= x, — Y lass 

ізі 

其 中 а, 一 X Mx, 《14. 6. 44) 
正则 化 x,= x,/ B, 
其 中 ñ, = (TMx)? (14. 6.45) 

4. 将 方程 K$, — M$, O, 转 到 Rit 向 量 空间 , 设 

Ф, = ХФ' (16. 6. 46) 

其 中 


Ф, = [$ Ф, - Ф], х = ЕЛЕЕ 
将 上 式 代入 方程 (4. 4. 13) ,并 用 XX? 前 滋 两 端 ,就 得 到 


KD — O" Q. (16. 6. 47) 
5. 求解 标准 特征 值 问题 (16. 6. 47) ERRE ФО О, 
Фф = [g Ф e g], Q = барбод) (16. 6. 48) 


Q. —diag (P) JE wf ае ора АМА РЕ. 
6. 计算 原 问 题 的 部 分 特征 向 量 
Ф, = ХФ" 
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关于 Ен» 向 量 直 接替 加 法 的 实际 应 用 , 现 再 指出 以 下 几 点 ; 
1. Ritz 向 量 的 生成 何 时 终止 , 即 x 的 取 值 。 理 论 上 说 应 终止 于 4 一 0, 这 时 .+1 一 


Dast KENEN E ,是 已 生成 的 m xz 的 线性 组 合 , 即 现在 已 不 能 再 生 


成 独立 的 Ritz 向 量 。 理 论 上 可 以 证 明 已 生成 的 Ritz 向 量 已 包含 了 ОС, ВЕЕ АУ ВЕ 
型 。 实 际 上 , 由 于 某 些 限制 不 可 能 也 不 必要 终止 于 二 + 一 9。 例如 结构 上 受 集中 力 情况 , 理 
论 上 可 能 茹 起 结构 的 全 部 必 个 振 型 。 实 际 计算 当然 不 可 能 也 不 必要 生成 个 数 等 于 结构 自 
HERON 的 Ritz 向 其 ,然后 再 求解 经 过 坐标 转换 而 阶 数 和 原 系统 运动 方程 相同 的 特征 值 
HA. 这 时 生成 的 Ritz ЕТУДЕ Qs ,2) = Ез) +! тажы Ж. 显然 ， 
如 果 gC 一 g; 即 与 时 间 无 关 , 问 题 蜡 化 为 静 力 问题 ,一 次 生成 得 到 的 x, 就 是 问题 的 最 后 
解答 。 另 一 情况 是 M 的 秩 m 低 于 系统 自由 度 N 时 (例如 杆 、 板 . 壳 单 元 组 成 的 结构 系统 
中 ,采用 集中 质量 矩阵 ,并 忽略 转动 惯性 影响 时 即 属于 此 情况 ), 这 时 系统 实际 只 有 x 个 
独立 自由 度 , 也 只 可 能 有 m 个 特征 解 ,这 时 Ritz 向 量 数 > АЖА ШИЛІ rr, 而 
且 不 能 再 从 Kt 二 FCs) 得 到 友 ,必须 代 之 以 从 Кх = МЕС] х. 否则 将 导致 错误 的 结 
Ж, эн КЕ x... 280 的 情况 下 ,终止 Ritz 沿革 的 继续 生成 ,将 使 最 后 结果 包含 误差 ,以 下 
介绍 一 种 佑 计 误 差 的 方法 。 

2. 误差 估计 的 方法 ， 

当 按 前 面 所 述 步骤 ,Ritz 向 量 生 成 终止 于 x+ 二 0, 并 求 得 原 系 统 的 部 分 特征 向 量 由 
一 [由 $, 史 ], 即 载荷 可 能 激 起 的 全 部 振 型 (在 此 还 应 指出 ,加 , 册 ,……, 由 是 原 系 统 的 特征 
向 量 , 其 对 应 的 ,wm,，…,w 也 是 依从 小 到 大 排列 ,但 可 能 网 过 原 系 统 的 某 些 不 被 激 起 的 
特征 解 ) 以 后 ,可 以 将 载荷 的 空间 分 布 模式 表示 成 


Е(5) = Хм, (14. 6. 49) 
EP: = tF (s) 
MRE ХО 情况 下 终止 Ritz 向 量 的 继续 生成 , 则 有 
e = Е(5) 一 六 Path #0 (14, 6. 50) 
因此 误差 度量 可 以 定义 如 下 
F'ise 


e= FOFO (14, 6. 51) 
在 实际 计算 中 ,如 果 发 现 误差 未 满足 规定 的 要 求 , 可 以 继续 生成 新 的 Ritz 向 量 , 并 
重新 求解 标准 特征 值 问 题 :了 K*@* =0' ,从 而 再 求 得 原 系 统 的 较 多 的 部 分 特征 解 。 因 为 
这 几 个 计算 步 怠 的 工作 量 远 小 于 生成 Ritz 向 量 的 工作 量 ,所 以 对 整个 求解 的 效率 并 无 太 
大 的 影响 ， 
3. AARE Qls,) 具 有 一 个 以 上 空间 分 布 模式 情况 。 例 如 


QG.) = Х.Е ӨО (14. 6.52) 


为 保证 不 尘 掉 QC:,z) 可 能 激 起 的 全 部 振 型 ,同时 保持 高 的 效率 ,可 以 不 必 接 不 同 Fi(s) 分 
别 生 成 Ritz 向 量 , 而 直接 采用 
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FG) = УЕ) (14. 6. 53) 
І 


ЕЗ Ос г) а Їн] 27 Яй, MTER Ritz 向 量 的 计算 。 

4. Riz ІНЕ ВЮ рр Н 3 IREA. ИЕЛЕ ER za 
构 前 p РОН, ЛБ — АПАН р ТҰННЫШ %(:-1,2,-,20 МЕЖЕ 
и, UL ЕРЕ ЕРЕН БОНН. за ЈАН N 个 随机 数 作 为 此 向 量 的 元 素 ， 
也 可 将 此 向 量 表示 成 [1 1 … 1J 或 [0 0… 0 10… 0J]。 根 据 计 算 经 验 ,为 保证 结构 的 前 
р 个 特征 解 有 足够 精度 ,关于 Ritz 向量 数 ,通常 应 取 += 二 2p。 

宾 际 计算 表明 ,Ritz 向 量 直 接 和 天 加 法 比 通常 采用 的 子 空间 迁 代 法 有 更 高 的 计算 效率 。 
计算 工作 量 经 常 只 是 后 者 的 几 分 之 一 ,甚至 十 儿 分 之 一 。 而 且 在 计算 结构 动力 响应 时 ,党 
常 有 较 高 的 收敛 速度 , 即 用 相同 数目 的 部 分 振 型 进行 僻 加 ,Ritz 向 量 直 接合 加 法 可 以 有 上 比 
子 空间 近代 法 更 高 的 精度 。 这 是 由 于 后 者 产生 的 部 分 振 型 中 可 能 包含 实际 上 不 被 激 起 的 
振 型 。 详 细 的 讨论 和 算 例 可 参见 文献 [2]。 

14. 6.4 Lanczos 方法 

Lanczos 方法 和 以 上 讨论 的 Ri: 向 量 直 接生 加 法 本 和 质 上 是 一 致 的 。 两 者 采用 基本 相 
后 的 步骤 咎 成 一 组 相互 正 交 的 Ritz 向 量 (在 Lanczos 方法 中 称 为 Lanczos 向 量 )。 具体 差 


ЖЕЛЕ Lanczos 方法 中 利用 了 关于 Ritz 向 量 直 接 秋 加 法 中 的 系数 m 的 某 些 性 质 。 这 是 因 
为 从 理论 上 可 以 证 明 


азр 一 站 人 一 一 3 一 二 |) (14. 6, 54) 
Qi 5 Pii 《14. 6. 55) 

将 上 式 引 入 Ritz 向 量 直接 要 加 法 ,并 记 
®.—у=@ у, КОМ = А (14. 6. 56) 


就 得 到 生成 Lanczos 向 量 的 算法 公式 如 下 ; 
1. 给 定 M.K.,Q. 其 中 Об. з= Figa), 


2. 生成 хі. 
求解 Kx, = Е(5) (14. 6. 57) 
正则 化 х=... 
其 中 В, = GMa)” (14. 6. 58) 
3. 生成 x, 6--2,3,--,ғ). 
求解 Ку; = Мх,, (14. 6.59) 
正 交 化 Y= ir, (14. 6. 60) 
其 中 a, = x,Mx._, (14. 6. 61) 
(插入 必要 的 重 正 交 步骤 , 见 以 后 讨论 ) 
正则 化 х= / Bin 
其 中 | В, = (хїМх)!? (14. 6. 62) 


4. 将 原 广义 特征 值 问题 КФ, = МФ.0, 转换 为 Lanczos [B] EE J EX) fü 5 EE T 的 标准 
特征 值 问题 
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TZ = ZA (16. 6. 53) 


其 中 
а; д. 1 
б, < 8; 
1- š өз A . (14.6. 84) 


《上 式 的 推导 , 兄 以 后 讨论 ) 

5. 求解 标准 特征 值 问题 416. 6. 63) 式 ,得 到 特征 解 :Z 入 
Z= [|z z <"1,|. А--Шар(А) (14. 6,882 

4， 计算 原 问 题 的 部 分 特征 解 


ЕП 
ш 一 i G = lyer) (14,6. 582 


关于 方程 (16. 6. 63) 式 的 推导 可 简 述 如 下 : 
MAGS. 6.59), C16. 6. 60H C16. 6. 62) 式 可 以 得 到 
AX; = Bx, + a, Ki 二 BY з (14, 6.67) 
G = 2,3,-. E x, = 0) 
Hp ASKOM, Ж-РИЕХИҢНИЯЕВРАЫШЯН 
АХ = XT (14.6.68) 
ЕН Х=[х x; r. ] T 30166.6542 ЛК. 
引入 上 原 特征 向 量 和 Lanczos 向 量 间 的 变换 
Ф, = XZ (14.6. 69) 
其 中 ZZ 是 rxr HEE., 将 上 式 引 入 原 方 程 ,再 用 对 MK HIS A ог ЖЕЛ. 
利用 (14. 6. 68) 式 和 正则 化 关系 式 X MX =E RIRAN A 6.6305. 
关于 Lanczos 方法 的 实际 应 用 ,前 面 关 于 Ки» 向 量 骨 接生 如 法 所 指出 的 四 点 同样 话 
H. 这 是 由 于 本 小 节 开 始 所 指出 的 ,这 两 种 方法 在 本 质 上 是 相同 的 。 WERF Lanczos 方 
法 需要 着 重 再 强调 的 是 Lanczos 向 量 的 重 正 交 问题 ，Lanczos 方法 中 ,XG 一 2,3,… .r)B8 
正 交 化 算式 (14. 6. 60) 式 和 Ritz 向 量 直 接合 加 法 的 对 应 算式 比较 ,是 略 去 了 了 ax;(j 一 i 一 
3,2—4, =", DA, 其 根据 是 因为 理论 上 可 以 证 明 a 二 0G=i--3,1 一 4 ,1)。 ВЕЙ х, 
在 理论 上 已 事先 满足 和 x;(j 二 :一 3,i 一 4,… :1) 正 交 的 条 件 。 但 是 在 实际 计算 上 ,由 二 计 
算 机 的 截断 误差 和 全 入 误差 ,将 可 能 使 后 继 生 成 的 x 失去 了 和 先前 生成 的 中 (一 :一 3 
一 4,…,1) 的 正 交 性 ,其 至 洁 现 和 它们 相 平 行 的 情况 ,这 将 导致 数值 上 的 不 稳定 性 {例如 虚 
假 的 多 重 特 征 值 现象 ) ,因此 妨碍 了 Lanczos 方法 的 实际 应 用 。 在 70 年 代 以 后 ,很 多 研究 
工作 者 提出 了 不 少 Lanezos 向 量 重 正 交 技术 以 提高 其 算法 的 稳定 性 。Ritz Б] ЕЕ N 
法 从 这 个 意义 说 也 可 认为 是 其 中 的 一 种 . 但 是 由 于 它 改变 了 生成 Lanczos 向 量 的 算法 公 
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式 ,导致 以 后 求解 的 不 是 三 对 角 托 阵 的 特征 值 问题 ,而 是 一 般 矩 阵 的 特征 值 问 题 。 而 通常 
所 说 的 Lanczos 向 量 重 正 交 方法 是 指 保持 生成 Lanczos 向 量 的 算法 公式 不 变 , 只 是 在 生 
成 过 程 中 嵌入 重 正 交 的 步骤 ,所 以 最 后 仍 求解 三 对 角 托 阵 的 特征 值 问题 ,例如 ,文献 [3] 中 
所 用 的 重 正 交 方 法 的 具体 做法 是 在 (14. 6, 61) 式 和 (14. 6. 62) 式 之 间 柑 入 以 下 算式 


1 一 1 
2 《14. 6. 70) 


其 中 eS = ЭМУ, (14. 6.71) 
ERPE O 即 (14. 6. GOR a МЕК E о Е НЕ СЙ АП 
8061078), R s K| E Sao ЖАХУ 恢复 写成 天 ,继续 进行 (14. 6. 62) 式 
的 正则 化 运算 。 当然 还 有 其 它 重 正 交 技 术 ,可 参阅 其 它 文 献 。 总 之 Lanczos FEM Ritz 向 
甚 直 接生 加 法 的 精度 和 效率 的 进一步 比较 ,以 及 更 有 效 算 法 的 研究 ,都 是 值得 进一步 探索 
的 。 


14.7 减 缩 系统 自由 度 的 方法 


对 于 具有 相同 自由 度数 目的 结构 系统 ,即使 是 求解 频率 和 振 型 的 特征 值 问 题 ,计算 费 
用 也 将 比 静 力 分 析 高 出 一 个 量 级 。 如 果 征 求解 系统 的 动力 响应 问题 ,计算 费用 将 更 可 疯 ， 
因此 在 有 限 元 动力 分 析 中 ,发 展 提高 计算 效率 、 降 低 费 玫 的 数值 方法 是 很 有 意义 的 。 碱 缩 
系统 自由 度数 目 是 广泛 采用 的 方法 之 ,以 下 扼要 地 讨论 两 种 减 缩 自由 度 的 方法 ; 主 从 自 
由 度 法 和 模 态 综 合法 。 


147.1 主 从 自由 度 法 


在 14.2 节 中 已 经 指出 刚度 矩阵 积分 表达 式 中 的 被 积 函 数 和 位 移 的 导数 有 关 , 而 质量 
短 阵 只 和 位 移 有 关 , 因 此 在 相同 精度 要 求 的 条 件 下 ,于 量 算 阵 可 用 较 低 阶 的 插值 函数 。 基 
于 上 述 考虑 ,在 该 节 中 提出 了 集中 质量 矩阵 ,现在 还 可 利用 上 述 提示 进一步 提出 一 种 减 缩 
自由 度 的 方法 , 即 主 从 自由 度 法 ,在 此 方法 中 ,将 根据 刚度 秆 阵 要 求 划分 的 网 格 总 自由 度 ， 
即位 移 向 量 &, 分 别 为 aw 和 a 两 部 分 。 并 假定 а, 按照 一 种 确定 的 方法 依赖 于 mr。 因 此 a, 
ЖУ ЕАН, а, 称 为 从 自由 度 。 这样 一 来 ,如 果 a, На, 表示 如 下 : 


а, = Та, 414.7. 1) 
则 有 
"i 
а- А? = Т*а, (14.7.2) 
其 中 矩阵 了 规定 了 а, а, 之 间 的 依赖 关系 。 
以 无 阻尼 的 自由 扰动 方程 为 例 ， 
Ка-- Ma=0 (14.7.3) 


可 以 利用 关系 式 (14, 7. 2) 减 缩 其 自由 度数 .具体 做 法 是 将 (14, Т. 2) 式 代入 (14.7, 3) 式 ,并 
ВЕ Т, 
K'a, + Ма, = 0 (14.7. 4) 
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其 中 ， 
К` = ТКТ, M" = ТМТ” (14.7.5) 

显然 现在 所 求 系统 的 自由 度 得 到 缩减 ,但 重要 的 问题 是 如 何 侣 理 地 确定 a, 和 a, 之 

间 的 关系 。 采 用 以 下 假设 从 工程 直觉 看 来 是 比较 合理 的 ,即将 а, 按 静 力 方式 施加 于 同一 
结构 上 且 不 受 其 他 载荷 ,由 在 结构 内 引起 的 变形 模式 确定 a, Жа, 之 间 的 关系 . 根据 上 述 假 


定 , 可 建立 静 力 平衡 方程 
Ka = Pi «ІС» и (14.7. 6) 
PT 1 а, 0 


К,,а, = Ка, 一 9 (14. 7. 7) 


从 上 式 的 第 二 式 , 得 到 
或 


-1 
а, = — K; K min 


这 样 就 得 到 了 a, 和 a 之 间 的 关系 


Т —=— K; `K., (14, 7. 8) 
如 将 上 式 代 入 (14.7.2) 和 (14.7.5) 式 ,可 以 得 到 现在 情况 下 芍 尼 "和 М” 
K' =K,, — KLEG Kn 
M' =М„ — KAK; Moan 一 МКК. | (14.7,9) 
+ KT KM 天 其。 


ER K ,MM' 仍 是 对 称 矩阵 ,它们 的 阶 数 比 KK,MH 减 小 了 , 解 之 可 得 到 各 阶 频率 和 振 
型 。 当 然 , 各 阶 振 型 中 现在 是 不 包含 a 的 ,对 应 于 各 阶 振 型 的 a 可 以 用 514. 7.7) 式 求 得 。 

党 要 指出 的 是 虽然 证 " .上 :的 阶 数 低 于 下 ,好 ,但 带宽 常常 有 所 增加 ,因此 只 有 采用 较 
多 的 从 自由 度 ,才能 带 来 比较 明显 的 计算 上 的 好 处 。 

另外 ,有 用 (14. 7. DAE a 和 a 之 间 的 关系 ,实质 上 是 假定 对 应 于 a 自由 度 土 的 
惯性 力 项 已 按 静 力 等 效 原则 转移 到 а, 自由 度 上 。 这 只 是 当 对 应 于 这 些 自由 度 质 量 较 小 ， 
而 刚度 较 太 ,以 及 频率 较 低 时 才能 认为 合理 , 随 着 频率 的 升 高 ,误差 也 将 增 大 ,所 以 采用 主 
从 自由 度 方 法 时 ,通常 不 宜 分 析 高 阶 的 频率 和 振 型 ， 

例 图 14.5 所 示 为 一 方形 县 辟 板 的 振动 问题 ,采用 三 角形 非 协调 平板 单元 进行 离 
散 。 保留 全 部 自由 度 30X3 一 90 为 主 自由 度 , 以 及 主 自由 度 分 别 为 54,18 和 6; 图 中 列 出 
了 这 四 种 情况 求解 前 四 阶 频率 的 结果 。 可 以 看 出 当主 自由 度 减 缩 到 18( 为 原来 90 的 1/5) 
时 ,第 4 阶 频率 相差 仅 不 到 1。 即使 主 自由 度 减 缩 到 6( 为 原来 的 1715? 时 ,相差 也 仅 为 
9%。 说 明 此 种 碱 缩 自由 度 的 方法 是 相当 有 效 的 。 


14.7.2 模 态 综合 法 


为 了 图 明 模 态 综合 法 的 基本 概念 和 特点 ,以 及 了 解 它 是 如 何 减 缩 自由 度 的 ,我 们 先 来 
考查 模 态 综合 法 分 析 实 际 结构 的 主要 步 又 ; 
1. 将 总 钵 结构 分 割 为 若干 子 结构 
如 同 静 力 分 析 中 的 子 结 构 法 ,依照 结构 的 自然 特点 和 分 析 的 方便 ,将 结 枸 分 成 若干 
《例如 > 个 ) 子 结构 。 各 个 子 结构 通过 交界 面 上 的 结 点 相互 联结 。 
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RA w v Рура" 


保留 企 部 自由 度 
ЕН-30х3 
一 90 


消去 0 以 外 的 自由 度 
主 自由 度 =18xX3 
一 54 


ZV 
2727262 
Ра” АРА?! 


只 保留 0 的 横向 自由 度 
主 自由 度 一 18X1 
=18 


RRE OHRA H E 
主 自由 度 一 6X1 
=6 


图 14.5 ЕАНЫШЕЗЕЯ ТАЕ Ж К 


2. 子 结构 的 模 态 分 析 
首先 仍 以 结 点 位 移 为 基 向 量 (简称 物理 坐标 ) 建 立 子 结构 的 运动 方程 
MPAP + Са + К©а® = QF + RO (14.7. 10) 
其 中 上 标 (s) 表 示 该 矩阵 或 向 量 是 属于 子 结构 s(s 一 1,2,…,r) 的 。Q" 代 表 外 载荷 向 量 ， 
RR 代表 交界 面 上 的 力 向 量 。a 中 代表 结 可 位移 向 量 。 以 后 经 常 将 a 分 为 内 部 位 移 а? 和 
ЖИЕ ІМ a 两 部 分 .相应 地 外 载荷 @2 和 界面 力也 可 分 为 两 部 分 .这样 一 来 em ,Com ,Re 


TERE 
[ар оғ о 
а = Jat ү 0° = jo ар К = {ке} 《14.7. 11》 


因此 ,方程 (14. 7. 10) 式 可 以 表示 成 
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M; ғ) м? ГС с 1) cp) 
[ме won) ге С | е! 
KE а) KË ) 58) 0 
+ | а Jo (14.7.12) 
ке кэ) af 1) oo к) 


对 于 无 阻尼 的 自由 振动 , 子 结构 运动 方 程 可 以 写成 
МНЕ 
MP ме ке к? RP 
下 一 步 是 将 方程 (14.7. 10) 式 转换 到 以 模 态 为 基 向 量 ( 即 模 态 坐标 ) 的 空间 .所谓 模 态 
在 面 定 界面 的 模 态 综合 法 中 包含 以 下 两 部 分 
(1) 固定 界面 主 模 态 , 即 在 完全 固定 交界 面 上 的 位 移 ( 即 令 oj> 一 0) 条 件 下 子 结构 系 
统 的 主 振 型 。 可 以 从 引入 @P=0 后 的 方程 (14.7. 13) 式 求 得 , 邵 求解 以 下 特征 值 问题 
MPa а Ка = 0 (14,7.140 
可 以 得 到 +G 是 内 部 自由 度数 , 邵 а 的 阶 数 ) 主 模 态 。 将 它们 组 合成 年 阵 用 Or 表示 ， 
并 认为 由 已 经 正则 比 , 即 


OIME Oy = £ 
w 0 
T ДГ) -- ай = (2 
ФЕК?Ф„ = ‚ = @ (14.7.15) . 
0 а 


(2) 约束 模 态 , 即 在 界面 完全 国定 条 件 下 ,依次 释放 界面 上 的 每 个 自由 度 ( 即 а” 的 
每 个 元 素 ), 并 令 它 取 单 位 值 所 得 到 的 静态 位 移 。 可 以 从 (14. 7. 13) 式 的 静 力 形式 


БН seo 
= 4.7.16 
ке к аб? RP 


а” =- (KP) KPa (4.7.17) 

Фа?” 中 的 j 个 元 素 依 次 取 单 位 值 ,其 余 为 零 , 求 得 相应 的 j 组 静态 位 移 向 量 , 即 约束 模 
态 。 将 它们 组 合成 矩阵 形式 ,并 表示 为 由 , 则 有 

Ф, 一 一 (KPP) СКОТ, =— (KIP KG (14.7.18) 

在 得 到 固定 界面 主 模 态 Or 和 约束 模式 Ф, 以 后 ,i 十 ;个 物理 坐标 可 用 相同 数目 的 横 


BERERA 
ше W ИШИ, ‹14.7. 19) 
а? 0 1,.а% 
上 式 表 示 两 种 坐标 之 间 的 转换 关系 。 
需要 指出 ,如 果 直 接 将 上 述 转换 引入 送 动 方程 ,并 不 能 达到 威 缩 自由 座 的 生 的 ,为 此 


可 以 在 Фу 中 略 去 高 阶 主 模 态 ,而 只 保留 上 列 低 阶 主 模 态 gx 。 这 样 碱 缩 以 后 ,上 式 可 表示 
成 
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求 得 。 从 上 式 的 第 一 式 可 得 


а Ф, Dx хә 
JN КЕЗЕ 2 20) 
МЕРКЕ) ею 
利用 上 式 可 以 将 原来 的 运动 方程 转换 到 模 态 华 标 空间 。 以 无 阻尼 自由 振动 方程 
《14.7.13) 式 为 例 , 将 上 式 代入 并 用 T” 前 敢 方 程 两 端 ,就 得 到 


mp} Eae deel 
нез _ 十 К = А (14. 7. 21) 
а? а? к” 


мо мо 
м ну. 
М = OMP O, = Қ” 
М) = М) + ФМ? + MiPO, + OI MP O, 
Мі = МЎ? = тм) + зімде, 
K? KP ] 

K? K? 

K? = ФІК ЭФ, = ОР” 

К = К? + ФК + KPO + DIKI Q, 

Ki = ку” = ФК? + ФК?Ф, 

= Ф:(К + KPO) = 0 

EAF М2-1, КЇ 08 是 因为 (14.7, DR RY = КТ =0 是 因为 (14. 7. 18) 式 。 如 将 
以 上 结果 代 回 至 (14. 7, 21) 式 , 则 可 将 模 态 坐 标 空间 内 的 子 结构 运动 方程 最 后 表示 成 


I ме хе ее 0 xP 0 
Е 1: | w" +| а | 小 | 8! (14.7. 23) 
мо" мә Ла» Lo жоДаР) ік 
3. 综合 各 子 结构 的 运动 方程 得 到 整个 结构 系统 的 运动 方程 并 求解 
各 子 结构 界面 上 的 位 移 а? 实际 上 是 子 结 构 之 间 保 证 满足 位 移 协 调 条件 的 公共 坐 
标 , 利 用 它 将 各 个 子 结构 的 运动 方程 集合 成 整个 结构 系统 的 运动 方程 .以 两 个 子 结构 的 系 
统 为 例 , 这 时 ;一 1,2, 位 移 协调 条 件 是 e 包 =a9 一 w。 综 合 这 两 个 子 结构 得 到 整个 结构 系 
统 的 运动 方程 为 ` 


其 中 


M” = T MT = | (14.7. 22) 


К = тІікет -一 | 


Mx + Kx = 0 | (14.7. 24) 
Ж, 
Ғе Ü Мір о 9 | 0 
M= | 0 Қ» м? | ， K= | о оо 0 | 
Мо" MET MP + М?Р о о: Kh +K 


x = [xT рт ұғ 
ЖаН УЫ ROHR? =0, | 
求解 方程 (14. 7. 24? 式 可 以 得 到 各 阶 夯 有 频率 和 模 态 坐标 中 的 主 振 型 .求解 此 方程 的 
方法 同 14, 6 节 的 讨论 ,应 该 指出 ,其 阶 数 比 直 接 在 物理 坐标 中 建立 的 系统 运动 方程 大 大 
减 缩 了 ,这 是 在 各 个 子 结 移 模 态 分 析 过 程 中 引入 模 态 坐标 后 对 自由 度 进 行 大量 减 缩 的 
” 479. 


ЖЖ. 
如 果 整 个 结构 系统 方程 表达 的 是 包括 阻尼 和 外 载荷 的 动力 响应 问题 .和 14.3 节 讨 论 
的 相同 ,可 以 用 直接 积分 法 或 振 型 登 加 法 求解 其 模 态 坐 标 中 的 动力 响应 。 

4. 由 模 态 坐标 返回 到 各 子 结构 的 物理 健 标 

因为 实际 问题 中 感 兴趣 的 常常 是 物理 坐标 中 的 振动 特性 ,例如 对 应 于 各 阶 固有 频率 
的 物理 坐标 所 表达 的 主 振 型 ,以 及 在 各 种 载荷 作用 下 引起 的 位 移 、 应 力 等 闹 应 ,因此 必须 
完成 由 模 态 坐标 返回 各 子 结构 物理 坐标 的 转换 。 妈 按 (14, 7. 19) 式 ,由 Р Жа) WB 
% ”从 向 进一步 得 到 实际 结构 的 主 振 型 和 位 移 . 应 力 等 动态 响应 。 

例 1 ИРНЕ SB S. 对 称 划分 为 两 个 子 结 构 , 每 个 子 结构 有 11 个 结 点 (10 个 二 结 
点 梁 单 元 ) ,每 个 结 点 3 个 自由 度 , 共 33 个 自由 度 (包括 两 个 原 有 的 端面 约束 和 3 个 界面 
BHEE). 每 个 子 结构 取 3 个 主 模 态 和 3 个 约束 模 态 ,整个 结构 系统 的 自由 度 为 9, 用 模 态 
综合 法 计算 得 到 的 前 四 阶 频率 和 解析 解 的 比较 如 下 : 


Ет Ж 
568.26 
2273. 05 
5114.37 
9092. 22 


模 态 综合 解 
568. 13 
2270. 92 
5106. 03 
9096. 28 


万 /Hz 
М/Н» 
М/Н 


例 2 图 14.6 А ЖНЖ, ШАЙ АТ, А т ЛІ, 
每 个 子 结构 取 5 个 主 模 态 ,界面 自由 度 为 18, 所 以 综合 后 整个 结构 系统 的 自由 度 为 28.。 模 
态 综合 法 计算 的 前 10 阶 频率 和 整个 板 根据 图 示 网 格 直接 用 有 限 元 分 析 的 结果 比较 如 下 ， 


174.6 | 198.0 


272.3 | 343.4 


273.6 | 352.8 


图 1.6 ЖИЕ БН Ит R ҒАН 
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14.8 小 结 


本 章 着 恒 讨论 了 结构 动 为 学 问题 有 限 元 分 析 数 值 方法 中 的 几 个 基本 问题 。 

在 结构 动力 学 有 限 元 求解 方程 的 解法 中 ,关于 二 阶 常 拍 分 方程 组 的 直接 积分 法 ,分 别 
以 中 心 差分 法 和 Newmark 法 为 代表 讨论 了 显 式 算法 和 隐 式 算法 的 各 自 算法 步骤 .特点 、 
稳定 性 条 件 和 适合 使 用 的 情况 ,作为 求解 动力 学 问题 的 基本 方法 ,直接 积分 法 除 上 述 两 种 
方法 而 外 ,还 发 展 不 少 其 他 的 显 趟 算法 . 隐 式 算法 ,以 及 两 者 结合 的 混 台 算法 ,但 本 章 所 寺 
论 的 内 容 为 理解 和 掌握 其 他 算法 提供 了 必要 的 基础 。 

振 型 亚 训 法 也 是 动力 分 析 中 前 一 种 成 熟 襄 为 广泛 应 用 的 方法 ,其 基本 丢 念 和 步 枝 已 
见 谱 一 般 的 结构 动力 学 或 振动 理论 的 教材 当中 。 但 推广 用 于 有 限 元 分 析 ,特别 是 对 于 大 型 
复杂 系统 的 分 析 ,由 于 系统 的 自由 度 很 多 ,因此 必须 发 展 抽取 大 型 年 阵 特征 值 问题 的 部 分 
特征 解 的 有 效 方法 ,本 章 所 讨论 的 反选 代 法 和 子 空间 选 代 法 是 现行 最 常用 的 基本 算法 ,而 
Ritz [ЖИНЕЛ ЛИЯ Lanczos 方法 则 是 近年 来 受到 重视 的 算法 。 以 上 这 些 方法 的 要 点 
和 和 相 瑟 区 别 在 于 初始 向 量 (Ritz 向 量 ) 的 选取 和 迭代 过 程 中 向 量 之 间 相 互 正 交 技术 的 选 
择 ,从 而 影响 到 整个 求解 过 程 的 效率 和 精度 。 这 是 应 予 注 意 理解 和 把 握 的 基本 点 。 

动力 子 绪 构 方法 能 够 大 幅度 地 缩减 动力 分 析 的 规模 , 除 本 章 介绍 的 固定 界面 子 结构 
法 而 外 ,还 有 自由 界面 和 混合 界面 的 子 结构 法 等 ,其 基本 点 和 区 别 也 在 于 子 结构 参加 系统 
集成 的 基本 自由 度 ( 也 可 称 Ritz 基 向 量 ? 的 选取 。 子 结构 方法 中 也 必须 求解 大 型 矩阵 特征 
值 问题 的 部 分 特征 解 ,最 后 集成 的 系统 方程 也 常常 应 用 直接 积分 法 求解 ,因此 对 大 型 复杂 
系统 的 动力 分 析 ,需要 综合 地 灵活 地 应 用 本 章 所 讨论 的 各 方面 内 容 。 


м в 


14.1 试 求 矩 形 非 协调 板 单元 (10. 2. 1 节 ) 的 协调 质量 矩阵 和 集中 质量 矩阵 ， 

14.2 分 别 用 协调 质量 矩阵 和 集中 质量 扎 阵 求 图 14. 7 所 示 变 截面 均 质 杆 的 固有 频 
KAEH. 

1.3 用 中 心 差 分 法 .集中 质量 矩阵 求 题 14 2 变 截面 杆 在 图 14. 8 所 示 外 载 作用 下 
的 响应 (初始 条 件 ;wCr,0)=#(x,0) 二 0)、 


өлер 


图 14.7 | 图 14.8 
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14.4 用 Newmark 方法 求解 题 14. 3。 
145 用 振 型 簿 加 法 求解 题 14.3. 
14.6 WE: 


жж: 
1 0 0) 
u- Е 
001 


用 Gram-Schmidt 方法 对 它们 进行 正 变化 处 理 以 及 正则 化 处 理 
14.7 如 有 一 结构 , 它 的 刚度 拖 阵 和 质量 矩阵 如 下 ， 


2-41 9 10 0 
上- 4 --2% М--40 3 0 
0-2 2 0.01. 


用 解析 方法 求 出 系统 的 全 部 固有 频率 和 振 型 。 

14.8 用 惩 阵 反 人选 代 法 求 题 14.7 的 前 两 阶 固 有 频率 和 振 型 (注意 ;初始 向 量 不 要 取 
上 题 已 解 出 的 结果 》 

14.9 用 子 空间 迄 代 法 求解 题 14. 7( 取 > 一 2)。 

(D 初始 向 量 按 14. 6. 2 节 所 提示 的 一 般 原 则 选取 。 

(2) 初始 向 量 取 题 14. 7 中 已 解 出 的 前 两 阶 固 有 振 型 的 任意 线性 组 合 。 

14.10 ER 14.7 系统 上 作用 有 空间 分 布 模式 为 F(ts) 二 [2 41] 的 载荷 ,用 Ritz 向 
量 直 接 先 代 法 求 出 此 载荷 能 激发 起 的 振 型 。 

14.11 14.7 HE ЕМ 的 第 2 个 主 元 素 改 为 0, 用 解析 法 求 出 系统 的 固有 频率 和 
振 型 。 

14.12 用 Lanczos 方法 求解 题 14. 11 ,比较 Lanczos 向 量 数 += 二 2 # 3 的 结果 .并 分 
析 造 成 差别 的 原因 。 

14.13 导出 (14. 6,54) 式 和 {14. 6.55) 式 给 出 的 结论 ， 即 Ritz ЕВ ЖЕШ ЕЕН z, 
=00=i—3,i—d, 1) ,a 2-1. 
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第 15 章 ”材料 非 线 性 问题 的 有 限 单元 法 


t 
= 


15.1 5] 


以 前 各 音 所 讨论 的 均 是 线性 同 题 。 线 弹性 力学 基本 方程 的 特点 是 
1. 几何 方 释 的 应 变 和 位 移 的 关系 是 线性 的 。 
2. 物性 方程 的 应 力 和 应 变 的 关系 是 线性 的 ， 
3. 建立 于 变形 前 状态 的 平衡 方程 也 是 线性 的 ， 
但 是 在 很 多 重要 的 实际 问题 中 ,上 述 线性 关系 不 能 保持 .例如 在 结构 的 形状 有 不 连续 
变化 (如 缺口 .裂纹 等 ?的 部 位 存在 应 力 集中 , 当 外 载荷 到 达 一 定数 值 时 该 部 位 首先 进入 亨 
性 ,这 时 在 该 部 位 线 弹 性 的 应 力 庶 变 关 系 不 再 适用 ,虽然 结构 的 其 他 大 部 分 区 域 仍 保持 弹 
Ж. 又 如 长 期 处 于 高 流 条 件 下 工作 的 结构 :将 发 生 蜂 变 变形 , 即 在 载荷 或 应 力 保持 不 变 的 
情况 下 ,变形 或 应 变 仍 随 着 时 间 的 进展 而 继续 增长 ,这 也 不 是 线 弹 性 的 物性 方程 所 能 描述 
的 。 上 述 现象 都 属于 材料 非 线 性 范畴 内 所 要 研究 的 问题 。 工 程 实际 中 还 存在 另 一 类 所 请 
儿 何 非 线性 问题 。 例 如 板 壳 的 大 揽 度 问题 ,材料 锻压 成 型 过 程 的 大 应 变 问 题 等 ,这 时 需要 
采用 非 线性 的 应 变 和 位 移 关 系 ,平衡 方程 也 必须 建立 于 变形 后 的 状态 以 考虑 变形 对 平衡 
的 影响 。 

由 于 非 线性 问题 的 复杂 性 ,利用 解析 方法 能 够 得 到 的 解答 是 很 有 限 的 . 随 着 有 限 单 元 
法 在 线性 分 析 中 的 成 功 应 用 , 它 在 非 线性 分 析 中 的 应 用 也 取得 了 很 大 的 进展 ,已 经 获得 了 
很 多 不 同类 型 实际 问题 的 求解 方案 ， 

材料 非 线性 问题 的 处 理 相对 比较 简单 ,不 需要 重新 列 出 整个 问题 的 表达 格式 ,只 要 将 
材料 本 梅 关 系 线性 化 ,就 可 将 线性 问题 的 表达 格式 推广 用 于 非 线 性 分 析 。-- 般 说 ,通过 试 
探 和 选 代 的 过 程 求解 -系列 线性 问题 ,如 果 在 最 后 阶段 ,材料 的 状态 参数 被 调整 得 满足 材 
料 的 非 线性 本 构 关系 , 则 最 终 得 到 问题 的 解答 。 几 何 非 线 性 问题 比较 复杂 , 它 涉及 非 线 性 
的 几何 关系 和 依 束 于 变形 的 平衡 方程 等 问题 ,因此 ,表达 格式 和 线性 问题 相 比 ,有 很 大 的 
改变 ,这 将 在 下 一 章 专门 讨论 。 这 两 类 非 线性 问题 的 有 限 元 格式 都 涉及 求解 非 线性 代数 方 
程 组 ,所 以 在 本 章 开 始 对 非 线 性 代数 方程 组 的 求解 作 一 一 般 性 的 讨论 ,这 对 下 一 章 也 是 必 
要 的 准备 。 

正如 在 前 面 已 指出 的 ,材料 非 线 件 问 题 可 以 分 为 两 类 ,一 类 是 不 依赖 于 时 间 的 弹 塑性 
问题 ,其 特点 是 当 载 荷 作用 以 后 ,材料 变形 立即 发 生 ,并 且 不 再 随时 间 而 变化 , 另 -- 类 是 依 
ЖЕТЕК ЕО .塑性 问题 ,其 特点 是 载 倚 作用 以 后 ,材料 不 仅 立 即 发 生变 形 ,而 且 变 形 
随时 间 而 继续 变化 ,在 载荷 保 等 不 变 条 件 下 ,由 于 材料 黏 性 而 继续 增长 的 变形 称 之 му 
变 。 另 方面 在 变形 保持 不 变 条 件 下 ,由 于 材料 黏 性 而 使 应 力 衰减 称 之 为 松弛 。 本 章 中 重点 
讨论 不 依赖 于 时 间 的 弹 丰 性 问 题 ,包括 它 的 本 构 关 系 , 有 限 元 表达 格式 ,求解 步 双 及 数值 
方法 。 全 于 依赖 于 时 间 的 里 变 问 题 , 本 章 只 简要 地 介绍 其 本 构 关 系 和 求解 步骤 的 基本 特 
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点 ,而 不 太 多 涉及 其 具体 细节 。 
15.2 非 线 性 方程 组 的 解法 


非 线 性 问题 有 限 元 离散 化 的 结果 将 得 到 下 列 形 式 的 代数 方程 组 
К‹аза = Q | 

或 (а) = Pla) + ў = К(а)а + Р = | 
其 中 f= —Q. 该 方程 的 具体 形式 通常 取决 于 问题 的 性 质 和 离散 的 方法 。 上 式 中 参数 a 代 
表 未 知 函 数 的 近似 解 ， 在 以 位 移 为 未 知 量 的 有 限 元 分 析 中 , 它 是 结 点 位 移 向 量 。 

对 于 线性 方程 组 Ka 十 f 一 0, 由 于 是 常数 矩阵 ,可 以 没有 困难 地 直接 求 解 ,但 对 于 
非 线 性 方程 组 ,由 于 下 依赖 于 未 知 量 a 本 身 则 不 可 能 直接 求解 。 以 下 将 阐述 借助 于 重复 
求解 线性 方程 组 以 得 到 非 线 性 方程 组 解答 的 一 些 常用 方法 。 


15.21 ЕШЕЖЗ 
对 于 方程 (15. 2. 1) 式 


K(a)a + f = 0 
假设 有 某 个 初始 的 试探 解 : 
a = a° (15. 2.2) 
ҚАЖЫ Каун, АТОО Т НУ ОАЕ 
а! = — (K°) "1 f (15. 2. 3) 
其 中 
К° 一 Kía’) 
重复 上 述 过 程 , 可 以 得 到 ”次 近似 解 
а= — (KF (15.2.4) 
一 直到 误差 的 茶 种 范 数 小 于 某 个 规定 的 容许 小 量 e BI 
lel = æ а | се, (15.2.5) 
上 述 选 代 过 程 可 以 终止 。 


№5. 2, 3) 式 和 (15, 2. 4) 式 可 以 看 到 ,要 执行 直接 选 代 法 的 计算 ,首先 需要 假设 一 个 
初始 的 试探 解 2"。 在 材料 非 线 性 疝 题 中 ,a? 通常 可 以 从 先 求 解 - 线 弹 性 问题 得 到 ,其 次 是 
直接 适 代 法 的 每 次 迭代 需要 计算 和 形成 新 的 系数 窍 阵 Ка" 四) ,并 对 它 进行 求 道 计算 。 这 
里 还 隐 售 着 站 可 以 显 式 地 表示 成 e 的 瘟 数 ,所 以 只 适用 主 与 变形 历史 无 关 的 非 线性 问 
题 , 例 如 非 线 性 弹性 向 题 及 可 以 利用 形变 理论 分 析 的 弹 塑性 问题 .而 对 于 依赖 于 变形 历史 
的 非 线性 问题 ,直接 选 代 法 是 不 适用 的 ,例如 加 载 路 径 不 断 变化 或 涉及 鲫 载 及 反复 加 展 等 
必须 利用 增 量 理论 分 析 的 弹 塑性 问题 。 | 

关于 直接 过 代 法 的 收 敏 性 可 以 指出 , 当 P(g) 一 a 是 凸 的 情况 ( 当 e 是 标量 , 即 系统 为 
单 自由 度 的 ,P 一 a 表示 如 图 15. (а) ,通常 解 是 收敛 的 。 但 当 P 一 a 是 凹 的 情况 (如 图 
15.1(5) 所 示 ), 则 解 可 能 是 发 散 的 。 
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15.1 НЕЕ 


15.2.2 Newton-Raphson 方法 (简称 N-R 52) 


如 果 方 程 (15. 2. DHS n EMR a" 已 经 得 到 ,一 般 情况 下 (15, 2. 1) 式 不 能 精确 
地 被 满足 , 即 Ww(a") 关 0。 为 得 到 进一步 的 近似 解 ati уа ӘЗ ИЕ a" 附 近 的 仅 
哥 留 线性 项 的 Taylor 展开 式 , 即 


plal) = са?) + |9) Да" = 0 (15.2. 6) 
且 有 
а = а" + Ағ (15. 2.7) 
式 中 dy/da 是 切线 矩阵 , 即 
ау = dP == 
= 4 FEO (15. 2. 8) 


于 是 从 (15. 2. 6) 式 可 以 得 到 
Am =— (Kt) gn = CR CP + f) (15.2. 9) 
其 中 
Kt = Кт(а'), Р = Pla) 

由 于 Taylor 展开 式 (15, 2, 6) 式 仅 取 线 性 项 ,所 以 (ЫН, МЕН КУЗЛЕ 
求解 过 程 直至 满足 收敛 要 求 。 

N-R 方法 的 求解 过 程 可 以 表示 于 较 15.2. 一 般 情 况 下 , 它 具 有 良好 的 收 钱 性 ,当然 昼 
图 15. 2(5) 表 未 的 那 种 发 散 情 况 也 是 可 能 存在 的 。 

关于 N-R 方法 中 的 初始 试探 解 a*, 可 以 简单 地 设 a'=0, 这 样 一 来 ;本 在 材料 非 线性 
问题 中 就 是 弹性 刚度 矩阵 。 当 然 ,从 (5.2. 中式 可 以 看 到 N-R 方法 的 每 次 沈 代 也 需要 重 
新 形成 和 求 道 一 个 新 的 切线 矩阵 КУ, 
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图 15.2 Newton-Raphson 方法 


15.2.3 履 正 的 Newton-Raphson 方法 (简称 mN-R 方法 ) 


为 克服 N-R 方法 对 于 每 次 间 代 需要 重新 形成 并 求 道 一 新 的 切线 矩阵 所 带 来 的 麻烦 ， 
常常 可 以 采用 一 修正 的 方案 , 即 mN-R 方法 。 其 中 切线 矩阵 总 是 采用 它 的 初始 值 , 即 令 


К". = K° 
因此 (15, 2. 9) 式 可 以 修正 为 


《15. 2.10) 


Да" =— (Kt) 1 + р) (15. 2.11) 
ЖАН-ЖАҚ Е ААГ REE, {Е H ЕЕЕ НОРИН н]. KAE 


БАЕЛ ҮК. КОЖЕК RETR {АН 
可 。 显 然 计 算是 比较 经 济 的 。 虽然 付出 的 代价 是 
收敛 速度 较 低 , 但 总 体 上 还 是 可 能 合算 的 ,如 和 如 


速 收 合 的 方法 相 结 合 , 计 算 效 率 还 可 进一步 改进 。: 


另 一 种 折衷 方 案 是 在 从 代 若干 次 (例如 m 
次 ) 以 后 ,更 新 下 ; 为 生 , 再 进行 以 后 的 选 代 , 在 某 
些 情况 下 ,这 种 方案 是 很 有 效 的 ,修正 的 N-R 方 
法 的 算法 过 程 可 表示 如 图 15.3. 

以 上 讨论 的 N-R 法 和 mN-R 法 也 隐 含 着 下 
可 以 显 式 地 表示 为 a 的 函数 。 而 我 们 将 讨论 的 弹 
塑性 ,里 变 等 材料 非 线 性 问题 ,一 般 情况 下 由 于 应 
力 依赖 于 变形 的 历史 ,这 时 将 不 能 用 形变 理论 ,而 
必须 用 增 其 理论 进 行 分 析 .。 在 此 情况 下 ,不 能 将 天 


а, 


Ё 15.3 起 正 的 Newton-Raphson 方法 


表示 成 a 的 显 式 函数 ,因而 也 就 不 能 直接 用 上 述 方法 求解 ,而 需要 和 以 下 讨论 的 增 量 方法 


相 结 合 进行 求解 。 
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15.2.4 №5 


为 便于 理解 ,假设 方程 (15. 2. DARAI Е АУРУ ӨТІН, В а 代表 结构 的 位 
移 , 一 了 代表 结构 的 载荷 。 所 请 增 量 解 法 首先 将 载荷 分 为 若干 步 ， fa fi Sart HPB DE 
移 也 分 为 若干 步 : wo,m ,ez，…。 每 二 步 之 间 的 增长 量 称 为 增 量 。 增 量 解 法 的 一 般 做 法 是 假 
И m PRH 疡 和 相应 的 位 移 ar 已 知 , 而 后 让 载荷 增加 为 fa = РАР.) BR W 
Anti = an Aan) 如 果 每 步 载荷 增 量 Af, 足够 小, 则 解 的 收敛 性 是 可 以 保证 的 。 同 时 ,可 
以 得 到 加 载 过 程 各 个 阶段 的 中 间 数 值 结果 ,便于 研究 结构 位 移 和 应 力 等 随 载 荷 变化 的 情 
况 。 

为 了 说 明 这 种 方法 ,将 (15. 2. 1) 式 改写 成 如 下 形式 ; 


yla) = Ра) + Ар, = 0 (15. 2.12) 
其 中 2 是 用 以 表示 载荷 变化 的 参数 ,上 式 对 4 求 导 可 以 得 到 
| че че оК фу, 0 (15. 2. 13) 
从 上 式 可 以 进一步 得 到 
48... Kz (a), (15.2. 14) 


其 中 Kr 即 (15, 2.8) 式 所 定义 的 切线 矩阵 ， 
上 式 所 提出 的 是 一 典型 的 常 微分 方程 组 问题 ,可 以 利用 很 多 解法 ,最 简单 的 是 Euler 
法 , 它 可 被 表达 为 
anti g, =— Ria) [АА = K Afa (15.2. 15) 
ЕФ: 
ДА, = An — А 
Afa = Ўл — f. 

其 他 改进 的 积分 方案 (例如 Runge-Kutte 方法 的 各 种 预测 校正 ?可 以 用 来 改进 解 的 
精度 。 和 二 阶 Runge-Kutte 方法 等 价 的 一 种 校正 的 Ешег 方法 是 可 以 采用 的 。 即 先 按 
(15. 2. 15? 式 计算 得 到 a 的 预测 值 ,并 表示 为 ot,1, 再 进一步 计算 Gam+1 的 改进 值 如 下 

Omii — ü, =— (Куу A f, (5. 2.16) 
H+: 
(K+), = К.а.) 
йы = С1 — Фа, + ба, (091) 
利用 上 式 计 算得 到 的 a , 较 利用 (15. 2. 1555828200 Ж MJN ez+1 将 有 所 改进 。 

需要 指出 ,无论 是 利用 (15. 2. 15) 式 还 是 用 (15. 2. 16) 式 计算 a, +1 或 它 的 改进 值 , 都 
是 近似 积分 (15. 2.14) 式 的 结果 ,而 未 直接 求解 (15, 2. 12) 式 ， 因此 所 得 到 的 men- 
般 情况 下 是 不 能 精确 满足 方程 (15. 2. 12) 式 的 ,这 将 导致 解 的 漂移 。 而 且 随 着 增 量 数目 的 
增加 ,这 种 漂移 现象 将 愈 来 处 严重 。 当 系统 为 单 自 由 上 度 时 ,用 Euler 法 求解 的 增 量 方 程 
(15.2,15) 式 以 及 解 的 漂移 现象 如 图 15. 4 所 示 ，。 

为 克服 解 的 漂移 现象 ,并 改进 其 精度 ,可 采用 的 方法 之 一 ,是 从 (15. 2. 16) 式 求 得 
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РЧ 15,4 Euer 法 求解 增 基 方程 和 解 的 漂移 


an-: 的 改进 值 以 后 ,将 它 作 新 的 预测 值 e+i , 仍 用 (15. 2. 16)? 式 再 计算 新 的 改进 值 ,为 此 继 
续 选 代 , 直 至 方程 (15. 2. 12) 式 在 规定 的 误差 范围 内 被 满足 为 赴 。 但 每 次 和 迭代 需要 重新 形 
成 新 的 切线 刚度 Kr Сао) o 
现在 更 多 采用 的 方法 ,是 将 N-R 方法 或 mN-R 方法 用 于 每 一 增 量 步 。 如 采用 N-R 方 
法 ,在 每 一 增 量 内 进行 欠 代 , 则 对 于 4 的 天 十 1 次 增 量 步 的 第 a 十 1 次 迭代 可 以 表示 为 
yati = Plan) + „ДЬ = Р(а 2-5 Anaso H (Kry, Дау = 0 


(15.2. 7) 
由 上 式 解 出 
Ааа == — ОД, Pa) + АЈ) (15. 2. 18) 
于 是 得 到 wo 的 第 = 十 1 次 改进 什 
ash == Q". + Да". (15. 2.19) 


(15. 2.17 ҚОЮ, E (K+), Ж» КРИ. MIRAE aha San, 连续 地 进行 
渤 代 ,最 后 可 以 性 得 方程 (15. 2. 12) 式 能 够 在 规定 误差 范围 内 被 满足 。 

MaS 2. 173 式 可 见 , 当 采用 N-R 适 代 时 ,每 次 迭代 后 也 者 要 重新 形成 和 分 解 
СК) ът :无疑 工 作 量 是 很 大 的 Ы ІН 此 通常 采用 mN-R 方法 ， 这 时 СК) 一 (K+), = K+ 
аһ) 

如 果 (15. 2. 18) 式 只 求解 一 次 ,而 不 继续 进行 迭代 , 则 有 


Аа, = Аалу, == — (ҚОР, + A... fo) (15. 2. 20) 
若 进一步 假设 在 上 一 增 量 步 结束 时 ,控制 方程 (15. 2. 12) 式 是 精确 满足 的 , 即 
Pa + АЈ = 0 
mi Adat = — (Кт), f AA. (15.2.21) 


实际 上 ,上 式 就 是 (15, 2.15) 式 ,而 (15, 2. 20) 式 和 上 式 相 比 不 同 之 处 在 于 它 考虑 了 上 

一 增 量 步 中 方程 415. 2. 12) 式 未 精确 满足 的 因素 ,将 误差 P.-A, f, 合并 到 AA. f. 中 进行 

求解 。《15. 2. 12) 式 在 结构 分 析 中 实质 上 是 平衡 方程 ,所 以 人 15. 2. 18) 式 或 (15, 2. 20) 式 称 

为 考点 平衡 校正 的 达 代 算法 。 对 于 一 个 自由 度 的 系统 ,将 N-R 法 或 mN-R 法 和 增 量 法 结 
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合 德 用 时 ,计算 过 程 可 以 表示 如 图 15.5. 


еј: -fmi 


(а) € (h) a 


15.5 (ay 用 入-R 法 解 增 量 上方 程 Œ) Hi mN-R 法 解 增 量 方程 


15.2.5 加速 收 敛 的 方法 


由 前 面 的 讨论 中 已 知 ,利用 mN-R 方法 求解 非 线性 方程 组 时 ,可 以 避免 每 次 选 代 重 
新 形成 和 求 道 切线 矩阵 ,但 降低 了 收敛 速 庶 。 特 别 是 P-a 曲线 突然 趋 于 平坦 的 情况 (对 于 
结构 分 析 问 题 ,是 结构 趋 于 极限 展 荷 或 突然 变 软 ) ,收敛 速度 会 很 慢 。 为 加 速 收 敏 速度 ,可 
以 采 下 很 多 方法 。 这 里 介绍 一 种 常用 的 ,简单 而 有 效 的 Aitken 加 速 法 。 

首先 讨论 单 自由 度 系统 ,具体 算法 表示 于 图 15, 6。 其 中 (a) 、( 刀 分 别 为 未 采用 和 采用 
Aitken 加速 的 情况 。 


fm + Баһ) 


4 В 
Кг) Ао 


т-і 


-fma 


fmt +P (аз) 


(Kymi Aaea Adi.) 
= К. Atna 


-fu Agly -fn 


teE (Krian 


(a) (5) 


图 15.6 (437 Aitken MEA mN-R 迭代 (20 有 Aitken 加 速 的 mN-R ЕК 


假设 f+ 的 初始 试探 解 已 知 为 as 二 4, 利用 惨 正 的 N-R 法 进行 迭代 , 求 得 第 1.2 
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ХЕ ИЯ 
Аар, = — (KOS (Ра) + fa) ба = 0,1) 
аА = ау. F Ааа (15.2. 22) 
在 求 得 башы а ‚НАЖД ok E Bp di Arun МЖК, Aitken 方法 首先 利 
HZ Р КЖК ЭР ТЭ (А ЭЕ (аг ТЛ К СК) 与 局 部 制 线 刚度 K, 的 比值 ,从 图 
15. 6(b) BJ W: 
К,а. = (Ку) (Aan, -- Аа) 


ВТЕ 
Eo = Tr =“ (15.7. 23) 
然后 以 此 比值 来 确定 Аа. ПШ 
К,а. = (Къ) „Лал 
这 样 就 得 到 
A al... = Kanal, = a'al (15. 2. 24) 


MAS. 2. DAEA a 221, а 为 加 速 因 子 .并 从 (15. 2. 24) BE A 21. > Aa... 
于 是 ar+ 可 以 表示 成 
al = аһ. + Аа. = а + ада (15. 2. 25) 
从 以 上 讨论 可 以 推 知 ,Aitken 加 速 收 敏 方法 是 每 隔 一 次 迭代 进行 一 次 加速 ,-- 役 化 
地 可 表示 为 


ad = ат. F а*Ааз,,, (15. 2,26) 
其 中 
1 (н = 0,2,--0 
"ы so 
推广 到 N 个 自由 度 的 系统 ,Aitken 方法 可 以 表示 为 
а = 二 OA (15, 2, 27) 
其 中 or 是 对 角 矩 阵 , 它 的 元 素 а 是 : 
1 (л = 0,2,9Ш0 
a 一 далы (15. 2, 28) 
| ыш wa (л = 1,3,9) 


从 上 式 可 见 , 如 果 对 于 某 个 自由 度 i 分母 项 Аа. — Аа? „Йй ЛУ ЩЩ, ЖОЕ а 
将 是 很 大 的 数值 ,特别 是 当 分 母 项 趋 于 零 ,a? 趋 于 无 穷 时 ,将 使 计算 发 生 困难 。 为 避免 此 
情况 ,又 提出 了 修正 的 Aitken 方法 , 即 用 一 个 标量 代替 (15. 2. 28058 В мН от, iz 
时 


1 (в = 0,2,1) 

a" = | (Даз — Даз T Aa! (15.2. 29) 
(дагу — Аа Сат — да) ОР”? 
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计算 实践 表明 , 当 采 用 Aitken 法 或 修正 的 Aitken 法 以 后 ,收敛 速度 将 有 很 大 的 改 
Ж 


应 当 指 由 ,本 节 所 讨论 的 上 述 算 法 只 是 目前 常用 的 一 些 基 本 算法 。 实 际 上 ,由 于 有 限 
元 非 线性 分 析 是 既 费 时 又 及 烦 的 工作 ,引起 了 研究 工作 者 和 实际 分 析 工 作者 的 广泛 兴趣 ， 
旨 在 改进 非 线性 分 析 的 精度 和 效率 的 新 的 研究 成 果 , 不 断 出 现在 工程 数值 分 析 (Interna- 
tional Journal for Numerical Methods іп Engineering), 计算 机 与 结构 (Compnters & 
Structures) 等 国际 刊物 ,这 里 不 一 一 列举 。 但 是 以 上 介绍 的 几 种 算法 仍 是 当前 发 展 阶段 的 
最 基本 的 方法。 

男 外 ,在 众多 的 解法 当中 各 有 优 缺 点 ,很 难说 哪 一 种 方法 在 任何 情况 下 都 比 其 它 方法 
优越 。 但 如 有 果 在 计算 程序 中 只 准备 编 入 一 种 算法 ,建议 仍 应 采用 有 具有 N-R 或 mN-R {© 
的 增 量 法 。 只 要 增 量 步 长 足够 小 , 收 敏 性 是 可 保证 的 ,一 般 情况 下 收 敏 速度 也 是 令 人 满意 
BJ. 
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化 的 处 理 等 ,将 在 以 后 结合 具体 问题 进行 讨论 。 


15.3 材料 非 线性 本 构 关 系 


15.3.1 材料 弹 塑 性 行为 的 描述 


弹 塑 性 材料 进入 塑性 的 特征 是 当 载荷 务 去 以 后 存在 不 可 恢复 的 永久 变形 ,因而 在 涉 
及 种 载 的 情况 下 ,应 力 应 变 之 间 不 再 存在 唯一 的 对 应 关系 ,这 是 区 别 于 非 线 性 弹性 材料 的 
基本 属性 。 以 材料 的 单 向 受 力 倩 况 为 例 ,如 图 15.7 ЖЖ. 只 是 加 载 时 应 力 应 变 皇 非 线 性 
关系 ,还 不 足以 判定 材料 是 非 线性 弹性 还 是 弹 塑性 。 但 是 一 经 卸载 立即 发 生 两 者 的 区 别 。 
非 线性 弹性 材料 将 沿 原 路 径 返 回 , 而 弹 塑 性 材料 将 依据 不 同 的 加 载 历 史 种 载 后 产生 不 同 
的 水 和 久 变形 。 现 对 于 单 向 党 力 状 况 下 的 材料 弹 塑 性 行为 作 一 介绍 和 讨论 ， 


а £ ба) 


15.7 非 线 性 弹性 和 塑性 图 15.8 (а) ЖИНҘӘНӘЕ (р) 硬化 塑性 
1. 单调 加 载 
对 于 大 多 数 材料 来 说 ,存在 -- 个 比较 明显 的 极限 (局 服 ) 应 力 cue 应力 低 于 wm 时 ,材料 
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保持 为 弹性 。 而 当 应 力 到 达 5 以 后 , 则 材料 开始 进入 弹 塑 性 状态 。 如 继续 加 载 , 而 后 再 多 
载 , 材 料 中 将 保留 永久 的 塑性 变形 。 如 果 应 力 到 达 5 以后, 应力 不 再 增加 ,而 材料 变形 可 
以 继续 增加 , 即 变形 处 于 不 定 的 流动 状态 ,如 图 15. 8(ay 所 未 , 则 称 材料 为 理想 弹 塑 性 的 。 
反之 如 果 应 力 到 达 ma 以 后 , 绸 增加 变形 ,应 力也 必须 增加 ,如 图 15.8(5) 所 示 则 称 烤 料 是 
应 变 硬 化 的 。 这 时 应 力 (下 标 表示 庶 力 已 进入 弹 塑 性 状态 ?是 塑性 应 变 г, 的 函数 ,可 解 
析 地 表示 为 
2, = 0,(є,) (15. 3.1) 

ИЕ УІНЕ УНА о, С>а„) RR ТВ ЖЖ А ВРЕ 
应 力 值 将 不 是 原来 的 初始 屈服 应力 r。 一 般 情 况 下 将 等 于 印 载 时 的 应 力 o,a 

2, БИН 

АНМЕН Ж. - ТӘУЕ САА АЙЕЛ КЕ. ЛЕ о, о BHBJSR Ы 
їз] СЕН) И.Е = t A НІНЕ. ХЕ НД 四 通常 在 数值 上 族 不 等 于 材料 的 初 
始 屈服 应 力 ,也 不 等 于 印 载 时 的 应 力 mr 。 如 果 |o| 一 or, 则 称 材 料 为 各 向 网 性 硬化 的 。 
如 果 一 ca 一 2o。 则 称 材料 为 运动 ( 随 动 ) 硬 化 的 。 如 果 处 于 上 述 情 况 之 间 , 即 ou|<e，， 
同时 б, —в„7> 2c。, 则 称 材料 为 混合 硬化 的 。 各 种 不 同 特性 的 硬化 表示 如 图 15.9, 


图 15.9 壮 种 硬化 塑性 的 特征 


还 应 指出 ,材料 在 反馈 进入 塑性 以 后 ,应 力 应 变 曲 钱 在 一 般 情 况 下 是 不 同 于 原来 在 正 
向 进入 塑性 以 后 的 mw 一 rs。 因此 通常 天 要 根据 材料 实验 的 结果 ,定义 新 的 5 一 ofso) 来 
描述 材料 从 印 载 并 在 反 向 再 进入 塑性 后 的 弹 塑性 行为 ,而 且 =, 常常 应 是 从 新 的 屈服 点 6 
开始 计算 的 。 

3. НЕ 
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循环 加 载 是 指 在 上 述 反 向 进入 塑性 变形 以 后 ,载荷 再 反 转 , 即 进 入 正 向 , 义 一 次 到 达 
新 的 屈服 点 和 进入 新 的 塑性 变形 ,如 此 反复 循环 .我 们 称 每 次 从 载荷 反 转 点 国志 代表 应 
力 反 转 的 次 数 ? 开 始 ,向 此 方向 加 载 和 到 新 的 屈服 应 力 oi 后 ,继续 塑性 变形 直至 下 -个 载荷 
反 转 点 e+: 为 一 个 如 载 分 支 , 如 图 15.10008 OA ,4 瑟 ,BC,… 各 代表 一 个 加 载 分 支 。 
般 说 ,每 一 个 加 载 分 支 的 材料 应 力 应 变 曲 线 是 不 凯 的 ,但 是 ,材料 实验 结果 表明 ,通常 情况 
下 , 除 第 一 个 分 支 (初始 单调 加 载 至 第 一 个 应 力 反 转 点 ri) 和 第 二 个 分 支 (第 一 次 应 力 反 
转 点 on 到 第 一 次 应 力 友 转 点 ce) 的 曲线 形状 有 明显 的 区 别 。 从 第 二 个 分 支 开始 ,以 后 各 个 


Соо.) 


г = 


AEM 也 即 它们 之 闻 的 变化 是 有 规律 的 。 通 常 在 等 幅 应 变 控 制 的 循环 加 载 条 件 
,材料 呈现 循环 硬 ( 软 ) 化 特性 , 即 材 料 硬 (软化 性 质 不 断 增 强 , 直 至 最 后 趋 于 稳定 ,如 图 
15. 10( 约 所 示 ， 在 不 等 幅 应 变 控制 的 循环 加 载 条 件 下 ,材料 呈现 循环 松弛 特性 ,部 循环 过 
程 中 平均 应 力 不 断 减 小 ,并 道 带 以 趋 于 0 为 极限 ,如 图 15. 10(c 所 示 。 而 在 不 等 幅度 力 控 
制 的 循环 加 载 条 件 下 ,材料 呈现 循环 里 变 特 性 , 即 平均 应 变 不 断 递 增 , 这 种 性 质 又 称 琼 轮 
效应 ,如 图 15.10(2) ӯ, 
由 于 循环 加 载 是 很 多 重要 设备 的 关键 部 件 所 承受 载荷 的 主要 形式 ,由 它 所 引起 的 特 
环 塑 性 变形 ( 遇 性 疲劳 和 断裂 ?是 造成 设备 破坏 的 重要 原因 ,因此 循环 加 载 条 件 材料 本 构 
模型 的 建立 和 结构 弹 塑性 响应 的 分 析 是 工程 技术 界 广泛 关注 的 课题 ,限于 篇 幅 , 本 章 只 能 
篇 草地 介绍 其 特点 和 概念 。 但 是 以 后 各 节 的 讨论 , 仍 为 这 类 问题 的 分 析 提 供 了 必要 的 基 
mh. 


15.3.2 塑性 力学 的 基本 法 则 


为 了 将 上 述 单 轴 应 力 状态 的 一 些 基本 概念 推广 于 一 般 应 力 状 态 , 需 要 将 塑性 力学 , 主 
要 是 增 基 理论 的 基本 法 则 加 以 简要 的 综述 。 

1. 初始 届 服 条 件 

此 条 件 规定 材料 开始 塑性 变形 的 应 力 状 态 。 对 于 初始 各 向 同性 材料 ,在 一 般 应 力 状态 
下 开始 进入 塑性 流动 的 条 件 是 


F° = F° (o) = 0 (15. 3. 2) 
AP co 表示 应 力 张 量 分 量 。 ECoi) 的 几何 意义 可 以 理解 为 九 维 应 力 空间 的 一 个 超 曲面 。 
对 于 金属 材料 ,通常 采用 的 屈服 条 件 是 
(1) V. Mises 条 件 


F 
F° с) = Уз» — = = 0 (15.3. 3) 


3 
其 中 de。 是 材料 的 初始 届 服 应 力 。 
sus, ИНФ SK ЕЈ 8 
s, = 于 (on 十 oo 十 oa) 是 平均 正 应 力 
0, Kronecker dalta 
并 且 有 以 下 关系 
зу) 一 7 = J, (15. 3. 4) 
其 中 : = 是 等 效应 力 
J 是 第 二 应 力 不 变 量 
在 三 维 主 应 力 空 间 ,V. Mises 届 服 条 件 可 以 表示 为 
Е (а) = Га, — 0;)# H (s; — еъ) + (а,--а)|- 24. = 0 (15.3.5) 


ЖР о,,о:, оз 是 二 个 主 应 力 , 上 式 的 几何 意义 是 以 w 一 os 一 os 为 轴线 的 圆柱 面 。 在 过 原点 
0. 并 垂直 于 直线 ce 一 oz 一 os H n PHE EREK F° 的 轨迹 是 半径 为 ce 的 一 圆周 ,如 图 
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15. (а) ж. ПЕ a|, =0 的 平面 上 ( 即 а, ,cas 子 空间 ?屈服 函数 的 轨迹 是 一 杠 图 , 它 的 长 


半 畏 为 2 ce。 短 半 轴 为 273a, 如 图 15.19 Еж. 

(2) Tresca # fF 

Flo) = [Co о,)% - а | (a, — а) — 00 | (ө,- о) — о) = 0 
(15, 3, 69 

它 在 主 应 力 空间 是 以 a 二 6;==o 为 轴线 并 内 接 V. Mises 圆柱 面 的 正六 楼 福 面 。 在 平面 
上 的 屈服 轨迹 是 内 接 Mises 届 服 轨迹 的 正六 边 形 ,如 图 15. 11(e) 所 示 。 同 样 地 ,在 с.о. 
子 空间 Tresca 屈服 轨迹 也 是 内 接 Mises 届 服 轨迹 的 六 边 形 , 如 图 15. 11(8) 所 示 。 

比较 .上述 两 个 届 服 条 件 可 见 ,Tresca 条 件 偏 于 安全 ,但 两 者 相差 不 大。 从 数学 上 看 
Tresca 届 服 阔 数 在 楼 边 处 (或 届 跟 轨迹 在 六 边 形 的 角 点 处 ) 的 导数 是 不 存在 的 。 所 议 在 使 
用 上 不 如 V. Mises 屈服 函数 方便 。 因 此 在 有 限 元 分 析 中 通常 内 采用 V. Mises ЕН ЖҰР, 


a Tresca 


Mises 


(а) С) 


图 5.11 (a) m FI ЕЛЕ 0) оз 0 平面 上 的 屈服 轨迹 


2. 流动 法 则 
流动 法 则 规定 塑性 应 变 增 量 的 分 量 和 应 力 分 量 以 及 应 力 增 量 分 量 之 闻 的 关系 。 
У. Mises 流 动 法 则 假设 政 性 应 变 增 量 可 从 塑性 势 导 出 ‚Ир 


-4499 | 
de = Аз (15.3.7) 


其 中 de 是 塑性 应 变 增 量 的 分 量 。d4 是 一 - 正 的 待定 有 限量 , 它 的 具体 数值 和 材料 硬化 法 则 
AR. Q 是 塑性 势 函 数 ,一 般 说 它 是 应 力 状态 和 塑性 应 变 的 函数 。 对 于 稳定 的 应 变 硬化 材 
料 ,Q ЖЛЕ ДОП з АКЛЫ ДИА 相同 的 形式 , 称 之 为 和 届 服 函数 相关 联 的 逆 性 势 。 对 于 关 
联 塑性 情况 ,流动 法 则 表示 为 


aF 
Р 一 一 
de = 4455 (15. 3. 8) 


从 微分 学 知识 知道 ,9 Р /Ə oi 定义 的 向 量 正 是 沿 诺 力 空间 内 后 继 届 服 面 Е-0 的 法 线 
方向 ,所 以 Mises 流动 法 则 叉 称 法 向 流动 法 则 。 
3. 硬化 法 则 
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硬化 法 则 规定 材料 进入 塑性 变形 后 的 后 继 届 服 裔 数 (又 称 加 载 图 数 或 加 载 晶 面 )、- 
般 说 加 载 函 数 能 来 用 以 下 形式 
Е (о.е Ë) = 0 (15. 3. 9) 
ИТААТ ВО ТАЛЕБЕ Hi ЧУ! БІНЕН ep Е АЁ А, ДЇ H Ж Е PR 
数 中 , 可 能 通过 点 隐 式 地 包含 在 已 当中 。 
对 于 理想 弹 塑性 材料 , 国 无 硬化 效应 ,显然 后 继 屈服 函数 和 初始 届 服 庙 数 一 教 , 即 
Бол А) = F°) = 0 (15.3.10) 
对 于 硬化 材料 ,和 图 15. 9 所 表示 的 不 同 石化 特征 相对 应 ,通常 采用 的 有 以 下 几 种 重 
化 法 则 : 
(1) 各 向 同性 硬化 法 则 
此 法 则 规定 材料 在 进入 塑性 变形 以 后 ,加 载 曲面 在 各 方向 均 匀 地 向 外 扩张 ,而 其 形 
状 , 中 心 及 其 在 应 力 室 间 的 方位 均 保持 不 变 。 例 如 对 于 5;=0 的 情况 ,初始 届 服 轨迹 和 和 后 
继 届 服 轨迹 如 图 15. 12Ca3 所 示 。 如 采用 Mises 让 曲 条件 , 则 各 向 同性 厂 化 的 后 继 屈 服 函 
数 可 以 表示 为 


Pab =Sam 1 
| (15.3.11) 


f= k= AG 


уы 


ылық 


(a) ср) с) 


Ё 5.12 各 种 硬化 法 则 示意 图 
(a) ТИРЕ И (Ы) Prager 运动 硬化 (с) Zeigle: ІР ДЕР}, 


Аа, 是 现时 的 弹 塑 性 应 力 , 它 是 等 效 塑 性 应 алына 


z = fae = Е $ degaes | ° (15.3. 12) 
9,《e?) 可 从 材料 的 单 轴 拉 伸 试验 ое 曲线 得 到 ,定义 
a _ do, 
为 材料 塑性 模 量 , 又 称 为 硬化 系数 。 它 和 弹性 模 量 E 以 及 切线 模 量 E= dodo Hk gE 
Е? = рр, (15.3.14) 
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需要 指出 : 各 向 同性 人 硬化 法 则 主要 适合 用 十 单调 加 载 情 况 。 如果 用 于 乞 载 情况 ,人 它 只 
适 会 反 向 届 服 应 力 5 等 于 应 力 反 转 点 о, 的 材料 ,而 道 常 材料 是 不 具有 这 种 性 质 ,因此 在 
塑性 力学 中 还 发 展 了 其 它 和 硬化 法 则 。 
(2) 运动 硬化 法 则 
此 法 则 规定 烤 料 在 进入 塑性 以 后 ,如 载 曲面 在 应 访 空 间作 -刚体 移动 ,而 其 形状 .大 
小 和 方位 均 保持 不 变 。 后 继 届 最 函数 可 表示 为 
Figa) = 0 (15.3.15) 
其 中 是 加 载 曲面 的 中 心 在 应 力 空间 的 移动 张 量 . 它 与 材料 硬化 特性 以 及 变形 历史 有 
关 。 根据 的 具体 规定 不 同 , 运 动 硬化 法 则 又 有 两 种 形式 。 
G) Prager 运动 硬化 法 则 
规定 加 载 曲 面 中 心 的 移动 是 在 表征 现时 应 力 状态 的 应 力 点 的 法 线 方向 。 示 意 如 图 
15.1205), WH Mises MIRR, M Prager 运动 硬化 法 则 的 后 继 届 服 函数 是 
Е(о,6)-/-%і-0 (15.3. 16) 


1 l; 
f= > G 一 у) (s; -- @,)» k, = 39% 


因为 规定 是 沿 现时 应 力 点 的 法 向 方向 ,所 以 


de; = сі = eda 24. = сйА(у — ay) (15. 3. 17) 
根据 应 力 点 应 保持 在 移动 后 的 屈服 曲面 土 的 же 2 
2. ада, да) = 0 G1S.3.18) 
并 考虑 初始 加 载 时 运动 硬化 法 则 应 和 各 向 同性 硬化 法 则 等 效 , 则 可 证 明 
= 222 = 28 (15.3. 18) 


将 上 式 代 入 (15. 3. 17) 式 , 则 (15, 3,17) 式 可 改写 为 


йа, = 4 ЕАС, — а) | (15. 3. 20) 


以 上 各 式 中 ,ai = |да, ,材料 处 于 初始 状态 时 ,a 一 0。 

应 当 指出 ,Prager 运动 法 则 -- 般 说 只 能 应 用 于 九 维 应 力 空间 ,因为 在 此 情况 下 ,初始 
届 服 曲面 和 后 继 届 服 曲面 保持 形式 上 的 一 致 性 .而 在 各 个 子 应 力 空间 ,常常 不 具有 这 种 一 
致 性 。 例 如 平面 应 力 状 态 的 初始 届 服 曲面 是 在 0.,0,,r, 三 维 子 空间 ,而 根据 Prager 运动 
ВИЗИ, ЖЕК ал, з, әз, ты ЖЕР], Р ЖИЕ о, о, т-н НВ 
届 服 面 。 这 种 不 一 致 性 使 Prager 运动 法 则 的 应 用 发 生 了 困难 。 因此 Zeigler 提出 了 适用 于 
应 力 子 空间 的 修正 运动 硬化 法 则 。 

Gü) Zeigler 修正 运动 硬化 法 则 

规定 加 载 曲 面 沿 联结 其 中 心 和 现时 应 力 点 的 向 量 方向 移动 ,示意 如 图 15. 12(c)。 这 
时 后 继 届 服 函数 是 

Боа) = f — k; = 0 (15.3.21) 
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一 1 > 
£ = r 一 а;2 (6; 一 a) + Ё, 一 742% 


AOF а ВВАК St RJ MW pl Е, RI 
а == а, - а.д, (15.3. 22) 


чу 


а,- таң + а, 十 аа), 8; Kronecker dalta 
而 移动 方向 如 七 述 所 规定 ,所 以 


да, = dgio; - a) (15. 3. 23) 
其 中 4 是 有 待 确定 的 常数 ， 用 和 导出 (15, 3.19) 式 和 类 似 的 步 缀 ,可 以 得 到 
du = ұлда (15.3. 24) 
将 上 式 代 入 《15. 3.23) 式 , 则 (15,3.23) 可 写成 
de; = 2 кейс, 一 9) (15.3. 25) 


将 上 式 和 《15. 3. 20) 式 比较 ,可 以 看 到 这 两 种 运动 硬化 法 则 的 差别 仅 在 于 加 载 曲 面 移 
动 的 方向 ,Prager 法 则 中 移动 张 量 的 增 革 和 ;一 a;; 成 比例 ,其 几 柯 意义 是 加 载 卓 面 河 现时 
应 力 点 的 法 线 方向 移动 ; 而 Zeigler 法 则 中 移动 张 量 的 增 量 和 oj 一 ww; 成 比例 ,其 几何 意义 
是 加 载 曲面 沼 其 中 心 和 现时 应 力 点 的 连 线 方向 移动 两 者 的 比例 系数 都 是 2 Erdh。 至 于 
БЕЗЕДІ ЛАҒАН ІН РЕ Ж (15. 3. 16) 式 和 (15. 3. 21) 式 在 九 维 应 力 空间 实际 上 是 完全 相同 
的 。 这 是 因为 在 Prager 运动 硬化 法 则 中 да -“сад(5;-ао ;所 以 а,-0, Жаҙ-а,. ІК 
(15. 3. 16) 式 中 的 二 也 可 以 表 耻 成 和 (15. 3. 21) 式 的 了 相同 的 形式 。 实 际 上 ,在 子 应 力 空 
闻 内 ,只 要 此 子 室 间 内 包括 三 个 正 应 力 , 或 不 包括 任何 正 应 力 ,这 两 种 法 则 也 是 完全 相同 
的 ,例如 一 般 三 维 问题 ,平面 应 变 回 题 . 轴 对 称 问题 都 属于 前 一 种 情况 ,扭转 问题 则 属于 后 
一 种 情况 ,这 时 都 不 需要 区 分 两 种 运动 硬化 法 则 。 而 对 于 一 般 的 子 应 力 空间 ,例如 平面 应 
力 的 子 空 间 ,这 两 种 法 则 是 有 区 别 的 。 正 因为 Zeigler 法 则 中 规定 了 加 载 巾 面 的 移动 沿 2; 
-а/ 18], BE S ТЕЗЕ y ЕРЕН ВЕК С ВЕ З ВАЛЕ E ЖЕЗ ОРН E 
的 一 致 性 ， 

关于 运动 硬化 法 则 的 应 用 可 以 指出 ; 如 用 于 单调 加 载 情 况 , 它 应 该 和 各 向 同性 硬化 
法 则 相等 价 。 如 用 于 和 印 载 和 反 向 届 服 情况 , 它 适合 于 0 一 6 一 20, 的 材料 。 在 反 向 进入 局 
УН, 025. 3. 195 Яй (15. 3. 24) 式 中 的 塑性 模 量 ЕУ ,应 该 从 第 二 个 加 载 分 支 的 材料 应 
为 应 变 曲 线 导 出 ,其 中 塑性 应 变 应 该 从 上 反 向 届 服 点 5 起 计算 。 以 上 做 法 可 以 推广 用 于 每 
一 个 反 转 应 力 5 和 下 一 个 进入 届 服 的 应 力 oy ЖН 2c.- 的 循环 加 载 情 况 . 上 还 差 值 2c。 
实际 上 就 是 如 载 面 的 直径 。 

(3) 混合 硬化 法 则 

为 了 适应 材料 -一般 硬化 特性 的 要 求 , 同 时 考虑 各 向 同性 硬化 和 运动 硬化 两 种 法 则 ,这 
就 是 Hodge 首先 提 则 的 混合 宣化 法 则 。 

混合 硬化 法 则 中 ,将 塑性 应 变 增 量 分 为 共 线 的 两 部 分 , 即 令 

de; = def + deg® (15.3. 26) 
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其 中 des 是 与 胃 服 曲面 扩张 , 即 与 各 向 同性 硬化 法 则 相关 联 的 部 分 塑性 应 变 增 量 ， 
det ҚД НЕ Жай, ШІ 与 运动 硬化 法 则 和 关联 的 部 分 塑性 应 变 增 量 。 并 且 
dey = Має, аер = (1 — Мәде; (15. 3. 27) 
其 中 可 是 在 一 1 和 1 之 间 的 材料 参数 ,根据 材料 的 塑性 行为 , 它 可 以 是 常数 ,也 可 以 是 变 
数 .M<0D 是 为 了 能 适应 软化 的 情况 。Md 是 表现 各 疝 同 性 硬化 特性 在 全 部 硬化 特性 中 所 占 
的 比例 , 称 之 为 混合 硬化 参数 。 
ІН Ө ЖЕ {ЕКЕШ ДЕЛЕ JR pq 32 НГЫ Же АЎ, 
БозаһА)с- f — k = 0 (15. 3.28) 


f = 6, 一 а (5,; 一 а, y Ë == TEM) 


其 中 aE + M) = о, + ІШ е (15.3.29) 
如 果 M 保持 为 常数 , 则 
和 si) = в, + MUo, (er) ~ в, С15. 3.30) 
至 于 移动 张 量 j, 视 所 采用 的 运动 硬化 法 则 商定 ,如 采用 Prager 法 则 , 则 


da, = саек — сб] — ма 22. = Zea = MDdAG; — а) (15.3.31) 


如 采用 Zeigler Mi, M 
da; = dell 一 Mo — а) = teq 一 Mydike — ay — (15.3.32) 

在 以 上 各 式 中 ,如 令 M—1 或 M — 0,38 S BE kp Risk ЗІНЕ ЖЕН [н] FE GB TE, В: ДІ 
和 和 运动 硬化 法 则 。 

最 后 应 当 指 出 : 类 似 于 运动 硬化 法 则 ,混合 硬化 法 则 主要 用 于 反 向 加 载 和 循环 加 载 
Ai. SR APPEAR E” 也 应 从 不 同 加 载 分 支 的 应 力 应 为 曲线 导出 ， 同时 式 中 的 
混合 硬化 参数 也 不 一 定 保持 为 常数 ,而 是 根据 每 一 个 反 转 点 的 应 力 or 和 下 一 个 屈服 度 力 
xi 之 辐 的 差 值 , 即 加 载 曲面 的 直径 大 小 确定 。 

4. ШЖ R E 

该 准则 用 以 判别 从 一 塑性 状态 出 发 是 继续 塑性 加 载 还 是 弹性 卸载 ,这 是 计算 过 程 中 
HEETE HEEM КӘНЕ ЕЕЕ ЖЕТЕ РЕЛЕ. ¿ix 
准则 可 表述 如 下 : 

D #ғ= 0,2 dns>0, 则 继续 盟 性 加 载 。 


(2) # к=о, 2 аа, со N h BYER ЕЖЕ. 


O) # ғо, аг, о ШЕ 


(i) 对 于 理想 弹 逆 性 材料 ,此 情况 是 塑性 加 载 ,因为 在 此 条 件 下 可 以 继续 塑性 流动 。 
GD 对 于 硬化 材料 ,此 情况 是 中 性 变 载 , 即 仍 保 持 在 塑性 状态 ,但 不 发 生 新 的 塑性 流 
动 (ds* 一 0) 。 
以 上 诸 式 中 3/9 au, 视 按 不 同 材料 特性 而 采用 的 夯 服 函数 形式 而 定 . 对 于 理想 塑性 
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材料 和 采用 各 向 同性 便 化 法 则 的 材料 


gf _ . 
Jo, Si (15. 3. 
对 于 采用 运动 硬化 法 划 和 混合 硬化 法 则 的 材料 
Jf _ s. 
35 = s; н (15.3. 
15.3.3 应 力 应 变 关系 
首先 以 服从 各 向 同性 硬化 法 则 的 材料 为 例 , 推 导 它 的 应 力 应 变 增 量 关 系 。 
微分 {15. 3,11) 式 ,可 得 
af 2 ds, -, _ . 
22740 - 29, 4295 = 0 (15.3. 
Жан 2/ = s, (15.3. 
ар пыз. 
dë = | Bdetdes| “_ aaf 2 22. aL)” = 24, (15.3 
在 小 应 变 的 情况 下 ,应 变 增 其 可 以 分 为 弹性 和 塑性 两 部 分 , 即 
ав; = 47, + de, (15. 3. 
dai;= Dader = Di (de, — бер) 
= мє 一 Рал аў (15. 3. 
À Cyu 
其 中 
Diy = 2G | 8,0; 十 Кале (15. 3. 
1--2у | 


(15. 3. 40) 式 的 d 克 实际 上 可 以 看 成 初 应 变 。 将 此 式 以 及 (15. 3. 36},(15. 3. 37) 等 式 - 


代入 (15. 3. 35) 式 ,经 整理 可 得 


а a; E de 
ШЕКЕР ТЕЛЕ, КЕШТІ (15, 3. 
将 上 式 再 代 回 至 (15. 3. 40) 式 , 则 可 得 到 应 力 应 变 的 增 量 关系 式 
do; = Бағ, (15.3. 
其 中 Di Пн 
Dimu PABER, т А 
Dian O f /a аһ), Й 
Di GOB арына Ga У 45.3. 


33) 


34) 


35) 


36) 


37) 


.38) 


39) 


40) 


44) 


对 于 九 维 应 力 空间 ,利用 Diw 的 表达 式 (15. 3. 41) 式 ,(15, 3.42) 式 和 (15. 3. 44) 式 可 


以 简化 为 
“500: 


(g //Әв,74і6;; 


= G2/9) (a: /GX(3G + Е?) (15.3.45) 
Diu = AEDE LED (15.38.46) 
对 于 各 向 同性 硬化 材料 ,3 //2 ez 利用 (15. 3. 33) 式 代入 , 则 最 后 得 到 
dà = ол ГЕН (15. 3.47) 
Юм = сыты (15. 3. 48) 


(1/9)(ə;/G2)(3G + Е?) 
应 当 指 出 ,关于 dà 和 Dh 的 一 般 表达 式 (15. 3. 42) 9 (15, 3. 45) 5 (15. 3. 44) 3 
(15. 3. 46) 式 对 于 其 他 硬化 法 则 也 是 适用 的 ,此 结论 可 以 用 相同 的 推导 步 又 加 以 验证 ， 由 
此 可 以 得 到 各 种 硬化 材料 在 九 维 应 力 空间 中 的 具 栖 表达 式 ， 
对 于 理想 塑性 材料 ; а Го озо о, E =0, БАЯ 


s, dz, 


Ф = сш 73 (15. 3. 49) 
Рік = ЕЕЕ (15. 3. 50) 
对 于 运动 硬化 材料 : д ШЕ, gi 二 $j 一 Qjs0, 一 gw; 所 以 有 
(S __ adde; 
9 ~ (201963036 F Е?) (15.3.51) 
Си о) Csu 一 аһ) 
由 — j i 
Diu 《al7902 (030 + ЕРУ (15.3.52) 
对 十 混合 而 化 材料 :3 //ә T= syan =a EM ,所 以 有 
dà = Csi 一 oJ de, | 
[202 (е, М)/967(3С F E?) (15.3. 53) 
D, = Сз; — РДЕ?! -- йы) _ _ 
m T ТОЗ»  MD79G210C + Е?) (15.3. 54) 


为 了 将 土 列 应 力 应 变 关系 的 一 般 表 达 式 用 于 各 个 具体 问题 ,并 给 出 它们 的 显 式 ,现在 
首先 将 ал, Di 的 表达 式 (15. 3. 42} 和 (15. 3， 44) 式 改写 成 矩阵 形式 


då (Caf /9 a)"D,de _ 
(əf/əo)y'D,(Ə f/a o) + AIDE (15.3, 55) 
D= В. //а g) (Q f/a ау), 
” (Əf/əs)'D.(3f/06s) + ADERE (15.3.56) 


1. 三 维 空间 问题 
о = [0,9,0, Tay Ty т. ! 
E = [е, є, є, 7,, Vye Ya] (15.3. 57) 
501. 


[1 — v Y 
ia y ІС» O Ó 0 
1 — x у 
ІШ» 1-» 9 0 O 
l — x 
N 250 0 0 
р, = у= (15. 3. 58) 
1+» L o 9 
2 
1 
对 29 
| 1 
| 称 21 
ЕС ЖЕЛЕ Vi Б}. ЛЕЛЕ АЖ OK On 3 
F=f—k=0 (15. 3. 59) 
f= +G + й + si 24,2 26, + 078.) 
k= La 
其 中 s, = z, — LG, +a, + o) G = r,y,z) 


将 以 上 各 式 代 入 (15.3. 56) 式 ,就 得 到 


[сё 
б; Sry 515; SrTry Srt yr SrTrr 


902 5: 


D, = 一 一 一 i 
* 020365 + Е?) 对 ті) т.т, Т. 


(15. 3. 60) 


从 (15, 3.58) 式 和 (15. 3. 60) п] bl 8 216 НЫ ЕМЕН = S ІНІН ШЕ qu ЗЕН КЕЗЕ Е 
Ds 的 显 式 表达 式 。 对 于 其 他 硬化 材料 的 D, ЖР (15. 3. 49) ~ (15. 3,54) 式 的 讨论 不 
难 列 出 ,为 节省 篇 幅 , 这 里 不 一 一 列举 。 
2. 畦 对称 问 题 和 平面 庶 变 问题 
这 两 类 问题 可 按 同 一 格式 处 理 。 它 们 侈 各 有 四 个 非 零 的 应 力 .应 变 分 量 。 邵 
铀 对 称 问题 ， 
2- Гв, ва, о, t, | 
£= [š & & 7] (15. 3. 61) 
平面 应 变 问 题 : 
一 [aa о, tai 
E= [є є, 0 У, | (15. 3. 62) 
所 以 从 (15. 3. 58) 式 利 (15. 3. 60) 式 划 去 最 后 二 行 和 二 列 , 就 可 以 得 到 平面 应 变 问 题 和 办 
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对 称 问题 的 D. 和 D, Ot ША И, Р, 中 各 个 应 力 偏 量 的 下 标 yr 分 别 代 换 为 r, 
2,0), 
3. 平面 应 力 癌 是 
为 了 引入 gq. 二 0 的 条 件 , 利 用 o;,oy,r;y 子 空间 的 届 服 函数 和 应 力 应 变 关系 比较 方便 。 
这 时 
а= (о, о, т, 
ё= 16, ғ, 2,1 (15. 3. 63) 


К 


0 
E w 1 о 


р, = | (15.3. 64) 
Io? о 0 HZ 
| 2 
xT |] #ЕЖЕ 1ГЕ, А ТЫ 
Е--)-Е-0 (15.3. 65) 
其 中 f=+G + ++), 一 14 
并 有 5; “əң 0. 一 Lie, + 6,) 一 1020, 一 с,) 
3 3 
з, = о, — (a, + о„) = -(2о,— o) 
3 У 3 r y 3 > т. 
s, 一 一 Lee + s.) 
= 3 I y 
所 以 27 [s +, „| (15. 3. 66) 


特 以 上 各 式 代 入 (15. 3.56) 式 ,就 可 得 到 


к Ge иу) Ca Hoas, H s.) (1 — x) (s, + Vs) ty 


р, = BQ 一 уу 对 (5, + us, Q 一 у) (s, + YS) Ty 
称 《1 一 ri, 
(15.3. 67) 


其 中 
2(] — у)Е?а? 

96 

根据 关于 (15. 3, 49) 一 (15. 3. 54) 式 的 讨论 ,可 以 列 出 其 他 硬化 材料 平面 应 力 问 题 的 
D, MR Dgo 

4， 板 壳 问 题 

在 板 完 问题 中 需要 建立 的 是 广义 应 力 应 变 关系 ,为 此 可 以 参考 弹性 板 亮 广 义 应 力 应 
变 关系 的 建立 过 程 。 

对 于 壳 体 , 当 采 用 基于 党 体 理论 的 单元 进行 分 析 时 , 竞 体 内 任 一 点 (8 及 二 的 应 变 
5 多 可 以 用 中 面 上 相对 应 点 人 ,3,0) 的 广义 应 蛮 表 示 为 

ERP == get beerel == e, + бк, = Yn + Ёк (15. 3. 68) 
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B = 5: + s + wss, + 201 — уут 十 


将 上 式 用 于 增 量 形式 ,并 表示 成 抵 阵 形式 , 则 有 
de® = ағ" + ¿dg = [1 š jde (15.3.69) 
其 中 ; de 中 二 [de 外 de VET, 参见 11.2 节 和 12.2 节 有 关 表 达 式 。 
因为 板 宪 中 平行 于 中 面 的 每 … 薄 层 处 于 平面 应 力 状态 ,所 以 亮 体 内 任 一 -点 的 应 力 增 
量 可 以 表示 为 


do” = Dide® 一 РС] 64е (15. 3.70) 
其 中 D 信 可 利用 平面 应 力 问 题 的 Q5. 3. 64) 式 和 (15. 3. 67) 式 得 到 ,要 注意 的 是 D, 中 的 每 
个 材料 参数 和 应 力 分 量 现在 是 5 的 函数 ， 
进一步 通过 沿 壳 体 厚 度 方向 的 积分 ,可 以 得 到 壳 体 的 广义 庶 力 增 基 和 广义 应 变 增 基 
的 关系 


HÈ #2 
do” =f ас = | Dg deat 
279 Е 
fy т - 
=| DEU ае 
170 


СЕ ыт 
ао =| асас = | Рі Ede? dY 
-л 1422 


е? 
-| DPR tde (15.3.71) 
或 | dg = D: d£ (15. 3.72) 
其 中 
p: - ре а (15.3. 73) 
° Jana Ple P Ka 


о", 也 参见 11.2 节 和 12.2 节 的 有 关 表 达 式 。 

以 上 各 式 中 如 令 de 和 ао" 为 零 ,就 得 到 注 板 的 广 六 应 力 应 变 的 增 量 关系 ， 

为 进行 壳 体 的 本 构 关 系 气 阵 (15. З. 73) 式 的 积分 ,一 般 沿 摩 度 方向 设置 若干 取样 
点 。 对 于 每 一 取 栏 点 ,在 计算 过 程 中 保留 其 弹 塑性 状态 的 历史 ,然后 通过 数值 积分 方法 得 
到 D;, 在 任 一 指定 导 , 办 点 的 数值 。 


15.3.4 ”温度 对 本 构 关系 的 影响 


对 于 处 于 高 温 杀 件 下 工作 的 结构 ,必须 考虑 温度 对 本 构 关系 的 影响 .例如 随 着 温度 的 
. 升 高 ,屈服 极限 os 有 所 降低 ,材料 硬化 特性 ( 即 E77) 也 有 所 减 小 ,并 逐渐 接近 理想 塑性 材 
料 。 同 时 材料 常数 Е, а 等 也 随 温度 变化 而 有 所 变化 。 至 于 长 期 工作 在 高 温 条 件 下 的 结 
构 还 必须 考虑 蠕 变 的 效应 。 
在 考虑 温度 和 蜂 变 等 影响 的 经 典 热 弹 塑 性 理论 中 ,应变 增 量 可 以 表示 为 


де, = дер + det, + dë, + dë, (15. 3. 74) 
其 中 ds ЕЙГЕ ua НИ tt ШЕН ДЫҢ ЖӨЖ ЕК.» 的 影响 , 则 它 串 进一步 表示 为 
1 p 2t #' _ 
de, = Cus ds; + gp Crip dlo, = des + de (15, 3, 75) 


Ч СИЕЗ Pok 40 是 温度 增 其 ,des 和 des 分 别 是 由 doy 和 和 因 C% 变 化 引起 的 弹 
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жм, 
ава HE Ww ЛЕНЕ Ж.Т прл, 
def; = ай08, (15. 3.76) 
кта ERRERA, sE Kronecker дака, 
de 是 蠕 变 应 变 增 量 ,一 般 情 况 下 它 可 以 表示 成 


дв, == = ИТ (15.3. 77) 


Бао, ЯАР ЈАР E 


- 3. 2 
өсе N 70 545; є = 608; (15. 3. 78) 


de/d ЖЕЛЕ КУЛЕ Ж, Ң Н ЖЕ АНЫНА НЕЕ. 

在 对 应 变 增 量 作 以 上 的 分 析 以 后 ,可 以 将 应 力 应 变 的 增 量 关 系 表 示 成 

do 一 D (de, — dek , — def — deg — deg) (15.3.79 

8 EstRUF3908 UE 883059 ТКИ ОО, 3. 40) 式 对 比 可 见 , 现 在 除 当 
作 初 应 变 处 理 的 deith Ah ЖЕЛП ТЫ БЕ БҮЛЕ ЖЩ E del ВЕЛЛ Е d 时 以 及 弹性 应 变 中 
BJ E, 变化 引起 的 那 部 分 增 量 del, , 

在 考虑 温度 和 媚 变 影响 的 情况 下 ,流动 法 则 、 硬 化 法 则 和 不 考虑 这 些 影响 时 相同 。 只 
ЖЕҢУ о, 还 应 看 作 温 度 8 的 函数 。 所 以 对 于 混合 硬化 的 … 般 情况 ,上 后继 届 服 函数 可 
表示 成 


F (G; G; R) = }Ї — ё = (0) (15.3. 80) 
/ 一 Lisy === а) (s; - a) ‚Ё = Lae „M, 0) 
按照 与 导出 不 考虑 温度 和 里 变 影 响 的 应 力 应 变 增 量 关 系 式 类 似 步 又 ,可 以 导出 考虑 
温度 和 里 变 影响 的 应 力 应 变 关系 式 
аа, = Diu dey 一 dg, 一 da, ~ deu) + dog (15. 3. 81) 
其 中 Р D: ан — Diy 


ре 268; 一 а) (su — ам) 

“ Га е,М,0)/9С* ОС + Е) 
do. Dru (зы 一 а.) (0а, /9 0348 

š [2s,(@,M,0)/3](3G Е?) 


还 串 以 得 到 
ад = CSu 一 ду) (ав, 一 Фе, — dë, 一 де) (Әо,/203 da 
$ М h Р 
[29 (et ,M0) /9G (3С + Е?) 2, (ë, M0) C36 LES 


(15.3. 82) 
№. 015.3. 81) 式 可 以 看 到 deg „ае de 是 以 初 应 变形 式 ,而 温度 变化 引起 的 gayD8 
do 的 影响 是 以 初 应 力 d 吕 的 形式 出 现 于 应 力 应 变 增 量 关 系 式 中 。 
关于 (15. 3. IDAPA ETER de'jdi, 它 的 具体 表达 式 反 映 了 材料 的 里 沁 规 律 ， 
现在 有 限 元 分 析 中 较 多 采用 欧 是 以 下 两 种 。 先 讨论 它们 的 一 维 形式 。 
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一 种 是 Bailey-Norton 蠕 变 规律 , 它 的 表达 式 是 
E = Agi" (15. 3. 83) 
其 中 上 是 时 间 , 常 数 А.т.» 依赖 于 温度 ,通过 材料 试验 确定 ,通常 广大 于 lonl 此 规律 
适合 于 用 来 描述 初始 阶段 和 第 二 阶段 的 蜂 变 。 上 式 中 应 力 a 被 假定 是 不 变 的 ,所 以 
= zE = Апо" "1 (15. 3. 840 
对 于 = ЖЕЗЕКИЕЛ. 5 ГВЕЯІН КЕ, АЕО Ва В РЕ, 
ВВ AA о АБВ, ЕР ЗСТ ЕЕЕ ВИА, , 仍 有 二 种 选择 ， 
(1) 时 间 硬 化 理论 : 即 直接 将 (15. 3. 83), (15.3. 84) 式 用 于 每 一 时 间 分 段 。 图 15.13 
中 表示 出 应 用 时 间 神 化 理论 预测 材料 蜂 变 应 变 历史 的 一 个 例子 。 当 :一 #4 时 ,应 力 从 o 突 
然 变 化 到 o,,(15. 3. 83), (15. 3. 84) 式 中 的 :保持 不 变 。 按 此 表现 在 图 上 ,时 间 0-1, ЕЛУ 
应 变 曲 线 是 沿 z=o 的 ОЛ БЕ, [Н] tats 的 蠕 变 应 变 曲 线 AB RETT со, 的 曲线 上 
用 相同 时 间 间 隔 截取 的 4'B' 段 。 依 同样 的 方法 得 到 蜂 变 曲线 的 BC 段 和 CD Вр. 


时 间 
图 15. 13 按时 间 硬化 理论 预测 量变 应 变 历 史 


由 于 蜂 变 应 变 划 线 在 不 同 应 力 的 曲线 闻 移 过 渡 时 ,t 保持 不 变 ,所 以 此 理论 称 为 时 间 
硬化 理论 。 

(0) 应 变 硬化 理论 : 当 应 力 发 生 突然 变化 时 ,根据 当时 的 е 计算 出 一 相当 的 时 间 值 7， 
作为 后 一 时 间 分 段 的 起 始 值 .以 图 15. 13 给 出 的 例子 来 讨论 , 当 t 二 t4, 应 力 从 a， 突然 变化 
为 一, 此 时 的 蠕 变 应 变 为 

g = Аст (15. 3. 85) 
SERRER ADERE ERRAR A ае E A G 
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上 一 (ee (15.3. 860 
Ж e= s, 曲线 上 的 时 间 初 始 值 , 然 后 再 利用 (15. 3. 83) 和 (15. 3. 84) 式 计算 出 时 间 刀 一 在 
内 的 站 和 dsy/dt。 由 于 应 力 变化 时 ,里 变 应 变 曲 线 从 一 个 应 力 的 曲线 过 法 到 另 一 个 应 力 的 
曲线 , 娇 变 应 蛮 值 保持 不 变 。 所 以 此 理论 称 为 应 变 硬 化 理论 。 根 据 此 理论 ,同一 例子 中 了 预 
测 的 材料 蠕 变 应 变 历 史 表 示 于 图 15. 14。 一 般 和 情况 下 ,根据 应 变 鲁 化 理论 得 到 的 预测 结果 
和 试验 结果 符合 得 较 好 ,所 以 在 实际 分 析 中 得 到 更 多 的 庶 用 


EA E y ЛЕ 


时 前 
图 15.14 近 应 蛮 硬 化 理论 预测 螨 变 应 变 历史 
为 用 于 应 力 连 续 变 化 的 一 般 情况 ,从 (15. 3. 83) 式 可 以 解 出 


‚= ЕЕ И (15,3. 87) 
REGS. 3. 840% ‚ ДИН НЕН ЖЕУ 
Че = Ата!" (уб із/т (15. 3. 88) 


这 是 一 微分 方程 ,如 给 定 “=o(f), 从 上 式 可 以 解 出 са). 在 实际 结构 分 析 中 ,通常 со) 
要 和 e 人 共同 求解 。 这 在 以 后 进一步 讨论 。 
男 一 种 可 能 采用 的 蠕 变 规 律 的 表达 式 是 
є = ha, DUL — et] (о, б)г (15.3.89) 
RF hrg ЖЕЙ ЧҮ ЖЕРЕ. HARRE. ЕРНИ F ERRANEN 
RE. MEHER, р 0,0 TE 则 可 以 得 到 


"ras E = hle, fria, e L а (а,0) (15. 3. 90) 


与 以 前 讨论 相同 , 当 应 为 或 温度 发 生变 化 时 ,直接 应 用 以 上 两 式 于 不 同时 间 分 段 ,是 
时 间 硬 化 理论 。 如 计算 出 变化 时 的 相当 时 间 作为 下 一 时 间 分 段 的 起 始 值 ,是 应 变 硬 化 理 
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论 。 癌 时 也 可 导出 应 变 硬 化 理论 中 里 变 应 变 率 方程 。 

如 果 研 究 的 是 多 维 应 力 状 态 的 蠕 变 问 题 ,将 以 上 讨论 的 ~- 维 情况 的 蜂 变 规律 推广 用 
于 多 维 情况 的 方法 是 首先 将 以 上 各 式 中 的 ЯШ о 代 之 以 等 效 蠕 变 应 变 所 和 等 效应 力 с 
和 < 的 表达 式 见 (15, 3. 78) 式 )。 其 次 是 假定 蠕 变 应 变 率 的 各 个 分 量 和 应 力 偏 量 成 比例 , 即 
如 (15. 3.77) 式 所 表达 


дєн _ 3 de 
а = 55 4% 
B EHE PJ 88 28 ЛЕР tF BE TP ВУЛ R] ЗЕ БЕРК tE py J) E p] НАН 
襄 。 如 果 出 现 应 力 反 向 ,还 需 引 入 辅助 的 规律 , 因 超 出 本 书 肉 容 , 这 里 不 作 进一步 讨论 .如 
有 需要 ,建议 参考 H. Kraus 的 tCreep Analysis》(1980. John Wiley 6. Sons, Inc. ) 一 书 。 


15.4 弹 塑 性 增 量 分 析 的 有 限 元 格式 
15.4.1 弹 塑 性 问题 的 增 最 方程 


由 于 材料 和 结构 的 弹 塑 性 行为 与 加 载 以 及 变形 的 历史 有 关 。 在 进行 结构 的 弹 逆 性 分 
析 时 ,通常 将 载荷 分 成 若干 个 增 基 , 然 后 对 于 每 一 载荷 增 景 ,将 弹 塑 性 方程 线性 化, 从 而 使 
弹 塑 性 分 析 这 一 非 线性 问题 分 解 为 一 系列 线性 问题 。 

假设 对 于 时 刻 1 的 载荷 和 位 移 条 件 (F; ТЕУ 内 ; 宁 , ДЕ S, Et ТЕ S, О (Уи. 
应 变 所 ;和 应 力 '6;j 已 经 求 得 ,当时 间 过 渡 到 :十 Ar( 在 静 力 分 析 且 不 考虑 时 间 效 应 的 情况 
F: fli As 都 只 表示 载荷 的 水 平 ,载荷 和 位 称 条 件 有 一 增 量 , 即 

ғар, Р, + ДЕ, GEV Ñ) | 


"ат, =T; + АТ, GES, E) (15.4.1) 
ш. =, 十 Ан, (ЧЕ 5, 上》 
现在 要 求解 :十 At 时 刻 的 位 移 , 应 变 和 应 力 
ыы, =u, + Аш; 
е чє, + Де, | (15.4.2) 
ыо =“, + Ав; 
它们 应 满足 的 方程 和 边界 条 件 是 
平衡 方程 
ы H Ас, КЕ. + АЕ, = 0 (УҢ) (15.4. 3) 
应 变 和 位 移 的 关系 


ey Ав, = уба Hud Eey М) ЕУ N) ава 
应 力 和 应 变 关系 (为 讨论 方便 起 见 ,这 里 未 考虑 温度 和 蠕 变 的 影响 ) 


Ас, = Di Мы сты: ҒАС) ӨЕ УҢ) (15.4.5) 

边界 条 件 f 
“Т; +AT, =T, +AT: ŒS, E) (15.4, 6) 
"a + ди, —' + Аш, СЕ S, E) (15. 4. 7) 
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上 式 中 T='g nn АТ, = Ада, (і5.4,8) 

需要 指出 ЕРОН Ера Е, ЖКУ 7) КУЛЕ ЕП МБ, ЛУ БЕЛПЛ ЖҮР 
是 线性 的 。 所 以 (15. 4.3) 一 (15.4.8) 式 中 除 (5. 4. 5) 式 而 外 都 末 作 进一步 简化 。 如 
7и, ео, EAE TEETH 上 的 各 个 方程 和 边界 条 件 , 则 可 以 从 上 上 列 方程 和 边界 条 伯 
中 消去 它们 ,现在 仍 保留 它们 是 由 于 按照 数值 求解 的 结果 ,它们 不 一 定 精确 地 满足 方程 和 
边界 茶 件 。 这 样 做 相当 于 进行 一 次 迷 代 ,可 避免 解 的 漂移 。 

至 于 应 力 应 变 关系 表示 成 (15. 4. 5) 式 这 征 -- 种 线性 化 处 理 。 因 为 Ac 应 通过 积分 下 
列 非 线 性 关系 


Tei + At _ 
Ас, = f do; = | Әде, ， (15.4. 9) 


得 到 ,上 式 中 Dide Gu, g" SHAR, Е ВЕЕР ЯЕ Е, ВО Ағ, Ж 
为 (15. 4. 5) 式 基 一 种 线性 化 处 理 . О = РДЫН? Т BU Euler 法 。 在 弹 塑性 有 
上限 元 分 析 中 称 为 起 点 切线 刚度 法 。 当 然 还 可 有 其 化 预测 校 下 的 方法 以 提高 计算 的 精度 和 
效率 。 

15, 4. 2” 增 是 有 限 元 格式 


首先 建立 增 量 形式 的 虚 位 移 原 理 如 下 :如 果 + Az 时 刻 的 应 力 'ouj 十 Ac 和 体积 载荷 
FHAR БОЙ ЗАЛ Т, + АТ. 满足 平衡 条 件 , 则 此 力 系 在 满足 几何 协调 条 件 的 虚 位 移 


(Аа ЖУ 内 18046) = 00и, + Au, ) fE .上 :aa 一 0 上 的 总 上 大功 等 于 4。 即 
| ба, + до (АеуаУ — | СР, + АЕ)ёСАн ДУ 
Y ү 
— | СТ, + АТ)8‹Анл458 = 0 (15,4. 10) 
8, 


将 (15.4.5) 式 代入 上 式 , 则 可 得 到 
| “DM Ae бағ уу — | АҒАСАшУаУ — | АТ, SCAu 245 
y v 5, 


--| iab Aep dV +Í ‘FdCAw dV 十 |, "Т8 (Aw ds (15.4.11) 
у y + 
或 表示 成 定 阵 形式 如 下 
| д(Ағ)Т Р. „Ау 一 | 90А) АҒАУ 一 | (Ан) ATdS 
下 у 5, ` 


---- | (Ае) сау 十 | ба) FAV +| SCAn) 745 (15. 4. 12) 
v ы 5, 


上 式 实际 上 就 是 增 基 形式 的 最 小 势能 原理 。 它 的 左 端 和 全 量 的 最 小 势能 原理 的 表达 式 在 
纶 式 上 完全 相同 。 只 是 将 全 量 改 为 增 基 。 上 式 的 右 端 是 考虑 'z 和 二 ,宁可 能 不 精确 满足 平 
衡 而 引入 的 校正 项 ,也 可 理解 为 不 平衡 力 势能 (相差 一 负 号 ) 的 变 分 。 
基于 增 攻 形式 虚 位 移 原理 有 限 元 表达 格式 的 建立 步 双 和 一 般 全 量 形 式 的 完全 相同 ， 
首先 将 各 单元 内 的 位 移 增 量 表示 成 结 点 位 移 增 量 的 播 值 形式 
Ан = Мая" (15. 4,13) 
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再 利用 几何 关系 ,得 到 


Мм = ВА (15. 4. 14) 
将 以 上 两 式 代 入 (15. 4.12) 式 ,并 由 虚 位 移 的 任意 性 ,就 得 到 有 限 元 的 系统 平衡 方程 
„Ла = AQ (15.4, 15) 


НК. Aa A0 分 别 是 系统 的 弹 塑 性 刚度 矩阵 , 增 基 位 移 向 量 和 不 平衡 力 向量 。 它 们 分 
别 由 单元 的 各 个 对 站 最 集成 , 即 


К, = 2) Kip, Aa = Уда 


(15.4. 16) 
1+ і 
АО 一 和 地， -%, 一 > + @ = > о 
ЯН 
Ka = | BD BdV 
«ачу =Í керду +| TS > (15.4. 17) 
Ya Sa, 
DO: = f В оду 
v, 


ER PH Q, Q ЗІК ЗӘОМПЕ И И ЕН PIE Д AQ ЖЖ ЛЫ Җ. hO, 
ЖО 满足 平衡 的 要 求 ,由 AQ 表示 载荷 增 量 向 量 。 

№ (15. 4. 15) 式 解 出 Aa 以 后 ,利用 几何 关系 (15. 4. 14) 式 可 以 得 到 At, 再 按 (15. 4. 9) 
式 对 本 构 关 系 进 行 积分 可 以 得 到 Aa, 并 进而 得 到 +*:o 一 'g 十 Ao, 需要 指出 ,这 时 如 将 -*o 
代入 (5.4.15) 式 右 端 ,将 发 现 


+А{ Ағ 
еб), — ta: O. = У) Qi — У) Q: 
ғ ғ 


| rT +A гра ТАР Tr г n 
= У) IL." FdV + L.N ras) - DÍ Btrra:odV 


在 一 般 情 况 下 并 不 等 于 0, 这 表明 此 时 求 得 的 应 力 **o а F 及 + 和 尚未 完全 
满足 平衡 条 件 , 也 即 仍 存在 不 平衡 力 向 量 AQ。 需 要 通过 选 代 , 以 求 得 新 的 Ла, Ае 和 Ас 
及 ”直至 (15.4. 15) 式 的 右 端 为 0, 即 求 得 和 外 载荷 完全 满足 平衡 要 求 的 应 力 状态 为 
JE, 

从 以 上 讨论 可 见 , 弹 塑性 增 量 有 限 元 分 析 在 将 加 载 过 程 划 分 为 若干 增 量 步 以 后 ,对 于 
每 一 增 量 步 包含 下 列 三 个 算法 步骤 ， 

1. 线性 化 弹 塑 性 本 构 关 系 ( 如 (15. 4. 5) 式 ), 并 形成 增 量 有 限 元 方程 (如 (15. 4. 15) 
式 )。 

2. 求解 有 限 元 方程 (每 个 增 量 步 或 每 次 迁 代 的 天 -都 可 能 发 生 局 部 的 变化 ) 。 

3 积分 本 构 方 程 (如 (15. 4. 9) 式 ) 决 定 新 的 应 力 状态 ,检查 平衡 条 件 ,并 决定 是 否 进 
行 新 的 选 代 。 

上 述 每 一 步 又 的 算法 方案 和 数值 方法 ,以 及 载荷 增 量 步 长 的 选择 美 系 到 整个 求解 过 
程 的 稳定 性 ,精度 和 效率 ,是 有 限 元 数值 方法 研究 的 重要 课题 之 一 。 以 下 将 对 其 中 的 几 个 
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问题 进行 必要 的 讨论 。 


15.5 数值 方法 中 的 几 个 问题 
15.5.1 非 线 性 方程 组 的 求解 方案 


利用 15. 2 节 所 讨论 的 非 线性 方程 组 的 一 般 解 法 于 材料 非 线性 有 限 元 分 析 ,根据 具体 
问题 的 特点 ,可 以 组 成 不 同 的 求解 方案 。 通 党 采用 的 有 下 列 几 种 
1. TEREPRE 
此 解法 是 对 于 每 个 载荷 增 量 ,求解 方程 (15, 4. 15) 式 ， 如 进一步 令 r 一 纪实 际 上 就 是 
(15. 2. 20) 式 所 表述 的 Euler 算法 。 由 二 应力 应 变 关系 线性 化 带 来 的 近似 性 ,无 疑 地 ,如 果 
要 求 得 到 足够 精确 的 解 管 ,必须 采用 足够 小 的 载荷 增 量 。 另 外 ,每 一 增 量 步 中 要 重新 形成 
和 分 解 刚 度 和 矩阵, 一般 情况 下 计算 效率 是 不 高 的 。 
2. 具有 恋 刚 度 选 代 (N-R 述 代 }) 的 增 量 解 法 
此 解法 就 是 将 (15. 2.18} 和 015. 2, 19) 式 所 表述 的 算法 用 于 弹 塑 性 分 析 的 情况 。 此 时 
系统 求解 方程 (15. 4. 15) 式 可 以 改写 成 
Шы KO) лад) = А0” (15.5.1) 
Жора EERIK .л--0,1,2,55, 
зако = ХІ BTH DE BdV 
+A DP — D., (iig а „жагоо у (15.5.2 


AQ™ =+ 0, _ >J BTH соду 
Ы А 
且 有 


tar ='@, кедү) =, АЗБАС лев (15. 5. 3) 
Š п=0 H, (15. 5. 1) 式 就 是 取 r= 的 (15.4.15) 式 。 具 体 的 迭代 步骤 是 
(1) ЖЮ 15. 5. DAWET КР AGO ERARAS. 5. 1) 式 。 
(2) 求解 方程 组 (15. 5. DR ВЕДА ЕНЕ БІН да“? 


Аа“! 一 UKP TAQ? (15. 5. 4) 
于 是 得 到 
ағадан —='+51д%) 十 Аа“? (15. 5. 5) 
(3) 计算 各 单元 应 变 增 其 和 应 力 增 量 修正 量 
Az 一 BAa™ (15. 5, 60 
мт" 
Аа“? = | Dde (15.5.7) 


其 中 As” де h АНЕ. ҒАС” 的 确定 和 (15. 5. 7) 式 的 积分 计算 见 以 后 
15. 5. 3 节 。 从 Ac {Н 
stått) E: + Ag (15. 5. 8) 
(4) ЖЕК ЖОЕ КЕ: ЖЕЛЕ Б НЫК R. WERE, ША ЖЕЕ ЕЕ рр е 
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收 货 。 对 于 每 个 增 量 步 执行 上 述 迁 代 ,直至 全 部 时 间 内 的 解 被 求 得 。 


常用 的 收 敏 蕉 则 有 
БКНЕ Д: | Ља" || Sern li ‘a || (15.5.9) 
Fan ЕШ. ПАО" || «ег | AQ' | (15. 5. 10) 
ВЕНИТЕ. (Аа) АО еге СЛа AQ (15. 5.11) 
еғлэёғрзете 是 规定 的 容许 误差 。 关 于 收 伍 准则 的 选择 和 容许 误差 的 规定 需要 考虑 具 
体 问题 的 特点 和 精度 要 求 。 


з. 具有 常 刚度 选 代 CmN-R 送 代 ) 的 增 量 解 法 
解法 步骤 和 前 一 种 选 代 解法 相同 ,只 是 刚度 抢 阵 保持 某 时 刻 的 数值 .如 保持 为 每 个 增 
Ежен: 上 的 数值 , 称 为 起 点 切线 刚度 ,这 时 


HAR m=O =R y = ХІ B':D, BdV (15. 5. 12) 
其 中 Ф, 一 Dp Соо?) 
如 果 刚 度 矩 阵 始终 保持 为 弹性 刚度 矩阵 ,解法 等 效 于 一 般 的 初 应 力 法 ,这 时 
raku = K, = X [втр,вду (15. 5. 13) 


对 于 后 一 种 常 便 度 选 代 , 刚 度 矩 阵 在 整个 求解 过 程 中 只 要 形成 和 分 解 一 次 .对 于 前 一 
种 常 刚度 选 代 也 不 限制 为 起 点 切线 刚度 ,例如 先 用 前 一 增 量 步 的 刚度 矩阵 迷 代 1 一 2 次 以 
后 ,再 形成 本 增 量 步 的 刚度 矩阵 ,以 及 可 以 规定 经 一 定 的 闪 代 次 数 , 仍 不 满足 收敛 准则 的 
要 求 , 则 重新 形成 和 分 解 新 的 刚度 矩阵 ， 

以 上 讨论 了 变 刚度 迭代 和 常 刚 度 迭 代 的 基本 步骤 ,但 是 具体 采用 何 种 求解 方案 ; 仍 这 
根据 具体 问题 的 特点 ,综合 考虑 精度 和 效率 两 方面 因素 。 变 刚度 过 代 具有 良好 的 收 合 性 ， 
允许 采用 较 大 的 时 间 步 长 ,但 每 次 从 代 都 要 重新 形成 和 分 解 新 的 刚度 矩阵 ,而 采用 常 刚 度 
迭代 可 以 节省 上 述 计算 费用 ,缺点 是 收 化 速度 较 慢 ,特别 在 接近 载荷 的 极限 状况 时 ,因此 
经 常 需要 同时 采用 加 速 选 代 的 措施 .。 另 方面 在 变 刚 度 迁 代 中 ,时 间 步 长 常常 也 受到 一 些 实 
际 因素 的 限制 ,例如 包 合 时 间 效 应 的 问题 (如 晤 变 问题 ,动力 语 题 } ,如 果 解 的 方案 是 条 件 
稳定 的 ,时 间 步 长 必须 小 于 某 个 规定 的 临界 步 长 。 再 如 对 非 线 性 本 构 关系 线性 化 时 , 曾 假 
定 在 一 个 时 间 步 长 内 ,应 变 向 量 方向 不 变 , 实际 上 该 方向 在 时 间 步 长 内 是 变化 的 ,对 于 访 
方向 变化 较 快 的 结构 和 受 力 情况 ,上 述 假定 将 会 带 来 较 大 的 误差 ,因此 时 间 步 长 必须 限制 
在 较 小 的 范围 内 ,这 时 采用 变 副 度 选 代 就 不 必要 和 不 适合 了 。 基 于 上 述 讨论 ,在 一 个 通用 
的 计算 程序 中 应 包含 若干 控制 参数 ,以 便 根据 具体 问题 的 特点 选择 合理 的 求解 方案 。 


15.5.2 载荷 增 量 步 长 的 自动 选 拌 


在 以 上 的 讨论 中 都 是 假定 载荷 增 量 (或 时 间 步 长) 是 事先 已 经 规定 了 的 。 这 种 事先 将 

外 加 载荷 分 为 若 于 个 规定 大 小 的 增 量 步 进行 分 析 的 方法 是 最 简单 的 .也 是 常用 的 .但是 在 

很 多 情 次 下 ,这 种 方法 是 不 可 行 的 。 例 如 由 理想 弹 塑 性 材料 组 成 的 结构 , 当 载 荷 到 达 某 一 

极限 值 时 ,结构 将 发 生 震 声 。 表 现在 基于 小 变形 理论 的 弹 塑性 分 析 中 , 当 荔 茶 到 六 极限 值 

时 ,结构 的 位 移 将 可 无 限 增长 。 对 应 地 ,结构 的 载荷 -位 移 曲 线 如 图 15.15 所 示 , 实际 分 析 ， 
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由 于 极限 载荷 Pio 正 是 待 求 的 未 知 量 .如 采用 事先 规定 载荷 增 基 步 长 的 方法 进行 分 析 ， 
当天 “PPu 时 ,将 导致 求解 失败 。 因 为 在 采用 N-R 迭代 求解 时 ,将 会 遇 到 着 奇异 的 情况 
【如 图 15. 15ta) 所 示 ) 而 如 采用 mN-R 迭代 求解 , 则 总 不 能 收 笋 (如 图 15. 15(8) 所 示 ) 。 为 
求 得 比较 精确 的 极限 载荷 Pu, ,此 时 可 以 采用 的 方法 ,是 将 载荷 增 量 减 小 为 二 分 之 --, 继 
续 进 行 分 析 。 如 再 遇 上 述 求解 失败 情况 , 则 再 将 载荷 增 量 对 半 ,再 继续 分 析 。 这 样 逐步 试 
НОВ Pu。 无 疑 ,这 是 一 种 麻烦 而 效率 不 高 的 方法 。 因 此 有 必要 研究 载荷 增 量 步 长 自 
动 选择 的 方法 。 


—. 
P! га + мй) ы! нша a ü 


el 


图 15.15 ЙК МРН Ж Aiti КИЕ ЗЕ 
(a) N-R ЖК G) ъм-К 


ERRE REK H ЕКЫ УН ИНӘ ЕРЕ ЕЕ ЛҒ, 
的 只 是 它 的 幅 值 .在 此 情况 下 ,外 载荷 可 表示 成 
Жар, Т =!pT,, 
АЕ = АрЕ,, АТ = АҘТ, } 
相应 地 ,结构 的 等 效 结 点 载荷 向 量 也 表示 成 
9, =p Ад. = Ар0, (15. 5. 15) 
BERE, FT A O 分 别 体积 力 、 表 面 力 和 结 点 载荷 的 模式 ,p 是 载荷 幅 值 ,或 称 载 荷 因 
子 。 载 荷 的 分 步 实际 就 是 РОО АЗУР. 
假定 对 于 'p 一 p05 的 解 已 求 得 ,现在 要 确定 “* 志 一 'p 十 Ap 的 大 小 。 在 载荷 步 长 自动 
选择 的 求解 过 程 中 ,通常 Ар 不 是 一 次 给 定 ,而 是 通过 多 次 迭代 不 断 修正 以 最 后 确定 。 现 
约定 如 下 表示 式 : 
Pm =p k Ap C=0,1,2, 7) 《15, 5.16) 


《15. 5. 14) 


EA 


Ар = УСАрФ (15. 5. 17) 


Ж n ЖКК. 是 渤 代 收敛 的 次 数 ,Ap” 是 п 次 迭代 确定 的 Ар РІНІҢ, ре 
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п—1 次 选 代 修正 后 得 到 的 一 池 的 数值 。 

现 具体 讨论 几 种 常用 的 自动 选择 载荷 步 长 的 方法 。 

1. 规定 “本 步 刚度 参数 ”的 变化 量 以 控制 载荷 增 晤 ， 

此 方法 中 ,每 一 增 量 步 的 载荷 因子 增 景 Ap 仍 是 一 次 确定 的 ,但 是 它 是 通过 事先 规定 
结构 在 本 增 量 步 的 刚度 变化 来 控制 的 ,这 是 Bergan 等 人 提出 的 一 种 自动 进行 载荷 分 布 的 
жа, 此 法 对 计算 结构 的 极限 载荷 特别 有 效 。 其 基本 思想 是 对 于 每 一 载荷 分 步 , 让 结构 
刚度 的 变化 保持 差不多 的 大 小 。 

(1)“ 本 步 刚 度 参 数 ” 的 概念 

第 i 增 量具 结构 的 总 体 刚 度 可 用 下 式 度量 


| So， = A трт (15.5.18) 
初始 (全 弹性 ?结构 总 体 刚 度 的 度量 是 
Spt = 90. (15.5.19) 
Но fil a, 是 载荷 向 量 和 按 弹 性 分 析 得 到 的 位 移 向 县 。 
用 无 量 岗 参 数 SL 作为 第 i 步 的 结构 刚度 参数 
52 = 法 (15.5.20) 


8) 称 为 第 : 步 的 “本 步 刚 度 参 数 ”, 它 代 天 结构 本 身 的 刚度 性 质 ,与 载荷 增 量 的 大 小 无 关 。 
当 结构 处 于 完全 弹性 时 ,SP 一 1。 随 着 载荷 的 增加 ,结构 中 的 时 性 区 逐渐 扩大 ,结构 逐渐 变 
BSP 也 逐 新 减 小 。 当 到 达 极 限 载 荷 时 ,SW 一 0。 

对 于 比例 加 载 情况 ,如 前 所 述 ,这 时 可 记 0,--р.0,.А09-Ар0,,3-28(15.5.200% 1 
以 简化 为 


59 = 22 299. (15.5. 21) 

其 中 p. 是 弹性 极限 载荷 参数 ,@ 是 p=] НА Ч ОВАЗ), 

利用 本 步 刚 度 参 数 可 以 使 步 长 调整 得 比较 合理 ,并 可 减少 总 的 增 量 步 数 ,特别 适合 于 
计算 理想 弹 塑性 材料 组 成 的 结构 的 极限 载荷 等 情况 。 

(2) НИРКИ В з 

以 计算 结构 的 极限 载荷 为 例 , 利 用 “本 步 刚度 参数 ”的 规定 变化 量 自 动 选择 增 量 步 长 
时 ,具体 的 算法 步骤 是 

с) 求 弹性 极限 载荷 参数 р. 

先 施加 任意 的 载荷 pg ,假定 结构 为 完全 弹性 求解 , 求 出 结构 内 的 最 大 等 效应 力 аы, 
则 


еш 
ф. = p — (15.5. 22) 


Гохи 


其 中 oo 是 材料 的 初始 届 服 应 力 。 
Gi) 给 定 第 一 步 载荷 参数 增 量 Ap,《 例 如 到 Ар, = pN, N 的 值 可 以 事先 给 定 ), 用 P 
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=b. + Ap, Ж-Е. 
ай 给 定 第 二 及 以 后 各 增 量 步 的 刚度 参数 变化 的 预测 值 A&y,( 它 的 大 小 决定 步 长 的 
大 小 ,例如 可 在 0.05 一 0. 2 之 间 选 择 ), 并 给 定 刚度 的 最 小 允许 值 S? (到 达 极 限 载荷 时 5, 
二 0, 但 在 计算 中 如 5, 一 0, 则 结构 刚度 矩阵 奇异 ,所 以 Sp" 应 为 接近 于 0 的 小 的 正 数 ), 则 
每 步 载 荷 参 数 的 增 量 为 
піп{ АЎ, 5470 — зе) 


Ар, = Ар, | |95 SED] G = 2,3,4) 《15. 5. 23) 


然后 用 а= р БАр Ж Ж ҖИЛЕ, 

在 第 ; 增 量 步 的 解答 求 得 以 后 ,利用 (15. 5. 20 ИЕ АРІ 509 和 它 的 变化 
{Е asp =s SO ASP 和 预测 值 А5, 会 有 一 定 差 别 。 所 以 此 算法 是 在 保持 本 步 刚 度 
参数 变化 值 接 近 为 常数 条 件 下 选择 载荷 增 量 的 大 小 。 算法 的 执行 示意 如 图 15.16. 从 图 可 
见 ,A 六 是 在 给 定 А5, 情况 下 ,利用 A 记 ,713 人 2 一 83 9 线性 外 推 得 到 。 实 际 计 算 中 ,由 
于 3 一声 曲线 不 一 定 如 图 示 那 样 规 则 ,在 给 定 АЗ, 的 情况 下 ,可 能 使 Ap: 时 而 过 大 、 时 而 
过 小 ,影响 计算 的 执行 。 此 时 可 以 利用 只 ,88 2，58 过 次 外 推 得 到 Am ,实际 计算 表 
明 ,这样 确 定 Ар; 可 各 免 上 述 现象 ,从 而 使 最 终 计算 结果 有 较 大 改进 。 


图 15.16 载荷 的 自动 分 步 


2. 规定 某 个 结 点 的 位 移 增 量 以 确定 载荷 增 量 
增 量 迭代 的 有 限 元 求解 方程 在 15. 5. 1 节 中 已 给 出 。 以 mN-R 迭代 为 例 , 它 可 以 表示 


成 
"К.,Аа” = АО” (й4-0,1,2,--) (15.5. 24) 
在 载荷 增 量 步 长 自动 控制 的 求解 方法 中 ,0 可 以 表示 成 
һо” =" Аі» 110 —ta: gm А (15. 5. 25) 
其 中 ， 
人 et 人 Pr =" + АО? = сере 十 Ар”, (15.5. 26) 
age 一 5j RT зухд (15. 5.27) 
ж Y. 
(15. 5. 25) 式 还 可 以 改写 成 
А0” = AQP + AQP = AQ” + Ар%0, (15.5.28) 


其 中 АО” ж п 1 Қа ІС “о” ЕН “ОО 构成 的 不 平衡 结 点 力 向 量 ， 
Шу 
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А" = роо, 一 个 > (15, 5.29) 
Ap 是 在 = 次 选 代 中 由 某 个 规定 的 约束 条 件 来 确定 的 载荷 因子 增 量 Ap 的 第 4 次 修正 
量 。 在 现在 的 方法 中 ,这 约 东 条 件 就 是 某 个 结 点 的 位 移 增 量 的 大 小 。 例 如 规定 Aa 中 的 某 
个 分 量 Аа, 是 给 定 的 ,此 条 件 可 表示 为 
| IAF (m = 05 
Aa = Аа, = lo (n= 1.2...) (15, 5. 30) 
Ж al 是 Aa, 的 规定 值 ,b 是 除 第 g 个 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 0 的 向 量 。 有 具体 选 代 的 算法 
步 又 如 下 : 
(1) 计算 对 于 结 点 载荷 模式 Q. 的 位 移 模 式 a 
а, =K pQ. (15, 5, 31) 
(2) 计算 对 于 不 平衡 结 点 力 向 量 ЛО" ВК EE F48 Да? An 次 迭代 后 位 移 增 
量 修 改 值 的 全 量 Аа“? 
Аа? 一 人 (15.5.32) 
Aa) = Аа" + Дреа (п = 1,2,-49 (15.5.33) 
其 中 Ap" 是 待定 的 载荷 因子 增 量 的 收 正 值 。 
(3) 利用 条 件 (15, 5. зо Ap” 
Al (я = 0) 


Aa, = В Ла --Блаа” + Ар Ба, = (15. 5. 34) 


0 (= 1,2,6) 
从 上 式 可 得 
tia) — Дар — & Да; : 
Ар” = ру = (15.5. 35) 

这 样 就 确定 了 Ap" ,从 而 得 到 Ав” ,А0/9-Ар 90,6, 

(4) 计算 Ағ” да” доо 等 ,并 检验 收敛 准则 的 要 求 是 否 满足 。 如 未 满足 , 回 到 步 
ROATA ЖОҚ НЕКЕНІ ЖЕ БІР. ЖМ ЖЫР НЛ УКГ ЕШ, е 
量度 力 增 量 的 结果 是 


40, = 240” = > Ap, 
"е T €15. 5. 36) 
Да = У) Ла“. де = SAg™ 
EP r ARAE. 
关于 每 一 个 增 车 步 某 个 指定 结 点 位 移 增 量 A 本 身 的 选择 ,通常 的 方法 是 第 1 个 增 量 
步 可 由 某 个 给 定 的 载荷 因子 增 量 Ap,( 例 如 令 Др 一 p./N ,其 中 p. 是 弹性 极限 载荷 因子 ， 
N 可取 5 一 10) 通 过 求解 得 到 АЛ 。 以 后 各 增 量 步 的 Az 可 由 下 式 确定 ， 


w 
Al = | — AL (15.5.37) 


式 中 A EA оар r ,是 前 一 次 增 量 步 选 代 收 敛 的 次 数 ,r, 是 优化 
的 选 代 次 数 , 例 如 取 王 一 46。 上 式 的 倾向 是 使 在 严重 非 线性 阶段 .Ai 缩短 ,而 在 接近 线 
性 阶段 .Al 加 长 。 | 
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实际 计算 表明 ,采用 规定 其 个 结 点 的 售 移 增 晤 以 确定 载荷 增 量 步 长 的 方法 ,结合 采用 
(15. 5. 37) 式 调节 位 移 增 量 的 大 小 ,计算 结 询 的 极限 载荷 取得 了 相当 满意 的 结果 。 


15.5.3 ” 弹 塑 性 状态 的 决定 和 本 构 关 系 的 积分 


从 上 节 的 讨论 中 可 以 看 到 , 增 量 形式 有 限 元 格式 中 'D,。 和 AQ" 的 确定 是 基于 已 经 求 
得 上 - - 增 晶 步 或 选 代 结 束 对 的 名 ,a 和 如 ,因此 为 了 进行 下 一 增 量 步 或 迁 代 的 计算 ,需要 
根据 本 步 或 欠 代 计算 得 到 的 位 移 增 基 ,决定 Ac,Aayate 等 ,从 而 得 到 本 步 或 针 代 结束 时 
的 弹 塑 性 状态 оза е 等 。 这 一 步骤 称 为 状态 决定 , 它 和 增 量 方程 的 建立 (线性 化 步 
又 ) 以 及 方程 组 求解 一 起 构成 了 非 线性 分 析 的 革 本 算法 过 程 。 它 不 仅 在 计算 中 占 相 当 大 的 
THE TEEN ЕН ЕНЕ ЖИЕ КЕН [Х| ШИ. КУ? r БИН ЕЗІ, 

1. 决定 弹 塑 性 状态 的 一 般 算 法 步 又 

在 每 一 增 量 步 或 每 次 选 代 , 求 得 位 移 增 量 或 其 修正 量 Ar 以 后 ,决定 新 的 弹 塑 性 状态 
的 基本 步骤 如 下 ， 

(1) 利用 几何 关系 计算 应 变 增 量 (或 其 收 正 量 ) 


Ағ = Ba 
(D іс АТЕВ J 15 И (8 pl АЕ КУ Jy bb ТН 
AG -= Р.Д (15. 5.38) 
r: т + АС (15.5. 39) 


其 中 是 上 一 增 量 步 ( 即 ;一 1 35 ARROI., 
(3) 按 单元 内 各 个 积分 点 计算 D 的 预测 值 
1) 计算 屈服 函数 值 ЕО 20а, 人) 然后 区 分 三 种 情况 
(i) 车 ЕС Ovave?)s0, 则 该 积分 点 为 弹性 加 载 , 或 由 塑性 按 弹性 种 载 ,这 时 均 有 
: Ag = Аф (15. 5,40) 
GD E FOSG а, en> H ЕС, a 2") 0, ШИА НЕЕ A ЗЯ РЕВЕ 
情况 ,应 由 


F Co + mAT E) = 0 (15.5.41? 

计算 比例 因子 m。 上 式 隐 会 着 假设 在 增 量 过 程 中 应 变 成 比 鲍 的 变化 。 计 算 = 是 为 确定 应 
力 到 达 届 服 面 的 时 刻 。 采 用 V. Mises 届 服 准则 时 ,m 是 下 列 二 次 方程 的 解 

азт* + ат + a, = 0 (15.5.42) 


其 中 ; a=; ASTAS, а — CSO TAS, a= (суа, 60) (15.5.43) 


对 于 各 向 同性 硬化 情况 ,ao 一 0。 因 为 'o P E EF RH Es UE HT 2 ЗЫ a 
0, 同时 ас>0,т ШТУ ТЕНЕ, ВТУ 


ma Уай лала) а (15. 5.44) 
(іі) Ж ЕС 0а, е7) 20 Н Fla ae) =0, ЛҒ s БЕЛІҢ ІН 
т--0, 
2) ғай) (ш) Нн, УЖАР ДУ ЕШ ЕНЕ ЕП БУ ЖЕ 306 pt 
Ағ = (1 — т)АЕ (15.5. 45) 
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3) 计算 弹 塑 性 部 分 应 力 增 量 
Ad = ШДЕСГ (15. 5.46) 


~ 般 情 况 下 用 数值 积分 方法 进行 此 积分 ,在 积分 过 程 中 可 以 同时 得 到 Да, е”, 

4) ҰЯ ЖАРКЫН “са 和 + 人 er 

Haig ig + тда + Ag, a “а + Аш, ЕР mte F А? (15.5,47) 

2. 本 构 关 系 的 积分 

关于 本 构 关 系 的 积分 (15, 5.46) 式 ,对 于 其 中 的 某 些 情况 ,已 经 获得 了 解析 解 或 解析 
的 近似 解 , 例 如 Key 得 到 了 理想 弹 塑 性 本 攀 关 系 的 解析 解 e]。 运 动 硬 化 材料 本 构 关 系 的 
解析 解 中 和 各 向 同性 硬化 材料 本 构 关 系 的 以 Er (3G+ EP) УМЕН ИОК ОТ, ЖЖ 
都 已 获得 . 它们 用 于 实际 计算 取得 较 好 的 结果 , 即 以 较 小 的 工作 量 得 到 较 精 确 的 结果 。 但 
基 现 有 的 计算 称 序 中 仍 都 采用 数 信 积 分 方法 ,其 中 采用 最 冤 的 是 切 向 预测 径 向 返回 的 子 
增 量 法 .另外 ,广义 中 点 法 近年 来 也 受到 较 多 的 重视 。 现 对 这 二 种 方法 作 一 较 详 细 的 介绍 。 

(D 切 向 预测 径 向 返回 子 增 量 法 

所 谓 切 向 预测 就 是 将 Euler 方法 用 于 (15. 5, 46) 式 ,得 到 应 力 增 量 的 预测 值 , 即 


Аб = D.,Co a EAE - (15. 5. 48) 
ВЕ — A E OEE 
HAG ig + Ад. (15.5. 49) 
同时 还 可 以 得 到 
AF = ZA, (15. 5. 50) 
AG = ака 一 MADAM's —'a) (Prager 法 则 ) (15. 5. 51) 
或 AŠ = EE — MAACO —'a) (Zeigler 法 则 ) (15.5. 52) 
其 中 
А (ao)TDAe 
(9 //даур,(а f/a ш) + ADEE (15.5.53) 
G, = oet, MY = би 十 МГо, CE) = 6] 
ЖНЖ 
зш әр дір 
Ж _ ‚25,54 
КЕЕ | (15. 5. 54) 


以 上 各 式 是 对 于 混合 硬化 的 一 般 情况 给 出 的 ,对 于 各 向 同性 硬化 , M=1; 对 于 运动 硬 
化 ‚М==0, 
因为 15.5. 50) 式 所 表达 的 算法 是 显 式 的 Euler 方法 ,其 中 的 Dolora EEE Y 
线 刚度 ,所 以 да 是 在 加 载 曲面 的 切线 方向 。 同 时 由 于 加 载 曲面 是 外 同 的 , 疼 此 "性 总 是 
在 加 载 曲面 之 外 。 但 是 屈服 准则 要 求 应 力 **'o Н ЕШШ ЕУ Ей УЧ, ШЕ 
再 采用 径 向 返回 的 方法 以 求 得 满足 届 服 条 件 的 +*'o 和 +a。 真 休 做 法 是 令 
‘tatg - "т т 
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ma рна (15.5. 55) 
其 中 > 是 比例 因子 , 它 由 下 式 
petig rat дыру = 0 (15.5.56) 
得 到 
. (acrem fte 8 утна agh (15.5.57) 


应 当 指 出 ,虽然 经 过 校正 以 后 得 到 的 “'*‘g 是 位 于 届 服 曲面 上 的 ,但 因为 假设 应 变 增 
Ж As Е ВЕЛ ате" 均 保 持 不 变 , 所 以 这 祥 的 弹 塑 性 状态 并 不 是 完全 一 致 的 .显然 
这 种 不 一 致 性 随 增 量 步 长 的 增加 而 增加 ,为 减 小 由 于 这 种 不 一 致 引起 的 误差 ,可 将 上 述 方 
法 和 子 增 量 法 相 结 合 。 

扬 谓 子 增 量 法 ,是 将 总 的 应 变 增 量 分 或 若干 个 子 增 量 ,对 于 每 个 子 增 量 利用 上 述 的 状 
态 雇 定 方法 。 每 一 个 子 增 量 结束 时 的 约 塑 性 状态 作为 下 一 个 子 增 量 的 初始 状态 。 显 然 子 
增 量 法 将 提高 计算 精度 ,加快 后 继 选 代 的 收敛 速度 但 是 子 增 基数 目的 增加 使 得 计算 量 也 
相 诬 地 增加 。 因 刺 恰当 地 决定 子 增 量 数目 是 很 重要 的 。 

以 下 两 种 决定 子 增 量 数 的 方法 是 比较 合理 的 ， 

а) 根据 弹性 应 变 偏 量 增 量 的 大 小 АС 确定 子 增 量 数 N Вр 


Ae 
N= 1+3⁄ (15.5.58) 


式 中 好 根据 计算 精度 的 要 求 加 以 选择 ,Bushnell 的 计算 经 验 认为 取 M =0. 0002 就 可 得 
ЖЕНЕ) БА де ту FERE 


_ ' 2 s 172 
Az 一 k= (15.5.59) 
其 中 : 
Деу = Дер — Аё, = де, - a Z (15.5. 60) 
Ае, 一 де; = 1046 + Ас, 十 дең) (15.5, 61) 


RA АЛ АЕ АА REAP detA ae 的 结果 。qi, 根据 材料 硬化 情况 采用 15.3 节 中 的 各 
AFRA. 


GD 根据 此 增 量 步 开始 时 的 应 方 偏 量 点 和 增 量 步 结束 时 的 弹性 预测 应 力 偏 量 =F 2 [B] 
的 夹 角 多 确定 子 增 基数 A, Вр 
N= 1+ £ (15. 5. 62) 
其 中 


ë = соз” уту | (15.5. 63) 
(15. 5. DRFA ЕЕЕ ЖЖ. ЖІПШЕ ОЕ ВД, 4 p= 0.01 时 ， 
(15.5. 46) 式 的 积分 精度 可 保持 在 1% 左 右 ， 
以 上 两 种 确定 子 增 量 数 慎 的 方法 之 所 以 比较 合理 ,是 因为 它们 都 是 按 应 变 偏 量 增 量 
* 519 + 


的 弹性 部 分 Ae; 的 大 小 来 决定 子 增 量 数 的 ,而 Ac 是 导致 应 力 点 偏离 屈服 曲面 的 主要 原 
因 。 如 果 它 是 零 , 表 明 应 变 偏 量 一 晤 全 部 是 塑性 ,这 时 根据 切 向 预测 法 计算 出 来 的 应 力 将 
可 保持 在 届 服 面 上 ,因此 不 必 将 Ae; 再 划分 为 若干 子 增 量 和 采用 子 增 量 法 进行 计算 。 

如 上 所 述 , 切 向 预测 是 基于 显 式 的 Euler 方法, 为 使 应 力 的 结果 保持 在 届 服 面 上 , 通 
常 必 需 采 用 径 向 返回 这 种 人 为 的 强制 方法 ,而 进一步 秋子 增 量 法 相 结合 ,不 过 是 使 人 为 强 
制 方法 所 造成 的 不 一 致 性 尽量 减 小 .虽然 当 子 增 量 数 无 限 增加 时 , 切 向 预测 径 向 返回 子 增 
量 法 可 以 剖 近 理论 上 精确 解 的 结果 ,但 是 毕竟 会 使 计算 量 过 分 增加 ,因此 近年 来 基于 隐 式 
算法 的 广义 中 心 点 受到 较 多 的 重视 。 

(2) 广义 中 点 法 

为 一 般 化 起 见 , 仍 以 混合 硬化 材料 的 本 构 关系 为 讽 , 导 出 广义 中 点 法 数值 积分 的 算法 
ЖЕН АЕ Т ray е? ‚Ае, С.Е" Ag, =! + Ао; Tài =a T До, Er 0 + Aë 
等 状态 量 的 基本 公式 是 


До; = Гі СА, — Aef) С15. 5. 64) 

Деб = ДАГ G — ВХА; + 89А) (15. 5. 65) 
_ 2 ‚1/% 

де? -| Ei 


өз 
-а( га — ФА, АДА — 6А, + аА) (15.5. 66) 


да) =Z EQ — MMEA ~- ВУА, + 0%, (15. 5. 67) 
Feta thi t M) 2. + CAA, __ Tote, M) = 0(15.5.68) 
其 中 A;; =S, — 4; OKIL) 


当 0 一 0,(15. 5. 65)~ (15. 5.68) 各 式 右 端 和 将 不 包含 未 知 量 +*'4,,, 算 法 是 显 式 的 。 此 时 它 


相当 于 前 面 讨论 的 切 向 预测 径 向 返回 方法 , 当 0>0, 算 法 是 隐 式 的 , 当 0 之 二 ,算法 是 条 
件 稳定 的 ,而 且 与 届 服 面 的 形状 无 关 , 所 以 这 是 通常 采用 的 , 9 的 具体 取信 ,根据 问题 的 载 
痊 特 点 和 应 挛 增 量 的 大 小 及 方向 的 不 同 而 与 计算 结果 的 精度 关联 着 .对 于 小 的 应 变 增 量 ， 
0 一 去 可 得 到 较 高 的 精度 ,而 一 般 情况 ,9 一 0.7 或 0.8 可 以 得 到 较 好 的 结果 。 

需要 指出 的 是 ,以 上 各 式 中 的 未 知 其 “*'4u 实 际 上 可 以 归结 为 一 个 待定 的 标量 МОЯ 


不 同 于 (15. 5. 53) 式 中 已 是 确定 量 的 Ai) 。 它 最 后 通过 一 致 性 条 件 (15. 5. 68) 式 解 出 ,为 导 
出 求解 ДА 的 方程 ,首先 从 (15. 5. 64) 式 可 得 


А5, = 2G (Ae; — Aeh) 《15.5.69) 
其 中 деу-әАеу-е,, s= es 
叉 因 为 (кад, ащ кмш, 
= А, БА, Аа; (15. 5.70) 


将 (15. 5.67) 和 (15. 5. 69) 式 代入 上 式 ,可 以 得 到 
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“А - CA, Aà 


atg = 5.5.71) 
А, = ТУ. 615,5 
其 中 (А =*Ал-Е2САе, 
С,=С,01—6), С,=С,0 
с,=[?6+®Е*‹1—М) | 
注意 到 (15. 5. 68) 式 中 
aE M) =a, 十 ME, CTE) — on] 
-(1- М), + Ma, CE + Ар) (15.5. 72) 
将 (15, 5.71) 和 和 (15. 5.72) 式 代入 (15.5.68) 式 ,就 可 得 到 用 以 确定 AA 的 在线 性 方程 
И z: 
“Аҙ —С,А„АА|* _ 2 | м е fo \{ "А; --С, "ААА | | 
| ПА | 310 Me з SA Руде Аи | 
-0 
(15.5.73) 


ЖР eyl Сов) of 人) 的 国 数 形式 由 材料 应 力 应 变 曲 线 确定 ， 上 述 非 线性 方程 
通常 需要 利用 数值 方法 求解 ,例如 利用 N-R 方法 或 二 分 法 从 代 求 解 。 由 于 方程 只 包含 一 
个 未 知 量 Ai, 计算 工作 量 很 小 。 当 A4 求 得 以 后 , 代 回 以 前 各 式 ,可 以 得 到 新 的 状态 基 
мг, Жала, ВАЧ 等 ， 

(15. 5. 73) 式 中 M= 1 或 9 时, 分别 代表 各 向 同性 硬化 和 运动 硬化 情况 ,这 时 
(15.5. 73) 式 可 以 适当 简化 。 对 于 某 些 进一步 简化 情况 ,外 该 式 可 以 得 到 AA ШЖ ЕТЖ. l 
如 MM=1,9 二 1, 并 且 材 料 基线 性 硬化 性 质 ,6, 一 oo 十 ke?。 这 时 从 该 式 可 以 方便 地 得 到 
@* — G, — Ат? 


2600 + В) + 240" 


其 中 2" ETH = (15, + 2GAe;! 


如 前 所 述 ,广义 中 心 点 是 隐 式 算法 ,可 以 避免 切 向 预测 法 中 所 包含 的 不 “ 致 性 ,因此 
不 需要 径 向 返回 的 步 又 。 同 时 在 9 之 地 的 情况 下 ,通常 不 需要 采用 子 增 量 方法 , 即 可 达到 
工程 所 要 求 的 计算 精度 ,因此 广义 中 心 法 近年 来 受到 广泛 的 重视 ,并 被 很 多 研究 工作 所 采 
用 。 但 是 也 正如 前 面 所 指出 的 , 它 的 计算 精度 不 仅 与 0 的 到 值 有 关 , 而 且 与 问题 的 载荷 特 
点 及 载荷 增 量 的 大 小 有 关 。 有 时 为 达到 一 定 的 精度 要 求 ,需要 通过 多 次 的 试验 和 比较 ,这 
是 数值 方法 的 共同 特点 。 

由 于 本 构 方程 的 积分 ,在 每 一 增 量 步 的 每 一 次 选 代 以 后 ,对 于 单元 内 的 每 -高 斯 积分 
点 都 要 进行 ,不 仅 计算 工作 量 很 大 ,而 且 影响 到 整个 解 的 稳定 性 和 可 靠 性 ,因此 本 构 方程 
积分 方案 的 研究 一 直 受 到 广泛 的 重视 。 文 [2],[3],[4] 的 工作 中 提出 了 理想 漳 塑 性 ,运动 
硬化 及 各 向 同性 材料 本 构 方程 的 精确 积分 或 渐 近 积分 ,在 精度 和 效率 上 显著 改进 了 现行 
的 数值 积分 方法 。 最 近 H. K. Hong 等 人 进一步 研究 了 热 弓 塑性 本 构 方程 的 积分 方案 '"。 
他 们 将 问题 归结 为 标量 的 初 值 问题 ,虽然 仍 需 要 利用 Runge-Kutta 数值 积分 方法 求解 ， 
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(15.5. 74) 


但 是 在 同样 精度 要 求 条 件 下 ,计算 效率 较 之 前 述 的 数值 积分 方案 有 大 幅度 的 提高 .有 兴趣 
读者 可 参考 有 关 文 章 ，。 


15.5.4 ЛИЕ ВЕ АУТА 


ЗЕРО ЕЕЕ EOS IB RRT 4. 6 节 中 在 讨论 如 何 选 择 弹性 刚度 矩阵 数值 
积分 的 阶 次 时 所 提出 的 “ 般 原 则 仍然 适用 而 外 ,还 有 -- 些 新 的 因素 需要 考虑 。 


首先 是 单元 刚度 矩阵 | B''DBdV HRK ЖР 不 再 是 常数 ,这 就 提高 了 被 积 


函数 B ‘DB 的 阶 次 。 为 了 保证 积分 的 精度 ,数值 积分 的 阶 次 应 作 相 应 的 提高 。 通 常 弹 塑性 
刚度 矩阵 的 积分 阶 次 要 比 弹 性 刚度 矩阵 高 1~2 阶 。 

有 时 还 应 考虑 的 另 一 因素 是 ,通常 情况 下 总 是 单 元 边界 的 材料 先进 入 塑性 ,但 是 
Gauss 积分 方法 不 包含 布置 在 边界 上 的 积分 点 。 因 此 采用 Gauss 积分 方法 将 不 能 准确 地 
判断 单元 开始 进入 塑性 的 时 刻 , 从 向 影响 计算 的 精度 。 当 必须 考 碟 此 因素 时 ,可 以 采用 
Labatto 积分 方法 , 它 是 一 种 利用 不 等 间距 内 播 , 且 包括 边界 积分 点 的 数值 积分 方法 。1.a- 
batto 方法 的 求 积 公式 如 下 : 


[пае дол D + EPSE АРРА) (15.5.75) 
-1 кш? 


其 中 = 是 积分 阶 数 ,( 一 1,1) 是 积分 的 区 间 。3 一 8 阶 Labatto MARRE 2? 和 权 系 数 
AP MÆ 15.1. 


Ф 15-1 
积分 阶 次 п 取样 点 б? МЖ д 
з +1 0. 33333333 
0 1.33333333 
| +1 0. 16666667 
+0, 44721360 2. 83333333 
+1 0. 10000000 
5 +0. 65465367 0, 54444444 
0 0. 71111111 
+1 0. 08666667 
6 +0. 76505532 0, 37847496 
士 0. 28523152 0. 55485838 
+1 0. 04761904 
7 2-9. 83022390 0. 27682604 
+0. 46884879 0. 43174538 
0 5. 48761904 
+1 0. 03571428 
8 +0. 87174015 0, 21070422 
+0. 59170018 0. 34112270 
+0, 20929922 0. 41245880 
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H 受 均 匀 分 布 载荷 .两 端 简 支 ,由 理想 弹 塑 性 材料 构成 的 梁 如 图 15. 17 所 示 。 由 于 
左右 对 称 ,在 半 器 内 用 8 个 20 结 点 的 三 维 等 参 元 可 以 得 到 弹性 问题 的 精确 解答 ， 因 为 洛 
厚度 方向 应 变 族 性 分 布 ,只 需 一 个 单元 。 直 至 塑性 出 现 以 前 ,应 力 沿 厚度 方向 也 是 线性 分 
布 的。 而 能 否 正 确 地 反映 单元 内 各 处 开始 进入 电 性 的 时 刻 取决 于 数值 积分 点 的 选择 。 在 
图 15. 18 上 表示 出 不 同 阶 Labatto 积分 对 计算 结果 的 影响 以 及 Labatto 积分 和 Gauss m 
分 的 比较 。 在 摩 度 方向 布置 8 个 Labatto 积分 点 的 计算 结果 和 解析 解 比 较 ,误差 在 15435 
围 之 内 .另外 由 于 Labatto 积分 包括 边界 积分 点 ,可 以 精确 地 判断 截面 上 下 表面 开始 进入 
塑性 的 时 刻 , 因 此 相同 数目 的 积分 点 数 ,Labatto 积分 比 Gauss 积分 的 结果 要 更 精确 
- J 


20.60.7 0.8 0.91.0 
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-pia 
e= FA ғ | 
图 15.17 ЖЕНУ ЕЛ Р 15.18 У Е 
其 有 限 元 模型 (L-n? 和 (G-n)? 表 示 沪 粱 高 度 Labatto 和 Gauss 
BAHAR n. w НЕН ЕШ АНЫ. 


om 为 屈服 应 力 


15.5.5 线性 方程 组 的 求解 


从 前 面 讨论 已 知 ,在 利用 切线 刚度 法 进行 结构 弹 塑 性 有 限 元 分 析 时 ,对 于 每 一 增 量 
步 ,一 般 需 要 求解 一 系数 有 所 变化 的 线性 代数 方程 组 ,但 是 这 种 变化 通 当 限于 系数 矩阵 的 
局 部 区 域 ,这 是 由 于 结构 即使 到 达 失 效 阶段 ,通常 大 部 分 区 域 还 保持 为 弹性 状态 ,针对 这 
种 特点 , 现 已 提出 了 不 少 旨 在 提高 计算 效率 ,降低 计算 费用 的 算法 。 

1. 子 结构 法 

该 算法 的 基本 点 是 将 结构 在 加 载 过 程 中 保持 为 弹性 的 区 域 和 可 能 进入 塑性 的 区 域 划 
分 为 不 同 的 子 结构 。 各 子 结构 内 部 自由 度 凝 化 后 组 成 的 结构 刚度 矩阵 的 阶 数 将 比 原来 束 
个 结构 的 自由 度数 小 得 多 。 对 于 每 一 载荷 增 量 , 弹 性 子 结构 的 刚度 籍 阵 保持 不 变 。 计算 工 
作 莉 缩减 为 各 弹 塑 性 子 结构 的 刚度 矩阵 以 及 阶 数 较 低 的 总 体 刚 度 矩 阵 的 重新 形成 和 分 
解 ,如 果 能 对 结构 可 能 进入 塑性 的 区 域 事先 有 较 准确 的 估计 ,即使 进入 塑性 的 区 域 分 散在 
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结构 的 不 同 区 域 ,使 用 此 法 也 是 比较 适宜 的 .但 如 果 事 先 对 可 能 进入 塑性 的 区 域 缺 乏 准 确 
的 估计 ,势必 为 避免 在 计算 中 发 生 麻 烦 , 将 可 能 进入 塑性 的 区 域 ,也 即 每 次 需要 重新 形成 
并 分 解 其 刚度 矩阵 的 子 结构 划 得 过 大 ,而 使 计算 效率 降 恢 。 另 外 ,即使 最 后 全 部 进入 塑性 
的 子 结构 ,在 载荷 的 开始 阶段 ,其 中 大 部 分 区 域 还 是 处 于 弹性 状态 ,这 时 这 部 分 刚度 矩阵 
的 重新 形成 和 分 解 ,实际 上 也 是 不 必要 的 。 

2 顺序 -逆序 修正 法 站 

这 是 基于 高 斯 消去 的 一 种 算法 , 它 的 基本 点 是 将 消 元 的 最 后 一 行 自动 调整 到 每 次 如 
载 时 塑性 区 域 边缘 所 对 应 的 行 号 上 ,从 而 将 刚度 算 阵 重新 形成 和 分 解 的 工作 量 压 冲 到 
最 小 。 

如 刚度 矩阵 采用 等 带宽 半 带 储存 ,如 图 15. 19ka) 所 示 , 并 指定 p 行 是 消去 的 最 后 一 
行 , 则 先进 行 p 一 1 次 哇 序 的 消 元 ,图 15. 19(6) 中 横向 实 线 表 示 经 p 一 1 次 消 元 后 有 所 变 
化 的 元 素 , 再 进行 4 一 p 次 逆序 消 元 ,并 仍 存 于 上 半 带 ,图 15. 19(c) 中 娶 向 实 线 表示 经 一 
次 递 序 消 元 后 有 所 变化 的 元 素 。 若 在 下 一 步 计 算 中 p fll p+-b—1 列 之 间 的 元 素 发 生变 
化 , 则 求解 方程 时 只 要 对 p 行 和 十 5 一 1 列 之 间 的 元 素 ( 即 图 15. 19(c) 上 横 线 和 竖 线 交 
又 所 构 戒 的 三 角形 ?进行 修改 就 可 以 得 到 解答 ,而 六 行 以 前 及 p 十 5 一 1 列 以 后 的 元 素 都 
RETE., 车 下 一 步 计算 中 G(<p) 行 和 瑟 (>>p 十 6 一 1) 列 之 闻 的 元 素 发 生变 化 , 则 只 要 
k G {тїп H 列 之 间 的 功 素 就 可 得 到 解答 ,而 G 行 以 前 ,H 着 以 后 元 素 保 持 不 变 ，-- 次 
求解 的 全 部 运算 操作 数 是 


2 
(H —с› “(РОМ + A) +3M + A) = (Н — С) M+ А) (15.5.76) 


AF b 是 二 维 带 状 怎 阵 的 半 带 宽 ,M 代表 乘除 法 运算 操作 ,4 代表 加 减法 操作 ,此 法 和 子 
结构 法 相 比 , 由 于 在 求解 过 程 中 能 自动 判定 弹 闻 性 区 域 ,基本 上 可 以 完全 避免 强 性 区 域 刚 
度 矩 阵 的 重新 形成 和 分 解 ,因此 这 种 算法 的 效率 是 明显 的 .同时 从 程序 编制 上 看 也 是 比较 
简单 的 。 此 算法 的 缺点 是 要 求 塑性 区 比较 集中 ,最 好 太一 G 之 间 不 要 包含 弹性 区 域 ,以 避 
第 不 必要 的 运算 ， 


(пі) (5) се) 


图 15.19 顺序 -逆序 修正 法 运算 执行 示意 图 
Ca) 着 的 上 半 带 储存 G) p 一 1 次 硕 序 消 元 后 的 上 (c) 再 经 4 一 记 次 道 序 消 元 后 的 下 


15.6 ЯЙ {| 


бі 分 析 一 轴 疝 受 玫 约束 的 承受 内 压 作用 的 厚 壁 圆 简 Do, 见 图 15. 20(a) ,材料 是 
4524. 


弹性 -理想 塑性 ,并 服从 V. Mises 屈服 条 件 , 尺 寸 和 材料 参数 为 a= 1. Ост ,2 一 2 Ост. Е = 
%;, 10* “пит? ,у--0. 3,6,--17, 32N лға”, ЖЕБЕЛІ В 15. 20(5) 所 示 , 在 厚度 方向 用 
4 个 8 结 点 轴 对 称 单元 ,刚度 盾 阵 采用 2X2 Gauss 积分 。 此 算 例 有 解析 解 ,所 以 为 弹 塑 性 
有 限 元 程序 提供 一 很 好 的 校 核 。 


1+ 


| i 
ы сіп 
8 š + 2 
| E 
12 
— í x cm: 24 
| 4 ! 


ќа) (b) 


图 15.20 (a) БАБЕ (5) 有 限 元 模型 


用 于 计算 的 加 载 方案 有 二 ， | | 
(1) 内 压 按 0.5MPa 分 级 单调 加 载 , 直 至 塑性 区 达到 厚度 的 3⁄4, 


(2) 压力 循环 变化 ,具体 是 
р = 0.0 — 10. 0 —= 12,5 — 0.0 —— 10, 0 —— 12, 5 — 0, 0MPa 


非 хе W (Hodge-White) 


Ë 10F 
š 
5 、 
Newton- Raphson 28 +É 
载荷 步 长 0. 5МРа 
5 е 弹性 刚度 进化 


载荷 步 长 0. 5MPa 


图 15. 21 单调 如 载 时 的 外 表面 径 向 位 称 
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第 一 加 载 方案 的 外 表面 径 向 位 移 如 图 15. 21 所 示 。 用 Newton-Raphson 迭代 积 弹 性 
常 刚度 迭代 得 到 的 结果 都 表示 在 图 上 . 这 些 结果 实际 上 和 Hodge 和 White 的 解析 解 是 一 
致 的 。Newton-Raphson 选 代 平 均 每 -* 步 需要 1.6 А, ДӘРІ? 次 重新 形成 和 分 解 刚 
度 和 矩阵 。 常 刚度 迭代 平均 每 步 需 要 9 次 迭代 ,但 刚度 和 矩阵 只 形成 和 分 解 一 次 。 

р= 12. 5Mpa 时 (塑性 区 达 厚 度 的 1/2) 的 应 力 分 布 如 图 15. 22(a) , (8)。 再 次 表 表 有 
限 元 解 和 Hodge 等 的 解析 和 解 是 一 致 的 。 


> 
Newton-Raphson = \ 


I it 4t Hodge-White Bë 
. ЖИЯК N 


A i 1 | .= 
1.01.2 1.4 1.6 1.8 2.0 


了 


Е] 
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1.01.2541.6 1.8 20 + 
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图 15.22 (а) ЈАТ (оқымай 


РЖ а, HKH T ЧЕНИНЕ. КЕНІН {ЕТЕУ ПЕ 15. 23 所 示 ， 


А/МРа 


576 图 15.23 箱 环 如 载 时 的 外 表面 径 疝 位 移 


此 算 例 还 采用 规定 “本 步 刚度 参数 ”的 变化 量 以 控制 载荷 增 量 方法 (15. 5. 2 节 ) 对 单 
调 加 载 方案 进行 了 计算 ,只 用 了 5 个 载荷 增 量 步 又 就 最 后 算出 极限 载 区 ,与 解析 解 相 差 仅 
0.7%, 说 明 改 进 算法 对 非 线 性 有 限 元 分 析 是 很 重要 的 。 

例 2 图 15.24(a) 所 示 为 一 具有 接管 受 内 压 的 球形 压力 容器 ,在 图 必 ) 中 给 出 了 接管 
球 壳 联结 附近 区 城 的 单元 划分 和 塑性 区 分 布 . 随 着 压力 的 升 高 , 型 性 区 从 接管 各 球 壳 的 交 
界面 附近 逐步 扩大 , 即 两 端 分 别 向 接管 和 球 帝 方向 发 展 , 计 算 采 用 规定 “本 步 刚 度 参 数 "的 
变化 量 以 自动 选择 载荷 步 长 (A 加 一 户 /3,Ag 一 0.1) ,每 增 量 步 长 开始 时 部 分 地 重新 形成 
和 分 解 刚度 抢 阵 ,然后 进行 常 蜀 度 适 代 , 共 进 行 ? 个 增 量 步 ,达到 极限 载荷 。 全 部 CPU 时 
间 仅 为 求解 同一 弹性 问题 的 8 倍 . 这 里 除 总 的 增 量 步 和 迭代 次 数 较 少 而 外 ,还 采用 了 顺序 
ЕВ ,省 去 了 刚度 矩阵 弹性 区 域 的 重新 形成 和 分 解 时 间 。 


Е = 29120000 М/ сап! 
» = 0,3 

т = 40540 Муст" 
KEENE 


802,8 
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图 15. 24 (a) 有 接管 的 球形 容器 (6 接管 区 的 塑性 区 扩展 


15.7 小 结 


材料 非 线性 问题 有 限 元 分 析 的 基本 问题 有 两 个 方面 ;材料 本 构 关系 及 其 积分 方法 利 
非 线性 方程 的 解法 。 
关于 材料 本 构 关系 ,在 有 限 元 分 析 中 普 记 采用 的 是 增 量 型 本 构 关系 ,重要 的 是 如 何 依 
据 塑性 力学 的 基本 法 则 ( 届 服 准则 ,流动 法 则 和 硬化 规律 ) 导 出 它 在 各 种 应 力 状态 中 的 和 
阵 表示 。 与 之 相关 的 另 一 要 点 是 如 何 想 据 已 得 的 位 移 增 量 积分 本 构 方程 以 获得 新 的 应 力 
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应 变 状态 。 

关于 非 线 性 方程 的 求解 方法 涉及 到 三 个 基本 步骤 :求解 (线性 化 ) 方 案 的 选择 .线性 化 
方程 组 (每 个 增 基 步 中 , 它 的 系数 算 阵 局 部 有 所 变化 ) 的 求解 以 及 新 的 弹 塑 性 状态 的 决定 
和 收敛 准则 的 检验 。 与 第 一 个 步骤 相关 的 还 有 载荷 步 长 自动 选择 的 方法 。 

虽然 弹 塑 性 有 限 元 分 析 从 60 年 代 开 始 被 研究 和 应 用 以 来 ,至 今 已 相当 成 熟 , 本 章 所 
介绍 的 即 是 其 通常 被 采用 的 内 容 .但 是 为 提高 分 析 的 能 力 以 及 求解 欧 精 度 和 效率 ,就 是 这 
些 基 李 内 容 仍 有 很 多 研究 工作 在 进行 。 特 别 是 本 章 讨 论 的 主要 是 限于 静 力 载荷 作用 下 的 
弹 塑 性 增 量 分 析 ,, 昌 然 它 的 基本 义理 和 方法 对 于 其 它 材料 非 线性 分 析 和 下 一 章 讨论 几何 
非 线性 分 析 具 有 普遍 适用 的 意义 ,但 是 由 于 不 同 问题 的 各 自 特 殊 性 , 单 就 广义 的 材料 非 线 
性 有 限 元 分 析 而 言 , 仍 有 很 多 问题 的 研究 对 于 有 限 元 方法 的 发 展 和 应 用 是 有 重要 意义 的 。 

除 弹 凑 性 而 外 的 科 料 非 线 性 问题 ,例如 热 弹 塑性 - 虹 变 问题 . 粘 弹 塑性 问题 等 ,由 于 同 
时 涉及 独立 于 时 闻 和 依赖 于 时 间 的 两 类 非 弹 性 变形 以 及 本 构 方程 的 高 度 非 线性 ,无 论 是 
其 本 构 方 程 的 建立 和 它 的 积分 方法 ,还 是 非 线 性 方程 组 的 求解 方法 都 远 比 通常 的 弹 塑 性 
分 析 困 难得 多 。 有 大 量 研究 工作 的 报告 和 论文 可 以 参考 , 因 超 出 本 书 内 容 ,这 里 不 一 一 介 
%. 

关于 弹 塑 性 动力 问题 ,原则 上 可 以 采用 在 第 14 章 讨论 的 关于 弹性 动力 问题 的 各 种 方 
法 进行 分 析 。 但 由 于 此 时 刚度 矩阵 是 依赖 于 变形 历史 的 ,也 带 来 一 些 应 平 注意 的 问题 ,这 
将 在 下 一 章 包括 几何 非 线性 在 内 的 一 般 非 线性 问题 的 动力 分 析 中 一 并 讨论 ， 

最 后 指出 一 点 ,由 于 弹 塑 性 增 量 分 析 具 有 普遍 的 适应 性 , 即 它 可 以 用 于 复杂 的 加 载 方 
式 和 加 载 路 径 ,因此 作为 有 限 元 通用 程序 ,现在 差不多 无 例外 的 采用 增 量 分 析 但 是 实际 
工程 中 有 很 多 问题 加 载 方式 和 路 径 是 比较 简单 的 ,在 本 章 讨论 载荷 增 量 步 长 自动 选择 时 
(15.5.2 节 )， 实 际 上 也 已 对 此 作 了 简化 的 假设 ( 见 (15, 5. 14) 式 )。 在 此 情况 下 ,如 果 只 涉 
及 单调 加 载 ,采用 基于 塑性 力学 形变 理论 的 全 量 分 析 呈 可 以 使 问题 大 为 简化 ,计算 程序 的 
长 度 和 计算 工作 量 都 大 大 缩减 .大量 算 例 , 包 括 爱 内 压 作 用 的 三 通 接管 这 样 比较 复杂 的 结 
构 的 计算 表明 ,用 此 简化 方法 可 以 得 到 和 详细 增 量 有 限 元 分 析 符合 得 非常 好 的 结果 ,而 计 
算 量 仅 为 详细 分 析 的 百 分 之 几 。 


УЖ 题 


15.1 一 维 弹 塑性 问题 如 图 15. 25(e) 所 示 , 作 用 于 中 间 截 曾 的 轴 向 力 P — 30 材料 性 
质 如 图 15. 25(5) ,分 别 用 直接 选 代 法 ,N-R 法 和 mN-R 法 求解 (4 = 4,1), 

15.2 用 增 量 法 求解 题 15. 1。 对 于 以 下 两 种 加 载 方案 : 

(1) 0—15—20-=25—-30 

(2) 0—16—24—30 
分 别 用 有 平衡 校正 和 无 平衡 校正 的 Euler 法 计算 。 

15.3 分 别 用 有 加速 收 剑 和 无 加 速 收 和 伍 的 常 刚度 迁 代 法 求解 题 15. 2 的 问题 * 每 个 增 
量 步 不 采用 平衡 校正 ,但 规定 不 平衡 允许 误 差 为 0, 1, 

15.4 证 明 (15. 3.19) 式 。 

4528: 


15.5 证 明 (15. 3. 24) 式 。 

15.6 导出 平面 应 力 问 题 运 动 硬化 情况 的 本 构 定 阵 D., 

15.7 导出 (15. 3. 81) 式 和 (15. 3.82) 式 。 

15.8 证 明 : 如 果 应 变 偏 最 的 增 量 Aej 和 应 力 偏 量 ;的 方向 相同 , 则 按 切 向 预测 得 到 
的 应 力 是 在 屈服 面 上 。( 提 示 :证 明 iAs|=AR 即 达 到 和 目的) 
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第 16 章 ”几何 非 线 性 向 题 的 有 限 单元 法 
1615 е 


EAKATE ПА cH , ЖЕЛЕ ЖСР E ЕТ, ВБА ИНЕ БТ Ж Е u 8536 Л 
于 物体 自身 的 几何 尺度 ,应 变 远 小 于 1。 在 此 前 提 下 ,建立 物体 或 微 元 体 的 平衡 条 件 时 可 
以 不 考虑 物体 的 位 置 和 形状 (简称 位 形 ) 的 变化 , 国 此 分 析 中 不 必 区 分 变形 前 和 变形 后 的 
位 形 。 同 时 在 加 载 和 变形 过 程 中 的 应 变 可 用 一 阶 无 穷 小 的 线性 应 变 进 行 度量 。 

实际 上 ,我 们 会 遇 到 很 多 不 符合 小 变形 假设 的 问题 ,例如 板 、 党 等 薄 壁 结构 在 一 定 载 
荷 作用 下 ,尽管 应 变 很 小 .甚至 未 超过 弹性 极限 ,但 是 位 移 较 大 ,材料 线 元 素 有 较 大 的 转 
动 。 这 时 必须 考虑 变形 对 平衡 的 影响 , 即 平衡 条 件 应 建立 在 变形 后 的 位 形 上 ,同时 应 变 胡 
达 式 也 应 包括 位 移 的 二 次 项 这 样 一 来 ,平衡 方程 和 几何 关系 都 将 是 非 线 性 的 。 这 种 由 于 
大 位 移 和 大 转动 引起 的 非 线性 问题 称 为 几何 非 线性 问题 .和 材料 非 线性 问题 一 祥 ,几何 非 
线性 问题 在 结构 分 析 中 具有 重要 意义 。 例 如 在 平板 的 大 挤 度 理论 中 ,由 于 考虑 了 中 面 内 荡 
膜 方 的 影响 ,可 能 使 得 按 小 撞 度 理论 分 析 得 到 的 找 度 有 很 大 程度 的 缩减 ,再 如 在 薄 壳 的 过 
屈曲 何 题 中 ,载荷 到 达 一 定 的 数值 以 后 , 搅 度 和 线性 理论 的 预测 值 比较 ,将 快速 址 增加。 

实际 中 还 有 嚼 一 类 并 何 非 线性 问题 ,例如 金属 的 成 型 、 神 皮 型 材料 受 载荷 作用 ,部 可 
能 出 现 很 大 的 应 变 , 这 时 除了 采用 非 线 性 的 平衡 方程 和 几何 关系 而 外 ,还 需要 引入 相应 的 
应 力 应 变 关系 ,尽管 对 于 后 一 问题 材料 通常 还 处 于 弹性 状态 ,当然 很 多 大 应 变 问题 是 和 材 
料 的 非 弹 性 性 质 联系 在 一 起 的 。 

早期 几何 非 线 性 有 限 元 分 析 基 本 上 也 是 线性 分 本 的 扩展 ,针对 各 个 具体 问题 进行 分 
析 . 近 年 来 基于 非 线性 连续 介质 力学 原理 的 有 限 元 分 析 有 很 大 发 展 , 可 以 包括 所 有 非 线性 
因素 ,同时 结合 等 参 元 的 应 用 ,可 以 得 到 统一 的 一 般 非 线性 分 析 的 表达 格式 ,并 已 有 效 地 
应 用 于 广阔 的 领域 。 

在 涉及 几何 非 线 性 问题 的 有 跟 单 元 法 中 ,通常 都 采用 增 量 分 析 方 法 。 它 基本 上 可 以 采 
用 两 种 不 同 的 表达 格式 。 第 一 种 格式 中 所 有 和 静 力 学 和 运动 学 变量 总 是 参考 于 初始 位 形 , 即 
在 整个 分 析 过 程 中 参考 位 形 保 持 不 变 , 这 种 格式 称 为 完全 的 Lagrange 格式 。 另 一 种 格式 
中 所 有 静 力 学 和 运动 学 的 变量 参考 于 每 一 载荷 或 时 间 步 长 开始 时 的 位 形 , 即 在 分 析 过 程 
中 参考 位 形 是 不 断 被 更 新 的 ,这 种 格式 称 为 更 新 的 Lagrange 格式 。 在 通用 的 有 限 元 分 析 
程序 中 ,通常 同时 包括 这 两 种 格式 ,使 用 时 可 以 根据 所 分 析 癌 题 及 材料 本 攀 关 系 的 具体 特 
点 和 形式 选择 最 有 效 的 格式 。 

本 章 2,3,4,5 节 分 别 讨 论 大 变形 情 现 下 应 变 和 应 力 的 度量 ,几何 非 线 性 同 题 的 表达 
格式 ,有限 元 矩阵 方程 的 具体 形式 和 解法 以 及 大 变形 情况 下 的 本 构 关 系 等 问题 .最 后 列 出 
堵 干 实例 ,用 以 证 实 有 限 元 分 析 所 具有 的 广泛 适应 性 并 对 不 同 格式 作 了 比较 。 
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16.2 大 变形 情况 下 的 应 变 和 应 力 的 度量 
16.2.1 应 变 的 度量 


考虑 一 在 固定 的 币 卡 儿 堂 标 系 内 的 物体 ,在 某 种 外 力 的 作用 下 连续 好 改变 其 位 形 ,如 
图 16. 1 ж. Жеті 1,2.3) 表 示 物 体 处 于 0 时刻 位 形 内 任 一 点 P Bin, I° z + dex, 
л Р ЖАННИ О 点 在 0 时 刻 位 形 内 的 坐标 。 其 中 左上 标 表示 什么 时 刻 物体 的 位 
形 。 

由 于 外 力 的 作用 ,在 以 后 的 某 个 时 刻 ,物体 运动 并 变形 到 新 的 位 形 。 用 ' е, 
A| Р 入 点 在 1 时 刻 位 形 内 的 坐标 ,我 们 可 以 将 物体 位 形 的 变化 看 作 是 从 ?xz, Piz, 
的 一 种 数学 上 的 变换 。 对 于 某 一 固定 的 时 刻 *, 这 种 变换 可 以 表示 成 

一 (16.2.1) 

根据 变形 的 连续 性 要 求 ,这 种 变换 必须 是 一 一 对 应 的 ,也 即 变 换 应 是 单 值 连续 的 , 同 

时 上 述 变 换 应 有 唯一 的 道 变换 ,也 即 存 在 下 列 单 值 连 续 的 道 变换 


°=; =° >, (ау "Ta 》 (16. 2. 25 
[rir atr, 
Petar) 
Рая) 
І 
> ш 
i 5 естен dit z.) 
t itay 
у 一 时间 ¿ + Az 的 位 形 


Qtdrr) 
Qx, dr,) 时 间 + 的 位 形 


时 间 浊 的 位 形 


~ 
© кы 
РА “тәл Кг, 
% - 
жу жу! Кү 


图 16.1 НҒЛФЕЖРНЕ ЖЫ RI 33 
利用 上 列 变换 ,可 以 将 d°x, 和 Фа 表示 成 


а, i а“ i 
dn = [SZ |z, ёт, = | SE] az, (16.2.3) 
引用 符号 
в __ ax; i Fr; 
Ж, = F? ij 一 Fr, (16.2.4) 


则 (16. 2. 3) 式 可 表示 成 
dz ==. т), dz, =, “ж; 
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其 中 左下 标 表示 该 量 对 什么 时 刻 位 形 的 坐标 求 导 数 , 右 下 标 “,” 后 的 符号 表示 该 量 对 之 求 


偏 导数 的 坐标 号 。 
利用 上 式 , 可 将 P ,Q 两 点 之 间 在 时 刻 0 和 时 刻 上 的 距离 "ds аз 表示 为 
Саз) = ах, д, = Zim E;n diz,d'=, (16. 2,5) 
人 (16. 2. 6) 


ИЕ ЕЛЕНЕ ERREKERI, BJA E B ЖЕ, Е ИГ ЖР ел, ВП 
(ds: — Cds)? = быт, д) а d° z; 


—2e,, d'r; d° z, (16.2.7) 
或 Eda — Cds? = (0,, — tai pta, pde d'z; 
= 28; dz «т, (16, 2.8) 
其 中 定义 了 两 种 应 变 张 量 , 即 
де = у тылы — 6) (16.2.9) 
“у = lo, да, 0,3) (16. 2.10) 


2 
ieu 称 为 Green-Lagrange 应 变 张 量 (以 后 简称 Green 应 变 张 量 ), 它 是 用 变形 前 坐标 表示 
У, BH УЕ Lagrange 坐标 的 函数 .ii 称 为 Almansi 应 变 张 量 , 它 是 用 变形 后 坐标 表示 的 ， 
ЕЖ Euer 坐标 的 函数 。 其 中 左下 标 表 示 用 什么 时 刻 位 形 的 坐标 表示 的 , 即 相 对 于 什么 
位 形 度量 的 。 
这 两 种 应 变 张 有 量 之 间 的 关系 可 以 利用 (16. 2. 3) 式 队 (16.2.7) 和 (16. 2.8) 式 导出 


ШЕ TE PZ, 06м (16.2.11) 
аб, == аль, 024,3 18м (16.2. 12) 

为 得 到 应 变 和 位 移 的 关系 ,可 引入 位 移 场 
и; “хл —° =, (16,2.13) 


'u 表示 物体 中 一 点 从 变形 前 (时 刻 0) 位 形 到 变形 后 (时 刻 幻 位 形 的 位 移 , 它 可 以 表示 为 
Lagrange IRH Bs 39 ,也 可 以 表示 为 Euler 坐标 的 函数 。 从 上 式 可 得 


5; == б) Бом; (16.2.14) 

和 іт; == 0, --іш; (16.2. 15) 
将 它们 代入 (16,. 2,9) 和 (16. 2.10) 式 就 可 得 到 

в, = у бш, lu ша шыр (16. 2. 16) 

Ey = + Cu, +; Шан ТЕ?) (16.2. 17) 


当 位 移 很 小 时 ,上 式 中 位 移 导 数 的 二 次 项 相对 于 它 的 一 次 项 可 以 忽略 ,这 时 Green 应 
变 张 量 e Rl Almansi 应 变 张 量 ;es 都 简化 为 小 位 移 情 况 下 的 无 限 小 应 变 张 量 sj, 它们 之 
间 的 差别 也 消失 了 , 即 
06: 一 to == Ey (16.2. 18) 
另外 ,从 (16. 2. DHAS. 2. 8) 式 可 以 看 到 ,在 大 变形 情况 下 , С45)2— Са) =0 意味 
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Жіеу-0 和 :的 一 0, 反 之 亦 然 , 即 物体 为 刚体 运动 的 必要 而 充分 的 条 件 是 gsy 和 入 的 所 有 分 
量 到 处 为 零 。 

最 后 应 指出 ,由 于 Green 应 变 张 量 是 参考 于 时 间 0 的 位 形 ,而 此 位 形 的 誉 标 "x; (i 二 1， 
2,3) 是 男 结 于 材料 的 随 体 坐标 , 当 物 体 发 生 刚 体 转 动 时 , 微 线段 的 长 度 ds 不 变 , 同 时 а, 
也 不 变 ,因此 联系 ds 变化 和 d'z 的 Green 应 变 张 量 的 各 个 分 量 也 不 变 。 在 连续 介质 力学 
中 称 这 种 不 随 了 刚体 转动 的 对 称 张 量 为 客观 张 量 。Green 应 变 张 量 的 上 述 性 质 还 可 以 通过 
算 鲍 (习题 16.2) 加 以 进一步 验证 。 此 性 质 对 今后 建立 本 构 关系 是 十 分 重要 的 。 


16. 2. 2 应 力 的 度量 


在 大 变形 问题 中 ,是 用 从 变形 后 的 物体 内 截取 出 的 微 元 体 来 建立 平衡 方程 和 与 之 相 
等 效 的 虚 功 原理 的 ,因此 首先 在 从 变形 后 物体 内 截取 出 的 微 元 体 ( 如 图 16. 2 右 图 所 示 ) 上 
面 定义 应 力 张 量 , 此 应 力 张 量 称 为 Euler 应 力 张 量 , 玫 '5, 表 示 , 此 应 力 张 量 有 明确 的 物理 
意义 ,代表 真实 的 应 力 . 然 而 在 分 析 过 程 中 ,我 们 必须 联系 应 力 和 应 变 , 如 应 变 是 用 变形 前 
坐标 表示 的 Green 应 变 张 量 , 则 需要 定义 与 之 对 应 的 , 即 关于 变形 前 位 形 的 应 力 张 量 ， 


P= АЕ 


图 16.2 j Nb) E t 


变形 后 位 形 'PQ'R'S 面 上 的 应 力 是 d7/dS ,假设 相应 的 变形 前 位 形 的 *PoQoReS 面 上 
МА 2 Жеат/%45,Жғға5 Жаз 分 别 是 变形 前 和 变形 后 的 面积 微 元 .dr Жат 之 间 
的 相应 关系 可 以 任意 规定 ,但 是 必须 保持 数学 上 的 一 致 性 ,通常 有 以 下 两 种 规定 (参看 图 
16.30 

1. Lagrange 规定 : 

Т ат, (16. 2.19) 
上 式 规 定 变形 前 面积 微 元 上 的 内 力 分 量 和 变形 后 面积 微 元 上 的 内 力 分 量 相等 。 

2. Kirchhoff HE; 

ATO =p dT; (16.2. 20) 
ERRET ORAT 用 和 变换 dz 一 ?zi de 相同 的 规律 相 联 系 ， 
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16.3 二 维 情 况 Lagrange 和 Kirchhoff 应 力 规 定 的 示意 图 


国 为 是 变形 后 位 形 的 应 力 分 量 , 所 以 有 如 下 关系 式 
4Т,-т, ‘vy, dS (16. 2. 21) 
其 中 必 是 面积 微 元 dS БАНГА. 
将 类 但 于 上 式 所 表示 的 关系 用 于 变形 前 的 位 形 ,可 具体 定义 两 种 应 力 张 量 。 如 用 La- 
grange 规定 , 则 有 
Т =p. t, AS =*AdT, (16. 2. 22) 
如 用 Kirchhoff 规定 , 则 有 
ат! 1-55, "dS --2г,, dT; (16. 2. 23) 
其 中 " 是 变形 前 面积 微 元 "dS ЕЕ risk оТ 5, РВК Ж — КТЕ ТЖ Pi- 
ola-Kirchhoff 应 力 张 量 , 有 时 又 分 别称 为 Lagrange 应 力 张 量 和 Kirchhoff 应 力 张 量 。 左 
Ег 表示 应 力 张 量 是 属于 变形 后 (时 刻 四 位 形 的 ,左下 标 0 表示 此 量 是 在 变形 前 (时 刻 
0) 位 形 内 度量 的 。 
为 了 得 到 rw, 这些 应 力 张 量 之 间 的 关系 ,必须 先 确定 45d5 9,095 之 间 的 关 
ғ. 考虑 变形 后 位 形 内 的 二 条 线 元 素 d'y(d'r, |, d: z; drp FA ёх (ёт, «бл „бхз? ,变形 前 位 
形 内 和 它们 相应 的 是 ахах, „аз оху) xea irr). Ш бх $I Sr 为 边 的 平 
行 四 边 形 的 面积 'q3 可 借助 于 排列 符号 表示 成 


“45 = ep d ‘ry дт, (16. 2. 24) 
ЭДИК ах 和 jx 形成 的 平行 四 边 形 面积 "dS 可 表示 为 
%, 445 = е, xj б re = ee 22), Pai a іл, бл; (16. 2. 25) 


其 中 


1 Cj 或 2,3,1 或 3,],?) 


0 G= Јај = kR k = i) 
ijk -| 
--1 (ijk = 3,2.1 32 2,1,3 %1.3,2) 
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ИЯ ЖЕ? ,并 利用 行列 式 定 义 ， 


Bik Жуу Tjo Ота = By det | 22; | (16. 2. 26) 
和 质量 守恒 定律 
|, 'o'dV = |, оозду = |, so det | tr dy 
即 E = det | ern | (16. 2. 27) 
Со 和 4 分 别 是 变形 前 位 形 和 变形 上 后 位 形 的 材料 密度 简化 结果 ,可 以 得 到 
2.) "М 548 一 Lens d'r. бау = £ 445 (16. 2. 28) 
所 以 从 (16. 2.22), (16.2. 2D ACG. 2.28) 式 .可 以 得 到 
от, 一 2 КО ы (16. 2. 29) 
е 
类 伺 地 ,从 (16. 2. 23), (16. 2. 21) (16. 2.28) 式 ,可 以 得 到 
b 
ызы = 5 ҮН КЕЛ ‘Tag (16. 2, 30) 
JA (16. 2, 29) 和 (16. 2.30) 式 可 见 
56, = T; pi (16. 2. 31) 
XE 8U Ж. 
б, =; Zi Epy Q; =Z, ішу) (16. 2. 32) 
Ати арр КЖ = ЛУ КЕНЕ 
Тт; = 而 оты = Я Га ЫС, 59 pa 
27); =0 02, (16. 2. 33) 


从 (16. 2. 29) 式 可 见 Lagrange КТ, АР ВЕРА ТЫ ЗЕ ЕЛУ ЛЫ 
关系 ,因为 应 变 张 量 总 是 对 称 的 ,而 从 (16. 2.30) 式 可 见 KKirchhoff 应 力 张 量 ,S, 是 对 称 的 ， 
所 以 更 适用 于 此 目的 。 从 此 式 还 可 以 看 到 ,在 小 变形 情况 下 ,由 于 yz ад, орол КЕ 
可 以 忽略 5S5 和 '*z 之 间 的 善 别 ,它们 都 晓 化 为 工程 应 力 а, 

还 应 指出 , 按 Kirchhoff 规定 ,联系 变形 前 后 面积 微 元 "dS 和 :ds E ЕШ Jar, 
AAT: 的 关系 式 (16. 2. 20) 式 与 联系 变形 前 后 线段 微 元 da 和 dx 的 关系 式 (16, 2. 3) 式 
是 相同 的 。 因 为 物体 发 生 刚体 转动 时 ,参考 于 时 间 0 位 形 的 d'es dS REER IE, A 
HdT: 以 及 通过 (16. 2. 23) 定 义 的 Kirchhoff 应 力 张 量 58, 也 不 随 刚体 转动 而 变化 .这 就 是 
说 ,5 和 ss 一 样 也 是 客观 张 量 。 它们 构造 成 描述 材料 本 构 关系 的 一 个 适当 的 匹配 , 这 将 在 
16. 5 节 进 一 步 讨论 。 关 于 应 力 张 量 5$; 的 上 述 性 质 也 可 通过 运算 进一步 加 以 验证 。 

从 前 一 章 材料 非 线性 问题 的 讨论 中 ,已 经 知道 ,对 于 依赖 于 材料 变形 历史 的 非 弹 性 问 
题 , 通 常情 况 下 需要 采用 增 量 理论 进行 分 析 。 其 中 材料 本 构 关 系 应 采用 微分 型 或 速率 型 
的 。 正 让 于 此 ,在 连续 介质 力学 中 还 定义 了 - -种 其 分 量 不 随 材料 刚体 转动 而 变化 的 速率 型 
的 应 力 张 量 。 这 就 是 以 下 引出 的 Jaumann 应 力 速率 张 基 oi, 

一 (16. 2. 34) 
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ң ЕН. "表示 对 时 间 的 导数 ,5 是 旋转 张 量 ， 
t _ 1 д'и, a'u, | _ 1 ©. 
ШЕТІ FE] = > Cu 
它 的 物理 意义 是 表示 材料 的 角速度 。 
Љ (16. 2. 34) 式 可 抑 ,Jaurmann 应 力 速率 张 量 是 对 称 张 量 。 同 时 可 以 验证 它 是 不 随 材 
料 微 元 的 刚体 旋转 而 发 生变 化 的 客观 张 量 。 它 和 Kirchhoff 应 力 张 量 的 不 同 点 在 于 后 者 
是 全 量 型 的 ,而 它 是 速率 型 ,因此 适合 于 建立 速率 型 本 机 关系 的 要 求 。 和 它 对 侦 的 应 变速 
率 张 量 是 


tti) (16. 2. 35) 


= L| 2 | = LO, ышы (16.2.36) 


‚ ди, 
б; = St Голи 
7 20g; Fr; 


;也 是 对 称 的 , 且 为 不 随 材料 微 元 的 刚体 旋转 而 发 生变 化 的 客观 张 量 。 还 诺 指出 ‚о Ra, 
在 物理 上 分 别 代表 真 应 力 和 真 应 变 的 瞬时 变化 率 。 


16.3 几何 非 线性 问题 的 表达 格式 


在 涉及 几何 非 线 性 问题 的 有 限 单 元 法 中 ,通常 都 采用 增 量 分 析 的 方法 ,这 是 因为 癌 题 
涉及 材料 非 线性 所 必需 的 ,即使 问题 不 包括 材料 非 线 性 ,为 得 到 如 载 过 程 应 力 和 变形 的 演 
变 历 忠 ,以 及 保证 求解 的 精度 和 稳定 ,通常 也 需要 采用 增 量 方法 求解 。 

考虑 一 个 在 管 卡尔 坐标 系 内 运动 的 物体 (参见 图 16. 1), 增 量 分 析 的 目的 是 确定 此 物 
体 在 一 系列 离散 的 时 间 点 0,A г,2А #… 处 于 平衡 状态 的 位 移 、 速 度 . 应 变 , 应 力 等 运动 学 
和 静 力 学 参量 。 现在 假定 问题 在 时 间 0 到 :的 所 有 时 间 点 的 解答 已 经 求 得 ,下 一 步 需 要 求 
解 时 间 为 t+At 时 刻 的 各 个 力学 量 。 这 是 一 典型 的 步 又 ,反复 使 用 此 步 台 ,就 可 以 求 得 问 
题 的 全 部 解答 。 


16.3.1 {ЮЕ 


ЖИЕН гу, ix(i 二 1,2,3) 描 述 物体 内 各 点 在 时 间 0, 时 间 t 和 时 间 十 A f 
的 位 形 内 的 坐标 。 交 伏地 用 'w 和 和 “560i 二 1,2,3) 表 示 各 质点 在 时 间 : 和 时 间 十 A 1 的 位 
移 , 即 


tr =°x, +u, 
Haig == 01, Pta 
所 以 从 时 间 * ЖЇНЇ ГЫ] ¿+A НЕНІ Б 
为 得 到 用 以 求解 时 间 # 十 At 位 形 内 各 个 未 知 变 量 的 方程 ,首先 建立 虚 位 移 原理 ,和 时 
间 z 十 4 上 位 形 内 物体 的 平衡 条 件 相 等 效 的 虚 位 移 原 理 可 表示 为 


| кот, ae Д ‘dV ==) (16. 3, 23 
tÅ t 


其 中 “和 @ 是 时 间 HA e 位 形 的 外 载荷 的 虚 功 


《16. 3.1) 
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на =| (Ша dm AS т mapitatfdu МАУ (16.3.3). 
+А 


在 以 上 两 式 中 бш РОИ 的 变 分 , 即 从 时 间 t 到 时 间 z+ Az УНИ 
В и, 的 变 分 。 ҮТТЕ КАРЛ ЖАУАР BJ E А, 


бё, ымен = б Уаш, 1 "Бақаны, - (16. 3.4) 


сәт ЕНЕ +A 位 形 的 Euler МОДА Main 分 别 是 时 间 +A z ЕВ. ЕЕ Fj 
一 位 形 内 度量 的 体积 和 面积 载荷 ,7 ass A 分 别 是 物 栖 在 aa 位 形 的 体积 、 
表面 积 和 质量 密度 。 

方程 (16. 3. 2) 式 不 能 直接 用 来 求解 ,因为 它 所 参考 的 时 间 *+ 十 At 位 形 是 未 知 的 .为 了 
得 到 解答 ,所 有 变量 应 参 蕉 一 已 经 求 得 的 平衡 位 形 , 原则 上 ,时 间 0,А4:,2А4 tne st SE 
已 经 求 得 的 位 形 都 可 作为 参考 位 形 ,但 在 实际 分 析 中 ,只 作 以 下 两 种 可 能 的 选择 ， 

1. 全 Lagrange Hz (Total Lagrange Formulation ,简称 T. L. 格式 ), 这 种 格式 中 所 
有 变量 以 时 间 0 的 位 形 作 为 参考 位 形 , 即 通常 所 谓 的 Lagrange 格式 。 

2， 更 新 的 Lagrange 格式 (Updated Lagrange Formulation 简称 U. L. 格式 ), 这 种 格 
式 中 所 有 变量 以 时 间 : 的 位 形 作 为 参考 位 形 。 因为 求解 过 程 中 参考 位 移 是 不 断 改 变 的 ,所 
以 称 为 更 新 的 Lagrange 格式 。 


16.3.2 全 Lagrange 格式 


在 此 格式 中 ,方程 (16. 3. 2? 和 (16. 3. 3) 式 被 转换 为 参考 物体 初始 (时 间 0 位 形 的 等 
效 形 式 。 也 即 方程 中 所 有 变量 都 是 以 初始 位 形 为 参考 位 形 。 
首先 引入 单位 初始 表面 积 上 的 等 效 载荷 m4 和 单位 初始 质量 上 的 等 效 载荷" 入 所。 
现在 先 慨 定 施加 于 物体 欧 面 积 载 荷 和 体积 载荷 是 不 依 束 于 物体 位 形 的 , 妈 载 荷 是 保守 的 ， 
则 有 
taita ds =t dS 
арта f, mady =p t f ау | (16.3.5) 
因为 质量 守恒 定律 (16. 2.27) 式 ,所 以 从 上 式 的 后 一 式 可 以 得 到 
аЛ, = f 
它 的 物理 意义 是 作用 于 单位 质量 的 体积 力 在 不 同位 形 中 保持 不 变 。 
再 参照 (16. 2. 9) 式 ,并 利用 (16. 3. 1)、(16. 3. 4) 等 式 可 以 得 到 


бөзі; = ETEN ыты; 一 б) 一 Q (+a es) treri базы, (16.3. 6) 
又 参照 (16. 2. 30) 式 可 以 得 到 
дү = 90 ы 


ЕМ: үү шаш, (16.3.7) 
р 
MERR Y S е, ЈЕВ РА :位 形 的 Kirchhotf 应 力 张 是 和 Green МЕ, 
并 都 是 参考 于 初始 位 形 度量 的 。 
将 以 上 各 式 一 并 代入 (186. 3.2) 和 (16, 3. 3? 式 , 则 可 得 到 和 物体 在 时 间 :十 At 位 形 、 但 


参考 于 初始 位 形 的 与 平衡 方程 相等 效 的 虚 位 移 原 理 
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| ran, дє, дү 一 人 (16.3.8) 
ty 


OE 按 下 式 计算 
ықта | еі; ди. "dS + | огр, би, “dV (16. 3.9) 
ts 


бу 


为 最 后 得 到 增 景 形式 的 求解 方程 ,引入 下 列 增 量 分 解 
5,5, = об, 
Aye; =€; оу | 
其 中 op 和 so 分别 是 其 时间 上 到 HA 4 位 形 的 Kirchhofi 应 力 和 Green 应 变 的 增 量 ,并 都 
是 参考 于 初始 位 形 度量 的 。 式 中 tS;, ,ts 都 是 已 知 的 量 ,所 以 从 (6. 3. 10) 式 可 得 


(16. 3. 10) 


ttire, = 846; (15.3.11) 
进一步 参照 Green 应 变 的 位 移 表 达 式 (16. 2. 16) ,并 利用 (16. 3. 1) 式 将 可 得 到 
€; тобу +9; (16. 3.12) 


е ор ЕЭ ЭН Я u, 的 线性 项 和 二 次 项 


1 
оё; = (өш; Чом на a айй.) Фк, с) 


оз = озы ойу,; (16.3.130 

这 样 一 来 ,方程 (16. 3. 8) 式 可 以 改写 成 
Í, 09; 606; AV + | 996, Ду =) — ) 55; 8.6; “АУ (16. 3.14) 
上 式 给 出 了 关于 位 移 增 量 的 非 线 性 方程 。 因为 左 端 第 一 个 积分 中 在 用 os 表示 8; 以后， 


НЕЯ u 的 四 次 项 ,为 达到 实际 求解 目的 , 尚 需 进一步 进行 线性 化 处 理 , 这 在 16. 3.4 节 
再 进行 讨论 。 


16.3.3 更 新 的 Lagrange 格式 


在 此 格式 中 ,方程 (16., 3. DRAG. 3. 3) 式 中 的 所 有 变量 是 以 时 间 t 位 形 , 即 物体 更 新 

了 的 位 形 为 参考 位 形 ,利用 和 导出 T. L 格式 相 类 似 的 步 又 ,方程 (16, 3. 2) 式 可 以 转换 为 
f HAS, а dV +) (16. 3.15) 
其 中 + 和 Ss 和 + 人, 分 别 是 时 间 HA z 位 形 的 Kirchhoff 应 力 张 量 ,和 Green 应 变 张 量 , 它 


们 都 是 参考 于 有 时间: 位 形 , 可 以 分 别称 为 更 新 的 Kirchhoff 应 力 张 量 和 更 新 的 Green WA 
张 量 ,它们 和 于 .和 ie 有 类 似 于 (16. 3. DRG. 3. 6) 式 的 关系 , 即 


Е 
mài 要 a 
эд; = i 


+ Т, кый, rara (16. 3. 16) 
+å — +à А ЖА 
Trey =e "Үл, aZ, (16. 3. 17) 


如 果 我 们 仍 假定 载荷 不 依 束 于 变形 , 则 +*' ЗІН T-L. 格式 的 (16. 3.9) 式 。 为 建立 
增 基 方 程 , 对 于 现在 的 情况 ,应 力 的 增 量 分 解 为 . 
H Sa =; +,S,, G6.3.18) 
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关于 应 变 增 量 , 存 在 以 下 关系 
te =E (16. 3. 19) 


其 中 2 一 +. 


(бі; 一 r Fija) А е; == 7 i бёр, (16. 3. 20) 


对 比 (16. 3. 20) 式 和 (16. 3. 13) 式 可 以 看 到 ,ep 中 不 包 售 初始 位 移 项 ,这 是 由 于 增 基 
应 变 ,sj 是 从 时 间 : 位 形 开始 计算 并 参考 于 时 间 + 位 形 。 利 用 以 上 各 式 ,(14. 3. 15) 式 可 以 
改写 成 


| әді; Š Ei ‘dV + | т» 8,4, dy аа — | т, буе ‘dV (16. 3. 21) 
ty ү у 


此 式 和 (16, 3.14) 式 一 样 ,也 给 出 了 关于 位 移 增 量 u, 的 非 线 性 方程 。 

方程 (16. 3. 21) 式 和 (16, 3.14) 式 在 理论 上 是 等 效 的 ,如 若 采 用 数学 上 相 一 致 的 本 构 
关系 ,它们 将 产生 相同 的 结果 。 但 在 求解 的 有 限 元 矩阵 方程 本 身 和 求解 步骤 上 仍 是 有 一 定 
差别 的 。 


16.3.4 平衡 方程 的 线性 化 


如 前 面 所 指出 ,无论 是 T,L. 格式 得 到 的 方程 (16. 3.14) 式 ,还 是 U.L, 格式 得 到 的 方 
程 (16. 3, 21) 式 都 是 非 线 性 的 。 为 了 实际 求解 ,需要 预先 对 它们 进行 线性 化 处 理 。 线 性 化 
处 理 包括 以 下 两 个 方面 
1. 假定 (16. 3. 14) 和 (16, 3. 21) 式 中 第 一 个 积分 内 的 应 力 增 量 。S, 和 ,9, 分 别 和 应 恋 增 
量 osi; 及 ss 成 线性 关系 。 即 对 于 T.L. 格式 ,有 
эб =oDiw обы (16. 3. 22) 
对 于 U. L. 格式 ,有 
«За =,D u (16. 3. 23) 
"Ры, РИН] г БАЯ, ЛЕМІН 0 ЖИЕ] ЇН} ЕЖЕН ЖЕ 
E. ЕЕ, ЕК ЕХ АЛАМЫН Ж. ЕЕЕ ЖИПЧЕ НЕ Pk) 
及 上 一 章 所 讨论 的 弹 塑 性 材料 ,线性 关系 仅 能 用 于 联系 应 力 速 率 和 应 变速 率 , 所 以 线性 关 
系 仅 对 无 穷 小 步 长 才 是 真实 的 .对 于 有 限时 间 步 长 , (16, 3. 22) 和 (16, 3. 23) 式 所 表达 的 本 
构 关 系 以 及 根据 它们 所 建立 的 有 限 元 求解 方程 只 能 是 近似 式 , 需 要 通过 选 代 方法 求解 。 
2 求解 格式 的 进一步 线性 化 。 对 于 T. 工 . 格式 ,将 (16. 3. 22) 式 和 (16. 3. 12) 式 代入 
(16. 3. 14) 式 的 第 一 个 积分 ,将 得 到 


|. 093 ó 6; ЯУ -| «Ю ы ou б 26 "dV 


% 
十 | «Оа Сен Š оф; Tohu 8 аё} “Бойы 8 02) "dV 


БАБИН ABRET и, 是 线性 的 ,而 第 二 项 是 非 线性 的 。 对 于 U. 工 ， 格式 ,将 
(16. 3. 23) 式 和 (16. 3. 19) 式 代入 (16. 3. 21) 式 ,也 将 得 到 类 似 的 结果 。 为 了 达到 线性 化 方 
程 的 要 求 , 对 它们 可 能 有 两 种 处 悍 方法 
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СО 将 非 线 性 项 移 至 (16. 3. 14) 式 或 (16. 3. 21) 式 的 右 端 作为 虚拟 载荷 ,在 求解 过 程 
中 与 其 它 载荷 项 一 起 进行 平衡 送 代 。 

(2) 进一步 将 它们 略 去 ,这 意味 着 对 于 T. L. 格式 ,在 (16. 3. 14) 式 的 第 一 个 积分 中 采 
ЖЖ бв, = 8 „е, ЖИЛЕ (16. 3. 220 Е НАР eu 对 于 U. L. 格式 ,在 
(16. 3, 21) 式 的 第 一 个 积分 中 近 亿 地 取 деу 5 е ЖИЕ (15. 3. 23) 8 {ЩЩ} Ж 9,5, 
二 ,Dwen。 这 样 做 的 可 能 性 是 因为 在 一 个 增 量 步 内 ,只 要 A:z 足 驶 小 ,忽略 wwi, 或 i, 的 二 
阶 及 其 更 高 阶 项 是 允许 的 。 经 这 样 的 线性 化 处 理 以 后 , 虚 位 移 原理 对 于 个 .二 . 格式 是 


| „Dype ён È е У 十 | 55.9 a dV 
“ы ү 


елә | 5,9 е, У (16. 3. 24) 
бұ 
ЖР U. L. 格式 是 
| Dim ёы @ е ЯУ + | Ti Ê у ау 
шаа. | туб se ‘dy (16.3. 25) 


以 上 两 个 方程 变 分 的 结果 将 得 到 关于 位 移 增 量 zx 的 线性 方程 组 ,作为 有 限 元 分 析 的 
基础 。 在 此 应 该 先行 指出 的 是 , 当 应 用 U. L. 格式 于 非 弹性 大 应 变 分 析 时 ,由 于 不 便于 吉 
接 采用 联系 .5 和 ,eu 的 本 构 关 系 (16, 3. 23) 式 ,而 是 采用 联系 Jaumann оуу УЖ ЖАСЫН 
应 变速 率 张 量 ev 的 本 构 关 系 ,最 后 得 到 虚 位 移 原理 表达 式 将 使 (16. 3. 25) 趟 略 有 恋 化 ,这 
将 在 16. 5 节 再 具体 讨论 。 


164 有限 元 求解 方程 及 解法 
16.41 有 限 元 求解 方程 


如 果 用 等 参 元 对 求解 域 进行 离散 ,每 个 单元 内 的 坐标 和 位 移 可 以 用 其 结 点 值 插值 表 
RIF: 


т я 
tr, = Ум, па, б = Хм, tz 
&=1 k=] 


' (16.4, 17 
na = Ум, нае а = 1,2,3) | 
#=1 
'u = XIN, Wt, u = DN G= 1,2,3) (16.4.2) 


其 中 ‘zt 是 结 点 下 在 时 间 上 的 ; 方向 坐标 分 量 ,at# 是 结 点 大 在 时 间 £ 的 i 方向 位 移 分 量 ,其 
ШАТ ,nt 的 意义 类 似 。 

N, 是 和 结 点 相关 联 的 插值 函数 ,n 是 单元 的 结 点 数 。 

利用 (16. 4.1) 和 (16. 4.2) 式 可 以 计算 (16. 3. 24) #1616. 3, 25) 式 中 各 个 积分 所 包含 的 
位 移 导 数 项 ， 如果 只 考虑 一 个 单元 ,从 (16. 3. 24) 式 可 以 导出 用 于 T. L. WEHI T PIE pE 


541, 


求解 方程 中 
GK, ++) =+ 一 5 (16. 4. 3) 


其 中 н ЖК ЖМ ЕГ Ш.К н "Кун ЖЕ 分 别 从 一 个 单元 的 积分 | „Ром, 8 ое ЧУ, 


f So may 和 | 15,8 зела 得 到 ,它们 可 以 表示 为 
у А 


‚к, =| ,BT В, У (16.4.4) 

ty 

Кы, = | ВЫ ss SB "AV (16.4.5) 
974 

i=] {вд (16.4.6) 
та 


(16. 4. ЗН o 对 于 一 个 单元 是 按 通常 的 方法 计算 (16. 3. 9) 式 得 到 。 在 以 上 
НВ, ЖИВ А} ЖИ ДЕЕ ЖЕГУ ЛЕ е, Ж ЧЕ Ж КЕ ЛУ ЛЕ „лр. ЖП {у Ж КИЕ ЕЛЕ БЕР 是 材料 本 构 
矩阵 ,1 和 4 是 第 二 类 Piola-Kirchhoff ЛУ JS РЕНЕА. ЯНЕ ЕЕ |] о ЖОЕ 
对 应 于 时 间 上 位 形 并 参考 于 时 间 4 位 形 确 定 的 。 
为 使 Kz 的 物理 意义 更 清楚 ,还 可 将 ;Bi 表示 成 

B, ==%В В (16. 4. 7) 
其 中 6Bi ЯВ. ПУЛЕ ое, (1/2) Cow,; 十 ou) 项 和 (1/2)Guriom j Hott онь IAN 位 
移 的 转换 给 阵 。 这 样 一 来 ,i 下; 可 以 表示 成 

ЫЖ, =K БОК (16.4.8) 
其 中 

Ko = | BL ma, say а6.4.9) 


К = j (587, oD В, +B} „058, 3-58, oD СЕТТІ 
КоА Ж УЕ КЕРА ВЕР E н НА а, 引起 的 ,通常 又 称 为 


ЖЕ. К ДН TIGAS ай ВРО КОТЛЕ РЕ. 
RMA, F U. L. ERA (16. 3. 25) 式 可 以 得 到 下 列 扎 阵 方程 


GK, -НК == i (16.4. 11) 
其 中 
К, = f BE ,D:B, ‘dV (16. 4.12) 
Kyi = | Bir T Bys ЯУ (16. 4.13) 
F -| (ВТ + dV (16. 4.14) 
у 


D L В, ЯВ ЕУ е ЖП ДЕ Ж КЕКЕ р Б (ЕНЕ ЖЕ E. 是 材料 


D 后 为 单元 集成 是 标准 的 步 阳 ,所 以 只 殉 出 一 个 单元 的 方程 。 产 格 说 上 列 方程 对 于 单元 组 合体 放 成 立 。 
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ЖЕШ T 和 ' 是 Cauchy 应 力矩 阵 和 向 量 。 所 有 这 些 和 矩阵 或 向 量 的 元 素 都 是 对 应 时 间 
上 位 形 ,并 参考 于 同一 亿 形 确定 的 。 
应 当 指 出 ,因为 ,er 中 不 包含 初始 位 移 w ЖЕ ЩИ. Br UB: ==1В г, В.В 0, В U. L 
格式 的 切线 团 诬 年 降 中 不 包含 初 位 移 伟 和 阵 。 
还 应 指 出 ,(16.4, 3) 一 《16. 4. 14? 各 式 中 的 答 阵 或 向 量 元 束 在 积分 前 应 先 通过 坐标 转 
换 , 全 部 表示 为 自然 坐标 的 函数 ,而 后 在 自然 坐标 内 进行 积分 ,该 步骤 同 线性 分 析 中 等 参 
元 的 运算 。 | 
应 当 措 出 :上 列 有 限 元 方程 是 对 了 于静 力 分 析 问 题 导出 的 ,如 用 于 动力 分 析 , 则 需 费 适 
当 收 正 。 另 外 ,上 列 有 限 元 方程 经 适当 的 改造 ,还 可 用 于 求解 另 一 类 重要 问题 一 一 结构 稳 
定性 问题 (经 典 分 义 间 题 )。 现 就 上 述 两 类 向 题 , 作 一 定 的 补充 各 讨论。 
动力 分 析 中 ,方程 中 还 应 包括 惯性 项 和 人 阻尼 项 。 现 暂 忽 上 略 阻尼 的 影响 ,并 认为 物体 的 
质量 保持 不 变 , 则 在 两 种 将 式 中 的 质量 矩阵 ,都 可 以 在 时 间 积 分 以 前 ,运用 时 间 0 位 形 作 
为 参考 位 形 进 行 计 算 , 这 与 第 14 章 所 讨论 的 情况 相同 .这 样 一 来 ,在 T. L. 格式 中 ,一 个 
单元 的 增 量 平衡 方程 可 表示 为 
二 一 (16. 4. 15) 
在 UL 格式 中 ,这 方程 是 
МО + GK, Ки 一 个 地 —Е (16. 4.16) 
нш 是 时 间 --А; БЕ АЛЕ НЕ Е.М 是 参考 于 时 间 0 {у ЕВ Ё ЕЛЕ ЕЕ 
Е. 
жаға SS e ИЕН. ЭС ААА АНЫН, РӘ ТАТЕ, ГАУ Ж 
成 15. 5. 2 ВОК А ЕТА, M 0-0. Жр 0, 是 载荷 模式 ,p ЕШ 
АЕА. КНАУ Р 0, 的 线性 平衡 问题 
К.и = 0 (16, 4.17) 
Жн K, 是 结构 的 线 弹 性 刚度 矩阵 ,实际 土 也 就 是 (16. 4. 9) 式 所 表达 的 Kj,。。 从 上 式 解 得 
8: 并 进而 得 到 结构 内 的 应 力 分 布 5。 结构 临界 载荷 p, 可 通过 求解 利用 T. 工 . 格式 或 U. L. 
格式 形成 的 关于 的 特征 值 问题 得 到 。 钢 如 利用 工 , 工 , 格式 ,可 将 4 二 pu o= ро 代入 
T.L. 格式 的 有 限 元 方程 (16.4. 3) 式 。 如 认为 在 结构 初始 失 稳 时 ,初始 位 移 sa 仍 是 很 小 的 ， 
则 在 有 限 元 方程 中 可 以 忽略 其 影响 。 这 样 就 可 得 到 下 列 方程 


Kis рК du = (p + Др) — p Ё ‹16.4.18) 
其 中 
К. 一 |, Вз. S В. Сау (16.4. 19) 
і>-(в,5чу- | L DiBa уй кй = 16.4.20) 
Ұ 


AP $ A Š Жет ñj КҮРЕНЕШ F Š ЕНІН 2,5 BJ АККЖ 
见 下 一 小 节 。 考虑 到 结构 达到 稳定 的 临界 载荷 时 ,Ap 二 0, 旧 有 H= F,r (16. 4. 18) 
式 右 端 庶 为 0, 这样 就 将 求解 结构 稳定 的 临界 载荷 和 兴 稳 模 态 问题 归结 为 求解 下 列 矩 阵 
特征 值 问题 


“5434 


GK, + рКх)и = 0 (16.4. 21) 

ЯК о ЖИ ӘДЕМІ ЕЗБЕ K... I Ku Bh ЖЕЗЛКУ Е ТЕ ЖЕ PIB ТАНА” 
Ж Л. [К ERE, FA Ke 表示 。 所 以 上 式 可 以 写成 

(K, + pKeu=0 (16. 4. 22) 

这 就 是 经 典 的 结构 稳定 问题 的 求解 方程 。 其 实 (16. 4. 22) 式 也 可 利用 U. L. 格式 得 

到 ,只 要 认为 在 求 得 un 和 5 以 后 ,在 将 ри 和 po 引入 求解 方程 时 ,认为 初始 位 移 sx 很 小 ， 

可 以 不 用 玩 新 结构 的 位 形 , 即 认为 让 , 一 ;BL Bw =Й. V 二 V, 最 后 即 可 得 到 和 

(16. 4. 21) 式 及 (16. 4. 22} 式 同样 的 结果 。 


16.4.2 ”用 于 几何 非 线性 的 单元 及 单元 矩阵 和 向 量 举 例 


为 使 以 上 列 出 的 各 个 单元 矩阵 和 向 量具 体 化 , 现 以 得 到 广泛 应 用 的 二 维 (平面 上 应力 、 
平面 应 变 , 轴 对 称 } 单 元 为 例 ,给 出 它 在 T.L. 格式 和 U.L. 格式 中 各 个 矩阵 和 向 量 的 具 
ERER. 


1. T.L. 格式 
(1) 应 变 增 量 


i 1 
об Sot, Fiti. otii hti otaa + PISCINA 4 Сова 02] 
А А 1 
Ёш Souz, ошу, oki, 十 gss йі 十 y Оны) + Cotta) ] 
221 ін А 
об = lot.: Fatis] + puna ӨШ: oma otiz, (16.4. 23) 
А 1 
Жош, з оа, Чон, 0821 | + 2 (оша ойы “Бойы otiga] 


EZEN 


мо =з + ли tA] RD 
(0) 线性 应 变 - 位 移 转 换 关 系 


s£ =B, u ` (16. 4. 24) 
其 中 | 


ое" =u оёз 2612 033} 
и? = [а и! и и е ир и] 
B, =0В,, "ғой, 
«Мы, 0 «Б», 0 А 0 
0 oN, 0 “Мы +з 9 ӘМ, 
«В = “Муз oN... «Мы ОМ зе Nag Naa 


N, N, N, 
= i 5= 0 
Tı Tı +, 
(186.4. 25) 
ӘМ ы 
Naj = 37; " ир treri - Hja Түсе Ума 
+ 一 1 
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[ Ly “Му, La „Му, ГА аА, д 
Laz Niz 14 oN ,2 L. „№3 
В. = | А, «М1 + А, sN...) (La Ni. 十 La Nia) (La ыу, 十 ГАР “М, у) 
1 М М, 
| Ls = 0 Laz = 
La «М» "ЭА, ov . La ыУ,, 
L, «№, з «Гл оі а, Іш oN me 
С, oz, + 1» ov "(Lu aN a. 十 L 0 за) {Lz ov 十 La №1) 
М, 
9 "Га “т 0 


其 中 


п н * 

+ — ГАИ ИИ ТӘЖ | 

Li = УМ, L, = 2,5 uz, La = УА. из 
іі 点 一 1 кейі 


Li = 215%, 工 a = ( 22% па) Ра, 
(3) 非 线性 应 变 -位 移 转换 矩阵 


М O „М, O Мы 0 T 
ӘМ) 0 2М900004 м, 0 
‚В = O „Мз 0 №, Ü М, 
0 №. 0 Na 0 Nna 
А М, № 0 
| °=, Эт, °>, j 
(4) 第 二 类 Piola-Kirchhoff МУ ЕРЕ ІНІ 
on 09. Ü 0 0 еқ 
Sa М» 0 00 ти 
S=] 0 0 58 55, 01,58 W 
0 0 585 55, 0 sea 
0233 


0 0 0 0 
2. ОТ. 
(1) 应 变 增 基 


п =н 十 е; + СТАРЫ 
гз = itiga 十 Тоа) + Gu, D°) 


| а | 
тр 一 p [ana Fitta] + Fin (біз Titig, itza] 


t 


т 


Нн 1 
Ем = — + 一 
9533 т, 2? 


《 轴 对 称 分 析 ) 


(16. 4. 26) 


(16. 4, 27) 


(16. 4. 28) 


(16. 4. 29) 
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Ән; 
其 中 ЕСІГІ 
(2) 线性 应 变 -位 移 转换 关系 
e = B,# (16.4. 39) 
其 中 
€ = Len бә Шеп зз | 
u = [ul ul u? wi a wt ug) 
N... 0 Nga 0 v". М, 0 
0 ‚М, 9 Naa ser 0 Миы 


В, 一 ‚Муз М, Naz Naa ... N... N... (16. 4. 312 
У М, 
М, Q = Ü ... = Ü 
| т; -Ti 


aN е 

4 жаны + 1 4 т __ t š 

FORN: = >= ай аир, = У N: z 
Ti t=} 


(3) 非 线性 应 变 - 位 移 转 换 和 矩阵 


ГАМ, 0 М, © .. „№, 907 
LN, 0 М,» 0 ЫМ, 0 
N „№, 0 №, 
Ву = 0 t 9 ш š (16. 4. 32) 
9 Nig 9 N 2 9 Naa 
М o № „ m М o 
L 1 T 1 Е 
(4) Cauchy 诬 力 矩阵 和 向 量 
гт т 0 9 0 
тц 
‘Ta чы 0 0 0 , 
т 
т-|0 0 чц T 0 7T=4 7 ‹16. 4. 33) 
r 
0 0 ‘ry ты 0 Ë 
та 


0 0 0 0 т 

典型 的 二 维 4~8 结 点 单元 的 插值 函数 М, (1,2,6, nin= n 8 以 及 总 体 坐 
Озо) Сх ОЖ АКСЕ, 2 B ААА Ж 4 ы ХАН АНЕ, 

现在 可 以 通过 上 述 单元 矩阵 的 具体 琢 沁 式 , 比 较 非 线性 有 限 元 分 析 中 采用 工 , 世 格式 
和 TU.L 格式 在 算法 上 的 一 些 区 别 ， 

(1) T. L 格式 中 的 $824,5BwL ,43 等 矩阵 和 UL APEEB: ,:Bwi T 等 矩阵 是 一 一 
对 应 的 ,其 中 非 零 元 隶 的 分 布 情况 也 是 相同 的 。 不 局 的 是 T.L ХОН В 
Bn ,并且 它 基本 上 是 满 阵 , 因 此 从 这 意义 上 说 在 T.L 格式 中 计算 矩阵 ;B87 D 58i 将 比 
U. L 格式 中 计算 矩阵 :BE D B. 的 工作 量 要 多 一 些 。 

(2) T.L 格式 中 插值 瑞 数 的 求 导 是 对 于 时 向 0 位 形 的 坐标 ,这 些 学 标的 数值 在 整个 
分 析 过 程 中 是 保持 不 变 的 。 而 U.L 格式 中 插值 函数 的 求 导 是 对 于 时 间 + 位 形 的 坐标 ,这 
些 举 标的 数值 是 随 着 时 间 : 而 变化 的 。 所 以 在 T. 工 格式 中 这 些 插值 消 数 的 导数 只 需要 在 
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加 载 前 计算 一 次 ,就 可 储存 起 来 供 以 后 各 次 加 载 时 调用 .而 在 U, L 格式 中 ,对 于 各 次 加 载 
都 要 重新 计算 插值 水 数 的 导数 。 | 

在 二 维 分 析 中 ,两 种 格式 用 于 求解 的 计算 时 间 一 般 情况 下 相差 不 多 ,究竟 选择 哪 种 格 
式 通常 取决 于 所 采用 的 本 构 关 系 的 具体 形式 。 关 于 后 者 将 在 下 一 节 中 进一步 讨论 。 

以 上 列 出 的 二 维 等 参 单元 的 各 个 矩阵 和 向 量 的 表达 式 不 难 推广 到 三 维 等 参 单元 情 
况 ,这 里 就 不 一 一 列 出 。 只 是 对 于 大 变形 分 析 中 的 板 老 一 类 结 桔 力学 单元 仍 需 作 一 定 的 讨 
论 。 

板 竞 类 单元 在 大 变形 分 析 中 有 广泛 的 应 用 ,例如 薄 壁 结构 的 大 挠 度 . 员 曲 问题 应 用 板 

亮 燃 单元 是 合理 的 选择 .应 指出 的 是 ,在 大 挠 度 . 屈 曲 问题 中 ,由 于 结构 的 中 面 通常 都 是 经 
受 变形 的 ,所 以 更 具体 的 说 应 采用 壳 体 单元 进行 离散 。 现 就 用 于 大 变形 分 析 的 壳 体 单元 作 
一 定 的 讨论 。 

在 第 12 章 的 讨论 中 ,我 们 已 知 在 有 限 元 分 析 中 有 二 类 壳 体 单元 。 一 类 是 基于 壳 体 理 
论 的 壳 体 单元 ,它们 是 以 中 面 的 位 移 和 转动 作为 场 变量 ,通过 壳 体 理论 的 几何 方程 和 物理 
方程 ,得 到 沉 体 中 面 的 广义 应 变 和 广义 应 力 , 最 后 利用 在 中 面 上 积分 的 亮 体能 量 方程 ,得 
到 有 限 元 求解 方程 。 由 于 者 体 几 何方 程 和 物理 方程 依赖 于 以 应 用 于 不 同 条 件 为 目的 壳 体 
理论 中 所 作 的 简化 和 假设 ,也 就 是 说 在 不 同 的 壳 体 理论 中 ,它们 是 有 所 不 同 的 。 这 与 腿 
元 分 析 的 通用 性 不 太 协 调 ,因而 不 便于 应 用 。 所 以 从 实际 需要 的 通用 性 出 发 ,现在 人 们 更 
多 是 采用 从 三 维 实体 单元 晓 化 而 来 的 超 参 壳 元 。 

超 参 壳 元 ,虽然 也 是 以 中 面 结 点 的 位 移 和 转动 作为 结 点 参数 ,不 同 于 上 述 壳 体 单元 的 
是 ,通过 揪 值 函数 得 到 的 是 三 维 体内 的 位 移 场 ,再 通过 三 维 介质 的 几何 关系 和 物理 方程 得 
到 三 维 体内 的 应 变 和 应 力 , 最 后 利用 在 三 维 体内 积分 的 能 量 方程 得 到 有 限 元 方程 ,其 中 除 
三 维 介质 的 几何 关系 和 物理 方程 中 引用 了 亮 体 的 基本 假设 而 外 ,不 涉及 具体 的 亮 体 理论 ， 
因而 具有 广泛 的 通用 性 。 三 维 超 参 壳 元 内 的 位 移 场 表 达 式 如 (12, 3. ORAR: 


н іы = іы 
| 一 Eve. | 十 INED ты — = Ë) 
тө іші ісі і 


TÜ; 中 面 Hu  — Ар 

式 中 各 个 符 叶 的 定义 已 在 12. 3. 2 节 中 给 出 ,这 里 不 再 重复 。 需 要 指出 的 是 上 趟 成 立 的 条 
件 是 а, 应 是 小 基 , 也 就 是 上 式 是 以 中 面 法 线 的 小 转动 为 条 件 , 因 为 在 导出 上 式 时 ,采用 
了 


ч 


i 
vi 


сова, == 1, cos; = 1, sina, = а,, sinf; a= B, 
在 大 变形 分 析 中 ,应 该 允许 中 面 法 线 有 较 大 的 转动 ,为 使 (12, 3, 6) 式 所 示 的 位 移 表 达 
式 仍 保持 有 效 ,应 采用 U L. 格式 。 每 个 增 量 步 结束 后 更 新 参考 位 形 ,其 重 新 确定 单元 结 
点 的 坐标 和 结 点 的 中 面 法 线 方 向 ww, 及 与 之 垂直 的 二 个 向 量 ww 和 bo。 同时 限制 载荷 增 基 的 
步 长 ,以 使 法 线 绕 :和 Vz 的 转动 f ЖІ a, 的 增 量 , 即 до, 和 АВ, 足够 小 。 这 样 就 仍 可 采用 
(12, 3, 6) 式 的 形式 来 表示 单元 内 的 位 移 增 量 , 即 有 


(Аи a Au; А і т 4; А 

< Ат |- бағым) 十 了 CE 外 一 - = | N. 
| i=] i=] 2 АВ, 
(Аш Ало; am 


пы — hy 


C16. 4, 34) 
4547, 


式 中 结 点 坐标 和 (mer па) О mx ze) 是 在 前 一 增 量 步 结 束 时 的 位 形 中 定义 的 。 
如 果 从 分 析 的 方便 出 发 , 仍 需 采用 工 . 世 . 格式 ,为 使 位 移 场 表达 式 摆 陪 小 转动 的 限 
制 , 应 采用 以 下 表达 式 忠 


| 小 Zmena! 十 DINE р, (16. 4. 35) 
tu mi TÜ; нщ =: S 

其 中 Е, 是 а, Ñ, 的 三 角 函数 ,并 且 с Ж ё 的 次 序 不 能 互 换 ， 则 对 此 非 线性 阔 数 到 ,应 区 别 
ТЕНЕ; 

ЖЫ д. ЗЕ Q Yr iE h 


等 效 于 单元 应 力 的 结 点 力 向 量 "$F 人 是 由 | “asi oepa 计算 得 到 ,上 标 (2) 表 示 
应 力 和 应 变 是 按 “*u* 计 算 的 。 因 为 


Š rag; = + (дош. 十 HOw + дуи; “ЫЗЫ; бо, 


所 以 
tar — f arpan сай) дү (16. 4. 41) 


КВ? нео a УЫН T. (16. 4. 24) 式 和 (16. 4. 28) В, ЖЗ. 
НЕПЕР ІЗІН. 
E U. L. НЕ ТН 


ак, +K, Ан? =+ FD а = 0,1,2, 99) (16. 4. 429 
РОН) Uu бе мере ау 80 
z+ š iy 
гга рч 一 | тат елері ар (16. 4, 43) 
rra h (i 


Жерин? 和 ”TO 分 别 相应 于 (16. 4. 3155 GG. 4. 33) 式 的 (В. жт, НЕТ В 
“计算 得 到 的 ， 

2. 动力 分 析 

对 于 忽略 阻尼 影响 的 动力 分 析 ,T, 工 , 格式 和 U. L. 格式 的 求解 方程 已 在 (16, 4 15) 
式 和 (16.4.16? 式 中 给 出 。 原 则 上 说 ,线性 动力 分 析 问 题 的 求解 方法 都 可 以 用 于 现在 的 情 
w .但 由 于 现在 求解 方程 中 刚度 矩阵 依赖 于 变形 状态 ,因此 带 来 了 区 别 于 线性 动力 分 析 的 
一 些 特 点 ,现在 此 给 予 简要 的 讨论 ， 

(1) 显 式 时 间 积 分 

应 用 中 心 差 分 法 求解 线性 动力 分 析 间 题 ,由 于 方程 建立 于 时 间 1, 所 以 刚度 矩阵 下 仅 
出 现在 时 间 递 推 公式 (14. 3.4) 式 的 肝 端 。 用 于 现在 的 情况 ,T.L. 格式 和 U. L. RRHH 
心 善 分 法 的 递 推 公式 可 分 别 表示 如 下 ， 


Т.г. 格式 
Mi =Q — [:K, ЫК — SPM) — Mm (16.4.44) 
АР Е L о у. A # Ан `. 
U. L. 格式 
ды Меи ='Q |, К — 2 M| LM te 08.4.45) 
Ар А, РЕА NL АР Ағ Мы 


区 别 于 线性 分 析 的 ,首先 是 上 式 右 端 gz К ЖІК, К», ЛЕТИ R JE ham ЕЗ 
ТЯ. 另 一 点 是 用 以 兢 定 中 心头 分 法 临界 时 间 步 长 A 的 系统 最 小 特征 周期 了 ,, 由 于 系 
统 刚度 矩阵 是 变化 的 ,因此 TT, 也 是 变化 的 ,不 过 通常 情况 下 , 按 弹性 刚度 矩阵 计算 得 到 的 
T. 偏 小。 所 以 由 它 确 定 的 А 六 用 于 全 过 程 的 分 析 可 以 偏 于 安全 。 

2) 隐 式 时 间 积 分 

应 用 Newmark 方法 求解 线性 动力 分 析 问题 的 递 推 公式 已 在 (14. 3 15) 式 给 出 。 用 于 
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现在 的 情况 ,由 于 出 现在 方程 左 端的 刚度 第 阵 是 非 线 性 的 ,因此 项 要 和 迭代 求解 。 当 采用 
mN-R ARA Мемлпаг 方法 采用 平均 加 速度 方案 , 即 а= 1/4, 81/2 КҮРЕК А 
式 是 

T.L. 格式 


n 4 ііі 4 t t 
(же Км 十 ЛІГІ =* 0 — à pt — M| A +å и? —и) — А н 一 1 


(16, 4, 46) 
U, L, 格式 


| А 4 4 t t 4 H 的 
|ж. yr 十 ам | ше itt Q а 0 шы мае н“ — u) тә А: u -%) 


(16. 4. 47) 

И ЕУРО RA Fr aG. 4. 41)55ЯП (16.4. 43) 式 所 示 。 

(3) 8) 

由 于 非 线 性 系统 中 ,刚度 矩阵 是 依赖 于 变形 的 ,因此 系统 的 固有 振 型 也 是 依赖 于 变形 
的 .为 将 振 型 琶 加 法 用 于 非 线 性 分 析 , 原 则 上 应 根据 每 一 个 增 重 步 起 点 的 刚度 矩阵 和 质量 
矩阵 , 即 息 和 ‘MC 通 常 可 认为 MM 不 依赖 于 变形 ) 求 出 适用 于 此 增 量 步 的 固有 振 型 ,然后 对 
此 增 量 步 用 振 型 生 加 法 求解 。 显 然 ,这 将 显著 增加 了 计算 工作 景 ,可 能 完全 抵消 了 振 型 各 
加 法 用 于 线性 分 析 情 况 时 带 来 的 好 处 .所 以 对 于 非 线性 动力 分 析 , 只 是 在 蓝 求 进行 动力 分 
析 的 持续 时 间 较 短 , 且 动 力 响应 中 包含 的 振 型 相当 少 的 情况 p ИЕ ЖН ЖЕ E ID ts 
宜 的 。 

3. 结构 稳定 性 分 析 

在 结构 保持 弹性 的 情况 ,首先 求解 一 弹性 静 力 问题 (16, 4, 17) 式 。 然 后 根据 解 得 的 应 
力 分 布 形成 用 以 求解 临界 载荷 和 届 曲 模 态 的 抢 阵 特征 值 问题 (16. 4. 22) 式 。 此 问题 的 求解 
可 以 采用 第 14 章 中 讨论 过 的 各 种 求解 大 型 矩阵 特征 值 问题 的 方法 。 


16.4.4 ”载荷 增 量 步 长 的 自动 选择 


和 材料 非 线性 问题 相 比 ,几何 非 线 性 问题 有 更 为 复杂 多 样 的 载荷 -位 称 路 径 , 图 16.4 
所 示 是 其 最 一 般 特 性 的 表现 。 图 中 互 点 和 C 点 称 为 载荷 控制 的 极限 点 。 当 载荷 到 达 В 点 
以 后 继续 增加 , 位移 将 疾 速 地 突然 增加 到 D 点 。 这 种 现象 称 为 “ 疾 速 通过 ”(Snap- 
through), 是 扁 壳 ( 拱 ) 受 压 时 的 典型 表现 。 在 肩 壳 ( 拱 ) 受 压 的 试验 中 , 当 压 力 增加 到 一 定 
临界 值 C3 点 ) 壳 ( 欣 ) 将 失去 稳定 ,接着 发 生 曲率 反 向 过 屈曲 现象 (从 卫 突变 到 D 点 ), 然 
后 随 着 载荷 增加 ,位 移 继续 增加 ( 沿 D— E ЩА), йс I H 点 称 为 位 移 控 制 的 极限 
点 。 当 位 移 到 达 G 点 以 后 继续 增加 。 载荷 疾 速 下 隆 到 了 点 。 这 种 现象 也 称 为 “ 疾 速 通过 ”， 
是 图 柱 形 薄 壳 受 轴 压 时 的 典型 表现 。 在 柱 沉 受 轴 压 的 试验 中 ,用 位 移 控制 加 载 。 当 位 称 增 
圣 刀 点 时 , 壳 体 失去 稳定 ,压力 疾 速 下 降 到 了 点 ЖЕМНІҢ. 然后 载荷 -位 移 沿 
7 一 了 路径 发 展 。 

在 几何 非 线性 分 析 中 ,完整 的 载荷 -位 移 路 途 ABCDEFGHIJ ЖОВ РЕ, пур яд) 
试验 中 的 “ 疾 速 通过 "现象 ,具有 重要 的 理论 和 实际 意义 ， 
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图 16.4 几何 非 线 性 问题 载荷 -位 移 路 径 的 一 般 特性 


面 对 几 何 非 线性 问题 载荷 -位 移 路 径 的 复杂 性 ,在 15. 5. 2 节 所 讨论 的 载荷 增 基 步 长 
自动 选择 的 方法 , 仍 不 能 胜任 追踪 全 路 径 的 任务 。 虽 然 在 规定 “本 步 刚度 参数 "变化 量 以 控 
制 载荷 增 量 的 方法 中 ,提出 了 用 在 增 量 步 中 不 进行 办 代 的 方法 以 绕 计 载荷 控制 极限 点 ( 因 
为 该 点 刚度 阵 奇 异 ,无 法 进行 迭代 》, 但 将 带 来 较 大 的 误差 ,至 于 规定 其 个 结 点 的 位 移 增 量 
以 确定 载 茶 增 量 的 方法 ,虽然 比较 适合 于 计算 极限 载荷 和 由 载荷 控制 的 “ 疾 速 通过 ” 现 锭 。 
但 是 对 于 由 位 移 榨 制 的 * 袜 速 通过 "现象 ,此 法 就 不 能 应 用 ,为 此 在 本 章 再 介绍 一 种 近 十 多 
年 来 被 广泛 研究 和 应 用 的 方法 :广义 弧 长 法 。 现 介绍 其 中 一 种 较 一 般 的 形式 。 

此 法 所 涉及 符号 及 表达 式 和 15. 5.2 节 “ 规 定 某 个 结 点 的 位 移 增 量 以 确定 载荷 增 呈 ” 
的 方法 基本 上 相同 ,只 是 控制 载荷 因子 增 量 的 约束 条 件 是 用 下 式 代替 前 一 方法 中 的 
(15.5. 30035,8) 
aleti P е” —'p) + Ap® E 十 Кош —a) + Ма [02400 --а) + Аа” = (м)? 

(16. 4. 48) 
AF A АДК, ШИН, ВЕТА Щ ЯП {у ИНЕТЕ ИК А 中 的 作用 , 它 对 
弧 长 法 的 总 体 性 能 有 很 大 的 影响 。 现 推荐 下 述 三 种 情况 
1. а=1 这 时 (16. 4. 48) 式 成 
Ста —‘p) 十 Ар” y + Кашы —'a) + ла" PEC a —'a) + №"? ] = (М)? 
(16.4. 49) 
这 就 是 Crisfield 提出 的 球面 级 长 法 局, 对 于 单 自 由 度 系统 ,在 用 mN-R 和 迭代 求解 时 的 示 
意 如 图 16. 5。 
2. а= 0 这 时 (16. 4,48) 式 成 
Газа чау + Аа Ta ta) + Дае] = (АУ OB. 4. 50) 
这 也 是 Crisfield 2°, НАС НЕКЕ ЕҚ MRENA E, НАНДЫ 
ХИ ЕЕ. 

3. а-5,.5, 是 (15. 5. 20) 式 表示 的 Bergan 的 本 步 刚度 参数 . dF S, 在 求解 过 程 中 
是 变 化 的 ,因此 现在 的 弧 长 法 将 随 结构 刚度 的 变化 ,而 可 能 趋 近 于 球面 弧 长 法 或 柱 面 弧 长 
Ж. ХЫНА. 
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将 (15. 5. 33) 式 表示 的 Аа”, ВП 
Aa™ = Аа 十 Дра, 

代入 (16.4.48) 式 ,可 以 得 到 求解 At” 的 二 次 方程 。 解 之 ,如 出 现 虚 根 , 则 AZ 减 半 重 新 进 
行 本 增 量 步 的 计算 。 如 得 到 二 个 实 根 , 则 应 取 使 

8 = [Hia —'a] [74'a —'a 十 Ма!" + Ара, | 216. 4, 51) 
较 大 的 Ap "”。 肯 的 使 本 次 选 代 后 的 位 移 增 量 的 方向 和 前 一 次 迁 代 的 结果 尽量 接近 些 , 以 
保证 解 的 可 靠 性 。 很 多 研究 工作 表明 ,虽然 对 于 不 同 的 结构 和 载荷 情况 ,很 难说 以 上 a 不 
同 取 值 的 三 种 情况 中 哪 种 方法 具有 绝对 的 优势 ,但 是 a 一 0 ИНЕМЕН ЖӨНІНЕН 
适应 性 。 


k; 
КЕ 8 


— 
ü 


° 


图 16.5 ЖМА Р 


16.45 ”依赖 于 变形 的 载荷 


到 现在 为 止 , 我 们 假设 载荷 是 不 依赖 于 物体 的 变形 状态 的 ,因此 在 实际 计算 中 ,每 一 
时 间 分 步 的 外 载荷 可 以 在 增 量 分 析 开 始 以 前 就 计算 出 来 并 储存 于 外 部 设备 中 。 但 是 在 结 
构 产 生 大 位 移 或 大 变形 的 情况 下 ,有 时 有 必要 考虑 外 加 载荷 是 依赖 于 变形 状态 的 ,这 种 载 
荷 形式 中 ,最 常见 的 是 压力 载荷 。 在 此 情况 下 ,时间 1 十 A + РИНЕ dS 上 的 载 
ЖЖ 
ат, = "ерту, tag (16. 4.52) 
Қо 是 时 间 t 十 A г ЖЕТ ҤЕ J). e 是 时 间 + 十 At ЕНЕ ЕУ 
分 量 。 
É T. L. 格式 中 利用 (16. 2. 28) 式 ,载荷 可 转换 为 


0 
а dS 一 一 кй таг, каза в W "ds (16.4. 53) 

在 О.І. 格式 中 ,载荷 则 可 表示 为 
一 一 кї 全 (16. 4. 54) 


需要 指出 ,以 上 两 式 中 都 包含 着 +*'p 和 对 1 十 A т ВОРА a 的 导数 ,而 ~“!p 
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Ж“, 本 身 都 是 待 求 的 未 知 量 , 因 此 实际 计算 中 只 能 对 它们 采用 平衡 达 代 , 即 在 每 次 迭 
代 中 ,将 (16.4.53) 式 和 (16. 4. 54) 式 所 表示 的 载荷 项 分 别 玖 写成 


а +А{ az; D. d (16. 4. 55) 
ШЕГІР P Farum vw "dS 24,5 
£ 


Ë 
和 (+2 агур rà КАШ (16. 4, 56) 
ВТЕ тИ ВЛЕ. АЯК РАНА А Кр ЕА НЕ ЇН Ж ЈЕ U. L. 格 
AF 9 ВЕР КК Е И И, M dS, AE GG. 4. 52) 式 计算 依 束 于 
变形 的 面积 载荷 不 增加 太 多 的 工作 量 。 所 以 在 载荷 依赖 于 变形 的 情况 ,采用 U. L RE 
常 更 有 将 一 些 。 


16.5 大 变形 情况 下 的 本 构 关 系 


上 节 中 导出 的 增 量 有 限 元 求解 方程 (16. 4.3) 式 (T.L. 格式 ) 和 (16.4. 1125 СИ. L. 
格式 ?原则 上 可 以 用 于 任何 一 种 类 型 的 材料 本 构 模 型 。 当 运用 这 些 方程 于 具体 问题 时 , 首 
先 需要 确定 用 以 联系 应 力 和 应 变 的 材料 本 构 张 量 ,DD;;, 或 ,D;;,。 正 如 在 前 一 章 的 讨论 中 所 
见 , 在 包含 材料 非 线性 的 有 限 元 分 析 中 ,在 每 一 增 量 步 的 每 次 选 代 前 ,需要 计算 出 每 -一 积 
分 点 本 构 张 基 的 数值 ,以 形成 刚度 窃 阵 。 在 从 求解 方程 解 得 位 称 增 量 以 后 ,需要 根据 应 变 
增 量 ,再 利用 本 构 张 量 计 算出 应 力 增 量 以 及 应 力矩 阵 和 应 力 向 量 ,为 转 入 下 一 增 量 或 送 代 
作 好 准备 .问题 是 在 大 变形 情况 下 ,本 构 关 系 的 建立 比 单纯 材料 非 线性 情况 需要 给 予 更 多 
的 注意 

我 们 知道 ,在 等 温 或 绝热 条 件 下 的 小 变形 线 弹性 情况 ,应 力 应 变 关系 可 以 用 以 下 三 种 
等 效 的 方法 进行 描述 。 

СІ) бу Ры (16. 5.1) 


aw 
(2) МЕ W=+D.. Ey Еш (16. 5, 2) 
де, 
шу (16.5.3) 


其 中 su 是 工程 (无 穷 小 ) 应 ДЕ, Вр е, == СЕТТІ Бы Ж ЕЗ, 它 可 以 依 
赖 于 温 产 ,但 独立 于 应 力 或 应 同人 
Dn = 2G| дд, + abs 


жены ERIE EIEE АН КЫ эе fa 但 仍 保持 “弹性 ”的 概念 ,可 以 得 
到 三 种 不 青 等 效 , 实 际 上 是 三 种 具有 不 同 程度 普遍 性 的 本 构 关系 连续 介 质 力学 中 将 它们 
分 别称 为 弹 人 性 (elasticity)， 超 弹 性 Chyperetasticity) 和 拟 弹 性 Chypoelasticity)。 现 结 合 实 际 
材料 变形 及 有 限 元 分 析 的 特点 ,对 它们 进行 具体 的 讨论 。 

首先 应 该 指出 :在 实际 的 分 析 中 ,从 结构 变形 特点 考虑 ,可 以 将 大 变形 问题 进一步 区 
分 为 两 类 问题 :大 位 称 、 大 转动 ,小 应 变 问题 和 大 位 移 、 大 转动 、 太 应 变 问题 .前 者 例如 薄 壁 

ЖЕНЕ Cha EE fl КЕ I Ш ЇН] „ 其 特点 是 尽管 位 移 和 截面 的 转动 相当 大 ,但 应 变 很 小 ， 
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甚 到 还 悍 持 在 材料 的 弹性 永 变 范围 之 内 .后 一 类 问题 区 别 于 前 者 的 特点 是 应 变 很 大 (以 后 
简称 这 类 问题 为 大 应 变 和 问题 ,例如 金属 的 成 型 ,橡皮 型 材料 的 受 力 等 都 属 隆 这 类 问题 ( 尽 
管 基 一 种 情 次 材料 仍 保 持 为 弹 姓 ) 。 从 材 性 特点 考虑 ,实际 问题 又 可 以 区 别 为 弹性 阿 题 和 
EREA. 前 者 应 力 和 应 变 之 向 有 一 一 对 应 的 关系 ,而 不 依赖 于 变形 的 历史 。 后 者 则 应 
力 和 上 应变 之 间 不 存在 一 一 对 应 的 关系 ,页 与 变形 的 历史 有 关 。 前 一 章 讨 论 的 材料 弹 塑 性 变 
形 和 媚 变 变形 即 是 非 弹性 变形 的 一 种 最 经 常 遇 到 的 具体 情况 。 在 了 解 了 大 变形 情况 下 的 
结构 变形 和 材料 性 质 的 不 同 特点 以 后 ,就 可 以 比较 方便 地 具体 建立 适合 在 不 同 条 件 下 进 


16.51 弹性 


材料 处 于 弹性 情况 的 特点 是 应 力 和 应变 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 .在 小 应 变 情况 下 ， 
这 种 关系 是 线性 的 ;在 大 应 变 情 况 下 ,这 种 关系 是 非 线 性 的 。 
1、 大 位 务 ,大 转动 ,小 应 变 情 况 
对 此 情况 我 们 可 以 采用 小 变形 线 弹 性 本 构 关系 第 一 种 描述 (16. 5. 1) 式 的 推广 形式 
S; = oD обн (16, 5. 4) 
9: Kirchhoff ЛУ JIKE ,ie 是 Green 应 变 张 量 。 ;Dian 是 常数 弹性 本 构 张 量 ,对 于 三 
维 应 力 状 态 
Эш = Dim = 2G| бабы 十 T Š= | (16. 5.5) 
其 中 各" 是 材料 弹性 常数 。 从 前 面 的 讨论 中 已 经 知道 ,在 大 位 称 . 大 转动 .小 应 变 情 况 下 ， 
535 和 5sj 在 数值 上 就 等 于 随 体 坐标 中 的 工程 应 力 和 工程 应 变 ,因此 本 构 张 量 (16. 5. 5) 式 
ИМЕНЕ ЗЕ ЕНІНЕН ИЕ С. 可 以 通过 通常 小 变形 条 件 下 的 材 
料 试验 确定 。 
申 于 实 野 分 析 通 常 采 用 如 (16. 3. 24) 式 所 示 的 增 量 形 式 , 此 时 需要 利用 到 切线 本 构 张 
量 ,Diw。 因 为 ,Du 是 常数 张 量 ,所 以 有 
«Бы = Diw (16.5. 6) 


и 1 
Д 


2. 大 应 变 情 况 
对 于 大 应 变 情 况 , 在 连续 介质 力学 中 用 超 弹 性 来 表征 这 种 材料 特性 ,此 时 假定 材料 有 
ВУЛ ВЕ жолу, 它 是 Green МАР ЖЕЕ Ж ЕТЕ ,但 不 限于 7 一 арыда 


ЖЕНГЕ е, КОЛЛ. Sed (16. 5.2) 式 相同 的 形式 ,可 以 从 'W 导出 Kirchhoff 应 力 
张 量 ;5,;, 即 


+ п а 
09,5 = °P 了 (16.5. 7) 


26; 
次 近似 ,就 可 以 得 到 
_ З“ 
еб = “0 ТРЕТИ 
将 上 式 和 (16. 3. 22) 式 对 比 , 即 得 


` * 954 ° 


сц (16. 5. 8) 


ат _ 
256) аъш 

以 上 讨论 的 本 构 关 系 是 建立 于 Kirchhoff ЖУ 218 EiS ЖІ Green W Не E 1] 
的 增 量 。$ 和 。ew 之 间 的 。 在 前 面 已 经 知道 ,在 大 变形 情况 下 ,43 和 ?eu 都 是 不 随 材 料 微 元 刚 
体 转动 而 变化 的 客观 张 量 ,因此 在 弹性 分 析 中 选用 与 上 述 本 构 关 系 相 匹 配 的 TT.L. 格式 
是 一 种 自然 而 合理 的 选择 。 

如 果 在 实际 分 析 中 ,有 必要 采用 U. L 格式 ,这 时 则 应 有 与 之 相 匹 配 的 :Di 和 ,Dn。 
它们 可 以 通过 对 已 知 的 ;Diw 和 。Dsw 进 行 举 标 转 换 得 到 ° 首先 将 88 和 及 ie 和 ;eu 之 间 的 
Ж Ж (16. 2. 30) 式 和 (16. 2. 12) 式 代入 (16. 5. 4) 式 , 即 可 得 到 联系 Euler 应 力 张 量 'r, 和 
Almansi 应 变 张 量 'eu 的 本 构 关 系 式 


(16. 5.9) 


Эн 一 о 


т, = Dij Eu С16. 5.19) 
其 中 ， 
42 
Гы = 97 ОЖ,» КЛР Ырым Бар А (16.5. 11) 
BZ ЯР, [БАШЛ РЕЗО 
Н] 
Ыы == £ В, Ejn Рр ар Eng (16.5. 12) 


AFD 可 以 50855, т е 2 Їн} ё Ж Pb E pm, 并 利用 (16. 3.10), 
(16.3. 18) 和 (16. 3. 19) 等 式 , 可 导出 以 下 关系 式 


— і t 
оёр = оғы Лл Su 


16; == Лы бі; оғы (16,5.139 
°р 
和 об; = to ЕА ‚Жы «бы 
Pin ， 
S; = sp DTi OT оды (16. 5. 14) 


从 以 ERAT N, , К ғ 4,5,2. {8 存在 着 Бе е 55, 1,2. ІНІ 完全 相 Bi] 的 转 
换 关 系 , 因 此 ,Piw 和 ,Du 之 间 也 存在 着 与 ;Pu 和?P。 之 间 完 全 相同 的 转换 关系 , 即 


Du 一 5 «Жм рн Р, [БУ КЕР (16.5.15) 
"е 
oDiju = “ 25,» у, r mnipe КУК Tia (i6. 5.16) 


需要 指出 ,以 上 列 出 的 转换 关系 式 ,是 按 大 变形 一 般 情况 导出 的 , 当 用 于 小 应 变 ,由 于 
PA px1， 以 上 各 式 仅 反 映 材 料 发 生 刚 体 转 动 时 引起 的 变化 。 如 果 材 料 是 各 向 同性 的 , 则 
本 构 关 系 不 依赖 于 方向 的 变化 ,这 时 应 有 


一 Р.в. Dim = ЛТ (16.5.17) 
并 天 为 材料 是 线 弹 性 的 ,本 构 关 系 是 常数 张 量 ,所 以 进一步 有 
Da = Diu = «Руы = Dim = D; (16.5.18) 


"5554 


16.5.2 非 阐 性 


当 材 料 进入 非 弹 性 决 态 以 后 ,由 于 它 的 应 力 和 应 变 之 间 不 再 存在 一 一 对 应 的 关系 ,而 
依赖 于 变形 的 历史 ,因此 它 不 能 采用 全 量 形式 的 本 构 关 系 , 而 应 采用 联系 应 力 微 分 和 应 变 
微分 的 拟 弹性 型 (如 (16. 5. 3) 式 所 表示 ) 的 本 构 关系 。 现 分 别 大 位 称 、 大 转动 、 小 应 变 和 大 
应 变 两 种 情况 加 以 讨论 ， 

1， 大 位 移 、 大 转动 .小 应 变 情况 

如 前 面 已 指出 ,Kirehhoff IJIK USAI Green 应 变 张 量 ge 是 不 随 材料 微 元 的 刚体 
转动 而 变化 的 客观 张 量 . 在 小 应 变 情 况 下 数值 上 就 等 于 工程 应 力 和 工程 应 变 ,因此 可 以 方 
便 地 利用 它们 来 建立 现在 情况 下 的 本 风 关 系 , 即 

4%5; = Dim de, (16.5.19) 
其 中 4,5, ЖІ ае, СЕ. Kirchhoff 应 力 张 量 和 Green 应 变 张 是 的 微分 ;oDim 是 时 间 t 位 形 
的 .并 参考 于 时 间 5 位 形 的 切线 本 枸 张 基 , 它 是 Kirchhoff 应 力 张 量 和 Green 应 变 张 量 的 
消 数 ,对 于 弹 塑 性 变形 情况 ,D;a 和 前 一 章 讨论 的 单纯 材料 非 线 性 情况 在 形式 上 完全 相同 ， 
只 是 用 5Sz 和 4es 代 替 了 其 中 的 工程 应力 和 工程 应 变 。 以 各 向 同性 硬化 材料 为 例 р 
示 如 下 


О = Рі — „Юё (16.5. 20) 
其 中 
Ры = 26) da 8y + р дды) 
APENN 
„Du 一 Kass ге) REWER 
0 СЕЛШ sk ПЖ) 


EA PIS, 是 时 间 z 的 Kirchhoff PZ J 09 82138 Ж. ЕНЕР 是 从 材料 单 向 受 力 试验 
得 到 的 工程 应 力 -应 变 曲线 得 到 的 。 

和 上 述 本 构 关系 相应 的 屈服 (加载) 函数 和 流动 法 则 也 应 表示 成 Kirchhoff 应 力 张 量 
和 Green 应 变 张 量 的 函数 , 即 


F OSa k = 146) 5 一 тебе» = 0 (16. 5. 21) 


FF 
t P = 4 - 
4% = ds (16. 5. 22) 


“За; 


其 中 
a f aT i 2 ，， cp) 
БЕР = Іш 一 Т авд авар) 
_ 293 боё, 
(2/9) (02/6) (36 + Ее) 
对 于 其 他 硬化 情况 ,可 以 列 出 和 (16. 5. 20) (16. 5. 22) 各 式 相 应 的 表达 式 ,这 里 不 一 
一 列举 。 


由 于 以 上 各 式 中 5S; 和 ss, 都 是 参考 于 时 间 0 位 形 度量 的 ,因此 在 分 析 中 采用 .1. 格 
“556: 


‘dA 


式 是 一 种 自然 而 合理 的 选择 。 即 将 (16. 5. 20) 式 所 表达 的 本 构 关 系 代入 T. L. 格式 经 线性 
化 后 的 虚 位 移 原 理 (16., 3. 24) 式 ,再 进 - ` 步 有 限 元 离散 即 订 形成 有 限 元 求解 方程 (16. 4. 3) 
式 。 
2， 大 应 变 ( 包 含 大 位 称 ,、 大 转动 ) 人 情况 
f y 172 
上 述 大 位 移 \ 大 转动 ,小 应 变 情况 ,通常 是 指 累 积 塑性 应 变 = КЕС 
LLAR. ШЖ є?с>2% ‚ ДАУ РУЛЯ, ЖЕНЕ F S u= ЛЕЗДЕ Еа 
工程 应 力 和 工程 应 变 , 因 而 不 便于 用 来 确定 本 构 关 系 中 材料 常数 。 在 大 应 变 材料 试验 中 便 
于 应 用 的 蚌 真 应 力 和 真 应 变 ( 妈 对 数 应 变 ) 及 其 速率 ,在 前 面 已 经 指出 ,Jaumann 应 力 速率 
张 是 ' 必 和 应 变速 率 张 量 在 物理 上 分 别 代表 实 谨 力 速率 张 量 和 真 应 变速 率 张 量 ,所 以 在 
大 应 变 情 况 下 ,采用 联系 :区 各 ,的 本 构 关系 是 一 种 合理 的 选择 , 它 可 以 表示 为 
т, = ‘Diu ‘ew | 《16. 5, 23) 
和 前 面 小 度 变 情况 列 出 的 各 式 相 类 似 ,可 以 列 出 大 应 变 情况 的 各 个 才 达 起 ,只 是 其 中 的 
ыйа уйн d ВСВ, ATA RIBER 


Бы = Г 一 Р? (16. 5. 237 
其 中 
‘Diu = 2G| 5 ‚б + үг уубу ‚бе| 
| ы ҮГҮТ 
'D = ka. + Ё?) 10 
0 СИ Я) 
FE Cri k) = 5 чут - ае (16,5.24) 
i — * FF ) 
d ‘ep = dA (16.5, 25) 
其 中 2 = [| 2 фе» 1 
„| 3 
ЧА = тә di'e, 


(2/9)(е%/Су‹ЗС + Е») 
BEAP т 是 时 间 上 的 Euler лу, ТЕН ЕР 是 从 材料 单 向 受 力 试验 得 
到 真 应 力 - 真 应 变 曲线 导出 的 。 

HAERA Prd 5 等 都 是 参考 时 间 1 位 形 度 量 的 ， 无 疑 与 之 相应 的 :在 分 析 中 采用 
9. 工 ,格式 是 一 种 自然 的 选择 。 但 考虑 到 U.L. 格式 的 虚 位 移 原理 表达 式 (16. 3. 21) 式 中 
需要 利用 本 构 关 系 代 换 的 是 更 新 的 Kirchhoff 应 力 张 量 的 增 量 ,$;;, 因 此 在 利用 (16. 5. 23) 
式 于 虚 位 移 原 理 表达 式 前 ,需要 先导 出 ,5 和 吧 的 关系 。 为 此 首先 将 (16. 2. 34) 武 和 
(16. 5. 23) 表 示 的 速率 方程 改写 成 近似 的 增 量 方程 


| 421 
s; = ty Тт, T Өш,» ш) 一 Ғы 7 ns 一 нь) C16. 5. 26) 


а = Diu ey i (16. 5.27) 
.557. 


Ж oji Jaumann 应 力 张 量 的 增 量 ,eu 是 应 变 张 量 的 增 量 。 


前 面 我 们 已 经 导出 
G 
09; == жыты “бы (16, 5. 14) 
. И 
和 з 一 i Pia Бы Ta (16.2. 30) 


对 (16, 2. 30) 式 两 端 求 物质 导数 ,并 利用 (16. 2. 26), (16.2, 27) 和 (16. 2. 32) 等 式 , 就 可 以 
得 到 


Sa = 5 А (ri CT 一 т К 一 ты КА + Tr р: (16. 5. 28) 
将 上 式 改 写成 增 量 近似 式 , 则 有 
ü 
08,3 = а бду (ғы — Tis its 一 ты np F ш аш (16.5. 29) 


ЕА АИ REKREI, ЕХЖРИЕНЯЖЕВЯЖНЛЫ ЖЫ. ЯУ 
面 , 栈 去 此 项 可 以 使 最 后 导出 的 刚度 符 阵 保持 对 称 性 ,这 对 于 实际 计算 是 很 有 必要 的 
对 比 (16.5.14) 式 和 (16. 5. 29) 式 ,并 忽略 后 一 式 中 的 最 后 一 项 ,就 得 到 


аы 二 T 一 т Шыр” "ты Шыр (16. 5.30) 
将 (16, 5.26) 式 和 (16. 5.27) 代 入 上 式 , 并 将 下 标 Ы 改写 为 六 ; 则 有 
Аб 一 “ы t 一 т jp T ! Р (15.5. 31) 


HERRA U.L. 烙 式 的 虚 位 移 原 理 表达 式 (16. 3. 21) 式 ,并 经 整理 ,可 以 得 到 
| Р. «Ен буе, 一 т ден рр 一 P l'AV 


+ | C Diu ём Tip jp — Т 1,16 7% dV 
=Q — | (ту бе dV (16. 5. 32) 
27% 


上 式 中 左 端 的 第 二 个 体积 分 是 高 阶 非 线性 项 ,如 16. 3. 4 节 所 述 , 有 两 种 方法 进行 处 理 。 —: 
惩 将 它 移 至 方程 的 右 端 作为 虚拟 载荷 ,在 求解 过 程 中 与 其 他 载荷 项 一 起 进行 平衡 选 代 ; 另 
一 方法 也 是 通常 所 采用 的 ,将 它 略 去 。 这 样 一 来 , 非 弹 性 大 应 变 情 况 下 的 U. L. АНЕ 
位 移 原 理 表达 式 可 简化 如 下 : 


|, UD: “Ен 8, б — т (en Ep 1 яу 


=Q 一 | try Q e; ФУ (16. 5. 33) 
ty 


将 上 式 和 (16. 3. 25) НЕЁ, ER Diu B A Dim M Ahs ЖЕЛЕ ZEIA RI y P T — 6 Gen 
e M AEN РЕНО 16. 4. 2 节 单元 第 阵 和 向 量 举 例 是 根据 (15, З. 25) 式 列 出 的 ,根据 
以 上 论证 , 当 应 用 О.т. 格式 于 非 弹性 大 应 变 分 析 , 初 应 力 下 (16. 4. 13) 我 应 眉 改 为 
Кур 一 Кы — Куу, (16, 5. 34) 
RPK ARGS. 4. DRET АЕН ЧЕЖЕ КУЗЕН, ЕО. (К ДВ hepe MB] 
“558 。 


起 的 。 有 的 文献 中 ,将 此 项 也 忽略 ,其 影响 应 进一步 考察 ,由 于 (16.5. 33) 式 所 表达 的 U. L. 
格式 有 别 于 (16. 3.25) 式 ,所 以 又 称 之 为 U. L. J. 格式 。 

最 后 指出 ,在 以 上 讨论 中 认为 ,对 于 非 弹性 的 小 应 变 和 大 应 变 情况 ,分 别 采 用 T. L. 
格式 和 U. L. J. 格式 是 合理 的 选择 。 如 果 有 不 同 选择 的 必要 ,也 可 按 以 前 讨论 的 关于 不 同 
格式 间 本 构 张 量 转 换 的 方法 导出 相应 的 表达 格式 。 


16.6 算 pi 


例 1 ЕНЕМ ХИМ, 
图 16. 6 所 示 是 一 受 均 布 载荷 作用 的 悬臂 粱 ,用 5 个 8 结 点 平面 单元 对 梁 进 行 离散 


L=l0m E=1.2x Т0: 


h = lem r= 0. 2 
b= ]cm 


图 16.6 ИП ТЕН КЕНЕ 
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化 . 现 对 二 种 载荷 情况 求解 ,一 种 是 载荷 保持 铅 垂 方向 , 即 不 依赖 于 变形 : 另 一 种 是 载荷 保 
持 和 梁 的 项 面 及 底面 相 季 直 , 即 是 跟随 载荷 。 材 料 假 设 为 线 弹 性 .对 于 第 一 种 载荷 情况 ， 
同时 用 工 .L 格式 .U.L SRK U. L.J. 格式 三 种 方案 进行 分 析 , 由 于 材料 是 线 弹 性 ,三 种 
格式 中 本 构 张 量 都 采用 小 应 变 的 弹性 张 量 , 即 (16. 5. 18) 式 。 整 个 加 载 分 成 了 100 个 步 长 。 
因此 步 长 相当 小 ,每 一 步 未 进行 平衡 选 代 。 计 算 结 果 见 图 16. 7。 从 结果 可 以 看 到 ,由 于 考 
虑 大 位 称 的 影响 ,结构 呈现 出 比 线 性 分 析 结 果 刚 硬 的 性 质 ; 此 外 ,由 于 应 变 很 小 ,对 于 儿 种 
不 同 格 式 , 采 用 同样 的 材料 常数 ,结果 仍 是 一 致 的 .同时 还 可 以 看 到 ,有 限 元 分 析 的 结 困 和 
Holden 的 解析 解 符合 得 很 好 . 对 于 第 二 种 依赖 于 变形 的 跟随 载荷 情况 ,只 用 工 . 世 . 格式 进 
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图 16.8 扁 球 壳 的 载荷- 挠 度 曲 线 
“560 < 


行 了 计算 ,也 是 分 成 100 步 加 载 ,每 步 不 用 平衡 迁 代 ,从 结果 看 ,在 此 例 中 变形 对 载荷 的 影 
响 是 使 结构 表现 得 比 不 依赖 于 变形 的 载 带 情况 柔软 一 些 。 

例 2 ВК Јр 

图 16.8 所 示 是 一 承受 均匀 压力 的 扁 球 尝 , 周 边 是 辕 定 支持 ,材料 为 线 弹 性 ,。 用 8 个 8 
结 点 轴 对 称 单元 进行 离散 化 。 图 中 表示 出 用 T.L 格式 得 到 的 载荷 挠 度 曲 线 。 在 分 析 中 共 
用 了 36 个 载荷 分 步 , 每 一 分 步 进行 了 3 一 4 次 平衡 选 代 。 结 果 和 Kornishin 等 人 的 解析 
解 ,以 及 Yeh 的 另 一 有 限 元 解 进 行 了 比较 。 可 以 看 到 ,不同 的 解答 是 很 一 致 的 。 但 是 由 于 
现在 的 分 析 中 采用 了 平衡 迷 代 ,出 现在 Yeh 解答 中 过 届 曲 开始 时 的 振荡 现象 避免 7 了。 同 
一 和 问题 还 用 U. L. КТІ ОТТІ. 格式 的 结果 几乎 是 完全 一 致 的 ， 

例 3 网 状 壳 体 的 大 位 移 表 力 分 析 5 

网 状 壳 体 结构 是 工程 中 常用 的 结构 形式 , 它 的 几何 构 形 和 尺寸 如 图 16. 9(a)? 所 示 , 顶 
部 受 和 集中 载荷 ,用 空间 杆 单元 进行 离散 ,用 广 文 弧 长 法 控制 载荷 增 量 的 步 长 ,图 16.9(5)， 
(ea 中 列 出 了 顶点 (1 点 ) 和 2 点 的 载荷 -位 移 的 变化 路 径 , 从 图 可 见 ,不 同 点 的 载荷 -位 


р АУК 9 
АРАЛЫҚҚА 


图 16.9 网 状 壳 体 的 位 移 分 析 
(a) ЛИЕ: (Б) 工 点 的 垂直 位 称 ;(e] 2 点 的 垂直 位 移 ;(ae) 2 点 的 水 平 位 称 


561» 


27. Hem 


22. 6ёст 


BE EE = 0, 3175em 
(a) (5) 


图 16.10 端 部 受 拉 橡皮 薄片 及 有 限 元 网 格 
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图 16.11 橡皮 薄片 的 载荷 -位 移 曲 线 和 应 力 分 布 


移 变 化 路 径 有 不 同 的 特点 。1 点 只 有 载 葆 控制 的 极限 点 ,而 2 点 则 同时 具有 载荷 控制 和 位 
移 的 极限 点 。Forde 等 用 球面 弧 长 法 及 柱 面 弧 长 法 等 方法 控制 载荷 增 量 步 长 ,追踪 得 到 结 
构 内 不 同 点 的 载荷 -位 移 的 全 部 变化 路 途 。 图 中 还 给 出 Papadrakakis 用 向 量 选 代 法 计算 
得 到 的 结果 作为 比较 。 

例 4 ЕЙР КУАТ) 

图 16. 10 所 未 是 端 部 受 拉 伸 的 橡皮 薄片 ,材料 是 Mooney-Rivlin 型 的 超 弹 性 不 可 不 
编 材 料 , 用 于 分 析 的 有 限 元 网 格 绘 于 同一 图 上 。 载 荷 均 义 分 布 在 端 截面 上 ,总 的 大 小 和 方 
向 保持 不 变 , 用 4 个 分 步 达到 最 后 载荷 P 二 186N ,每 个 载荷 分 步 平 均 进行 5 次 平衡 迭代 ， 
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载荷 作用 端的 载荷 -位 移 曲 线 见 图 16. 11。 有 限 元 解 和 试验 结果 非常 吻合 , 端 部 最 后 的 位 
称 达 到 薄片 原来 长 度 的 量 级 ,最 大 的 Green-Lagrange 应 变 达到 1. 81。 为 显示 出 第 二 类 
Fiola-Kirchhoff 应 力 和 Euler 应 力 的 区 别 , 一 个 截面 上 的 这 两 种 应 力 分 布 也 表示 在 图 
16. 11 上 。 应 该 指出 ,Euler 应 力 在 端 截 面 上 的 积分 必须 等 于 施加 的 载 共 ,而 第 二 类 Piola- 
Kirchhoff 应 力 的 总 和 出 不 等 于 施加 的 载荷 ， 

例 5 ЖАНА ЕЕ АА НТ” 

图 16.12 RREZ - ӘЖЕ ЖП ТЕН ВПУ ВТЕ А ЛІНІУ, 材料 服从 Mises 
НЕЛЕР ЗЕН Ж ЕНЕ ЕЕ ЕНЕ ЕЕ. 


- D. 06 h = 0, 4]сп1 p= BOON усы: 
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БЕН те, fem 
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图 16.12 PR26698 EERE ВЫ ОНМҒ Newmark FÈ .a=0.50,8=0, 25) 


分 别 对 索 体 进行 线 弹 性 , 仅 考虑 材料 非 线性 ( 即 假定 为 小 位 移 .小 应 变 ) 以 及 同时 考虑 
几何 及 材料 非 线性 动力 分 析 的 结果 表示 于 图 16. 12 中 。 在 同时 考 虐 几 何 及 材料 非 线 性 的 
分 析 中 ,和 例 1 相同 ,分 别 采 用 了 T.L RU. L. 格式 及 U.L.J. 格式 .和 例 1 情 况 一 样 ， 
由 于 问题 属于 大 转动 小 应 变 类 型 ,所 以 这 三 种 格式 得 到 的 结果 是 相同 的 ,从 图 示 结 果 可 以 
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看 到 , 仅 考 虑 材料 非 线 性 的 解答 和 线 弹性 的 解 有 很 大 差别 ,这 时 壳 体 的 振动 幅 信 减 小 ,而 
下 的 找 度 增加 。 而 仅 考虑 材料 非 线性 和 园 时 考虑 几何 非 线性 的 结果 比较 也 有 一 定 差别 ,大 
找 度 的 影响 使 沉 体 的 平均 找 度 有 所 减 小 。 


16.7 小 结 
本 章 讨 论 了 建立 于 非 线性 连续 介质 力学 基础 上 的 非 线 性 有 限 元 分 析 的 基本 理论 和 方 


作为 理论 基础 ,本 章 在 16. 2 节 和 16.5 节 分 别 讨论 了 大 变形 情况 下 应 变 和 应 力 的 度 
大 及 本 构 关 系 .关于 本 构 关 系 ,在 大 变形 总 的 前 提 下 首先 应 区 分 是 弹性 变形 还 是 非 弹 性 变 
形 ,再 则 应 分 别 区 分 是 大 位 移 , 大 转动 ,小 应 变 傅 况 还 是 大 应 变 情况 ,它们 分 别 有 不 同 的 特 
点 和 表达 形式 ,根据 不 同情 况 采 用 合适 的 本 构 关 系 ,不 仅 可 以 确 当地 建立 起 正确 的 力学 模 
型 .而 且 对 求解 方法 和 求解 效率 也 有 很 大 影响 。 

在 16, 3 节 着 重 讨 论 了 求解 几何 非 线 性 问题 的 两 种 基本 格式 , 即 全 拉 格 六 日 (T,L,) 
格式 和 更 新 拉 格 朗 日 (U,L. ) 格 式 。 讨 论 了 它们 的 各 自 特点 ,以 及 乒 形 成 的 求解 方程 进 一 
步 线性 化 的 方法 。 可 以 帮助 我 们 在 对 具体 实际 问题 进行 分 析 以 前 对 基本 格式 作出 合理 的 
选择 。 

在 16. 4 节 比 较 详细 地 讨论 了 有 限 元 求解 方程 的 具体 形式 及 其 解法 的 若干 问题 ， 在 
16.4.1 和 16.4. 2 两 小 节 具体 讨论 了 T, 工 . 格式 和 U. L. 格式 分 别 用 于 静 力 问题 .动力 问 
愿 和 稳定 问题 的 各 自 特 点 以 及 单元 特性 矩阵 的 具体 形式 ,并 以 二 维 等 参 单 元 为 例 给 出 示 
例 。 由 于 基于 非 线性 连续 介质 力学 的 有 限 单元 法 基本 格式 不 同 于 早期 非 线性 有 限 元 分 析 
的 情况 ( 它 基本 上 是 从 线性 分 析 扩 展 而 来 ) ,为 具有 普遍 的 适用 性 也 带 来 了 相对 的 复杂 性 ， 
掌握 它 的 方程 和 单元 矩阵 的 具体 特点 和 表达 形式 是 进行 实际 分 析 的 前 提 , 也 是 最 基本 的 
环节 。 在 16. 4. 3 和 16.4.4 两 小 节 关于 方程 解法 的 讨论 ,原则 上 是 以 前 各 章 线 弹性 问题 或 
仅 是 材料 非 线性 问题 求解 方法 在 考虑 大 变形 以 及 同时 考虑 商 种 非 线 性 情况 下 的 推广 ， 需 
要 注意 的 是 由 于 在 一 般 情 况 下 几何 非 线 性 分 析 中 载荷 -位 移 路 径 的 复杂 性 ,选择 确 当 的 广 
式 控制 增 量 步 长 以 追踪 载荷 -位 移 的 变化 路 径 是 很 重要 的 ,16. 4. ЖЕРЛЕ 
法 只 是 可 供 选 择 的 一 种 较 适 用 的 方法 。 

本 章 在 16.6 节 对 几 个 算 例 作 了 较 具 体 的 阐述 ,可 以 帮助 我 们 加 深 对 几何 非 线性 问 是 
ТК Т Т. 


习 m 


16.1 经 受 大 变形 的 + 结 点 单元 如 图 16. 13 所 示 。 НЕНИН] z 位 形 的 变形 梯度 fr, ,和 
ЖЕФ. 
16.2 一 4 结 点 单元 ,时 间 0-4 过 程 中 经 受 一 拉 伸 ,如 图 16.14 所 示 。 时 间 ~tt д 
过 程 中 经 受 一 刚体 转动 (角度 )8， 证 明 je 一 个 *es* 亦 即 tey 是 不 随 刚体 转动 变化 的 客观 张 
MK. 
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Я 16.14 


16.3 本 缚 点 单元 时 间 0 位 形 上 作用 有 "form 一 ?一 "ra 一 0 如 图 16. 15 所 示 . 时 
ІН o~a 过 程 中 单元 经 受 一 刚体 转动 9, 并 假设 在 随 体 坐标 内 应 力 状态 不 变 , 即 *ra = r 
(T= т, = гое = 0), HA т) 1,2), НЕНІ 5, 0, ПУ, 是 不 随 刚 体 转 动 而 变化 
的 客观 张 量 。 

16.4 一 正方 形 单元 时 间 上 位 形 上 的 应 力 状态 为 'r ,假定 单元 以 角速度 w 刚 体 旋 转 ， 
并 假定 在 随 体 坐 标 内 应 力 状 态 保持 不 变 . 即 字 一 吕 。 计 算 ' 呈 各 合并 证 明 ' 叶 一 0, 即 ' 吃 是 
不 随 刚 体 旋转 而 变化 的 客观 张 昌 。 

16-5 НТ. L. RAA U. L. 格式 的 算法 步 又 .并 和 小 位 移 情 况 的 算法 步骤 比较 、 
指出 它们 的 相同 和 不 同 之 处 。 
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图 26.15 
16.6 ” 轴 对 称 截 锥 单元 在 大 位 移 情 况 下 的 几何 关系 是 : 


dx 1 1/42 ol, ірш : 
£ = 9+ 3148) е = = {asine + тосозф) + z| > СОзф 
а _ _ sing dw 
e= Чи, ө V у 


导出 此 单元 在 承受 侧 向 压力 时 T.LL. 格式 的 有 限 元 方程 和 单元 矩阵 表达 式 。 
16.7 如 果 利 用 上 述 单 元 承受 外 压 作 用 , 试 寻 出 求解 临界 压力 的 步 又 及 有 限 元 方程 。 
16.8 从 (16.2. 30) 式 导出 416.5. 28) 式 。《 提 示 》 


= Z = “ш, z, = 'du; = че d'z р бх, = 0 


Гу 
Рас = 0, Қа 表示 物质 导数 ) 
16.9 在 非 弹性 大 应 变 人 情况 下 ,为 从 U. L. 趾 位 移 原 理 的 一 般 表 这 式 (16. 3. 25) 式 得 
到 06. 5.33) 式 ;验证 应 用 以 下 表达 式 
ЭО ы == Бш — “теб — ° үл 8, 
代入 (16. 3. 25) 式 的 必要 性 ,并 证 明 此 关系 式 的 正确 性 。 
16. 10 导出 非 弹 性 大 应 变 情 况 下 用 二 T. L. 格式 的 本 构 张 量 ,Dim。 


16.11 导出 (16,5,34) 式 中 下 wz 在 二 维 单元 情况 的 矩阵 表达 式 (参考 (16. 4. 32) 式 
和 (16. 4, 33}) 式 )。 
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